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1. Teoria general

1.1. Los axiomas de Kolmogorov

Sean ) un conjunto no vacio cuyos elementos w seran llamados eventos elementales y A
una familia de subconjuntos de € que seran llamados eventos.

Definiciéon 1.1. A es un dlgebra de eventos si contiene a ) y es cerrada por complementos
y uniones finitas!

(i) Qe A,
(ii) A € A implica A° € A,
(iii) A, B € A implica AU B € A.

Definicién 1.2. Una medida de probabilidad P sobre (2, A) es una funciéon P : A — R que
satisface los axiomas siguientes:

I. Para cada A € A, P(A) >0,
II. P(2) = 1.
III. Aditividad. Si los eventos A y B no tienen elementos en comin, entonces

P(AU B) = P(A) + P(B).

IV. Azioma de continuidad. Para cada sucesion decreciente de eventos
A1 DA DDA, D, (1)

tal que
() 40
n=1

vale que
lim P(A4,) = 0.
n—oo
Definicién 1.3. Un espacio de probabilidad es una terna (€2, A, P) formada por un conjunto
no vacio €2, llamado el espacio muestral; un algebra A de subconjuntos de §2; llamados los
eventos aleatorios; y una medida de probabilidad P definida sobre los eventos aleatorios.

'Nomenclatura y definiciones previas. Sean A y B eventos.

1. Escribiremos A° := {w € Q: w ¢ A} para designar al evento que no ocurre A. El evento A se llama el
complemento de A.

2. Escribiremos AUB :={w € Q: w € A o w € B} para designar al evento que ocurre al menos uno de
los eventos A o B. El evento AU B se llama la unién de Ay B.

3. Escribiremos ANB :={w € Q: w € A y w € B} para designar al evento ocurren ambos A y B. El
evento AN B se llama la interseccion de Ay B.

A veces escribiremos A \ B en lugar de A N B¢, esto es, el evento que A ocurre, pero B no lo hace. Cuando
dos eventos A y B no tienen elementos en comiin, esto es AN B = @, diremos que A y B son disjuntos. Una
coleccién de eventos Ay, As, ... se dice disjunta dos a dos, si A; N A; = () para todo i # j.



Nota Bene (Consistencia). El sistema de axiomas I-IV es consistente. Esto se prueba
mediante un ejemplo. Sea € un conjunto que consiste de un solo elemento y sea A = {0, Q}
la familia de todos los subconjuntos de 2. A es un algebra y la funcién P : A — R definida
por P(2) := 1y P()) := 0 es una medida de probabilidad. O

Construccion de espacios de probabilidad finitos. Los espacios de probabilidad mas
simples se construyen de la siguiente manera. Se considera un conjunto finito €2 y una funcién

p: Q2 —[0,1] tal que
> pw) =1
weN

La funcién p se llama funcion de probabilidad y los nimeros p(w), w € £, se llaman las
probabilidades de los eventos elementales w € ) o simplemente las probabilidades elementales.
El algebra de eventos, A, se toma como el conjunto de todos los subconjuntos de €2 y para

cada A € A se define
P(A) =) p(w),
weA

donde la suma vacia se define como 0.
Todos los espacios de probabilidad finitos en los que A es la familia de todos los subcon-
juntos de €2 se construyen de esta manera.

Ejemplo 1.4 (Lanzar una moneda equilibrada). Se lanza una moneda. Los resultados posibles
son cara o ceca y pueden representarse mediante las letras H (head) y T (tail). Adoptando
esa representacion el espacio muestral correspondiente es

Q= {H,T).

Decir que una moneda es equilibrada significa que la funciéon de probabilidad asigna igual
probabilidad a los dos resultados posibles:

p(H) =p(T) =1/2.

O]

Equiprobabilidad: férmula de Laplace. Sea {2 un espacio muestral finito. Cuando todos
los eventos elementales tienen la misma probabilidad, esto es, cuando para todo w € €2 vale
que p(w) = |71, se dice que el espacio es equiprobable. En ese caso las probabilidades de los
eventos A C € se calculan usando la formula de Laplace:

Al
P(A) il
En este contexto el problema principal del calculo de probabilidades consiste determinar la
cantidad de eventos elementales favorables a cada evento posible (sin tener que enumerarlo).
En otras palabras, la teoria de probabilidades se reduce al andlisis combinatorio, una impor-
tante (y a veces muy dificil) rama de la matemética dedicada a lo que podria llamarse “contar
sin contar”. En la Seccion 3 se desarrollan sus elementos basicos. O



1.2. Relacién con los datos experimentales

En el mundo real de los experimentos la teoria de probabilidad se aplica de la siguiente
manera;:

(1) Consideramos un sistema de condiciones, S, que se pueden repetir cualquier cantidad
de veces.

(2) Estudiamos una familia determinada de eventos que pueden ocurrir como resultado
de realizar las condiciones S. En los casos individuales donde se realizan las condiciones S,
los eventos ocurren, generalmente, de distintas maneras. En el conjunto €2 incluimos, a priori,
todos los resultados que podrian obtenerse al realizar las condiciones S.

(3) Si al realizar las condiciones S el resultado pertenece al conjunto A (definido de alguna
manera), diremos que ocurre el evento A.

Ejemplo 1.5 (Dos monedas). Las condiciones S consisten en lanzar una moneda dos veces.
El conjunto de los eventos mencionados en (2) resultan del hecho de que en cada lanzamiento
puede obtenerse una cara (H) o una ceca (T'). Hay cuatro resultados posibles (los eventos
elementales), a saber: HH, HT, TH, TT. Si el evento A se define por la ocurrencia de una
repeticién, entonces A consistird en que suceda el primero o el cuarto de los cuatro eventos
elementales. Esto es, A = {HH,TT}. De la misma manera todo evento puede considerarse
como un conjunto de eventos elementales. ]

(4) Bajo ciertas condiciones se puede suponer que, dado el sistema de condiciones S, un
evento A que a veces ocurre y a veces no, tiene asignado un nimero real P(A) que tiene las
siguientes caracteristicas:

(a) Se puede estar practicamente seguro de que si el sistema de condiciones S se repite
una gran cantidad de veces, n, entonces si n(A) es la cantidad de veces que ocurre el evento
A, la proporcién n(A)/n diferird muy poco de P(A).

(b) Si P(A) es muy pequena, se puede estar practicamente seguro de que cuando se realicen
las condiciones S solo una vez, el evento A no ocurrira.

Deducciéon empirica de los axiomas I, II, III. En general, se puede suponer que la fa-
milia A de los eventos observados A, B, C, ... que tienen probabilidades asignadas, constituye
un algebra de eventos. Esta claro que 0 < n(A)/n < 1 de modo que el axioma I es bastante
natural. Para el evento €2, n(€2) siempre es igual a n de modo que es natural definir P(2) =1
(Axioma IT). Si finalmente, A y B son incompatibles (i.e., no tienen elementos en comin),
entonces n(AU B) = n(A) + n(B) y de aqui resulta que

n(AUB) n(A) n n(B)

n n n

Por lo tanto, es apropiado postular que P(AU B) = P(A) + P(B) (Axioma III).

Nota Bene 1. La afirmacion de que un evento A ocurre en las condiciones S con una
determinada probabilidad P(A) equivale a decir que en una serie suficientemente larga de
experimentos (es decir, de realizaciones del sistema de condiciones §), las frecuencias relativas




de ocurrencia del evento A (donde ny es la cantidad de experimentos realizados en la k-ésima
serie y ng(A) la cantidad de ellos en los que ocurre A) son aproximadamente idénticas unas
a otras y estan préximas a P(A). O

Ejemplo 1.6. Las condiciones S consisten en lanzar una moneda (posiblemente cargada).
Podemos poner Q@ = {H, T} y A= {0,{H},{T},Q}, y las posibles medidas de probabilidad
P: A — [0,1] estdn dadas por

P®)=0, P(H)=p, PBT)=1-p, P =1,

donde p es un numero real fijo perteneciente al intervalo [0, 1].
Si en 10 series, de 1000 lanzamientos cada una, se obtienen las siguientes frecuencias
relativas de ocurrencia del evento A = {H}

0.753; 0.757; 0.756; 0.750; 0.746; 0.758; 0.751; 0.748; 0.749; 0.746,

parece razonable asignarle a p el valor 0.75. O

Nota Bene 2. Sicada una de dos afirmaciones diferentes es practicamente segura, entonces
podemos decir que simultdneamente son ambas seguras, aunque el grado de seguridad haya
disminuido un poco. Si, en cambio, el nimero de tales afirmaciones es muy grande, de la
seguridad préctica de cada una, no podemos deducir nada sobre la validez simultanea de
todos ellas. En consecuencia, del principio enunciado en (a) no se deduce que en una cantidad
muy grande de series de n experimentos cada una, en cada uno de ellos la proporcién n(A)/n
diferird sélo un poco de P(A).

En los casos mas tipicos de la teoria de probabilidades, la situacién es tal que en una larga
serie de pruebas es posible obtener uno de los dos valores extremos para la frecuencia

W) _n_ el 0
n n n n

Asi, cualquiera sea el nimero de ensayos n, es imposible asegurar con absoluta certeza que
tendremos, por ejemplo, la desigualdad
1

—— —]P’(A)‘ <10

Por ejemplo, si el evento A es sacar un seis tirando un dado equilibrado, entonces en n tiradas
del dado la probabilidad de obtener un seis en todas ellas es (1/6)" > 0; en otras palabras,
con probabilidad (1/6)™ tendremos una frecuencia relativa igual a uno de sacar un seis en
todas las tiradas ; y con probabilidad (5/6)™ no saldrd ningun seis, es decir, la frecuencia
relativa de sacar seis sera igual a cero. O

Nota Bene 3. De acuerdo con nuestros axiomas a un evento imposible (un conjunto vacio)
le corresponde la probabilidad P(()) = 0, pero la reciproca no es cierta: P(A) = 0 no implica la
imposibilidad de A. Cuando P(A) = 0, del principio (b) todo lo que podemos asegurar es que
cuando se realicen las condiciones S una sola vez, el evento A serd practicamente imposible.
Sin embargo, esto no asegura de ningiin modo que en una sucesion suficientemente grande de
experimentos el evento A no ocurrird. Por otra parte, del principio (a) solamente se puede
deducir que cuando P(A) = 0 y n es muy grande, la proporcién n(A)/n debe ser muy pequena
(por ejemplo, 1/n). O



1.3. Corolarios inmediatos de los axiomas
De AU A° = Q y los axiomas II y III se deduce que
P(A°) =1—-P(A).
En particular, debido a que Q¢ = (), tenemos que P((})) = 0.

Teorema de aditividad. Si los eventos A1, Ao, ..., A, son disjuntos dos a dos, entonces
del axioma III se deduce la férmula

(00 S

Ejercicios adicionales

1. Sean A y B dos eventos. Mostrar que

(a) Si A C B, entonces P(A) < P(B). Mds precisamente: P(B) =P(A) +P(B \ A).
Sugerencia. Expresar el evento B como la unién disjunta de los eventos A y B\ A y usar
el axioma III.

(b) La probabilidad de que ocurra al menos uno de los eventos A o B es
P(AUB) =P(A) +P(B) —P(AN B).
Sugerencia. La unién A U B de dos eventos puede expresarse como la union de dos eventos
disjuntos: AU (B \ (AN B)).
2. Mostrar que para eventos A, B y C vale que
P(AuBUC) = PA)+P(B)+PC)-PANB)-P(ANC)-P(BNC)

+P(ANBNC).
3. Mostrar que para eventos A1, Ao, ..., A, vale que
P (U Az> = ZP(A,) - ZP(A, ﬂAj) + Z ]P’(AZ ﬂAj ﬂAj) —
i=1 i i<j i<j<k

+(—1)"P(A1NAyN---NAy).

1.4. Sobre el axioma de continuidad

Nota Bene 1. Si la familia de eventos A es finita el axioma de continuidad IV se deduce
de los axiomas I-III. En tal caso, en la sucesién (1) solo hay una cantidad finita de eventos
diferentes. Si Ay es el menor de ellos, entonces todos los conjuntos Agy.,, m > 1 coinciden

o
con Ag. Tenemos que Ay = Agrm = () A =0y lim P(A,) =P(0) = 0. Por lo tanto, todos
=1 n—oo

n—
los ejemplos de espacios de probabilidad finitos satisfacen los axiomas I-IV. O



Nota Bene 2. Se puede probar que para espacios muestrales infinitos, el axioma de con-
tinuidad IV es independiente de los axiomas I-I1I. Este axioma es esencial solamente para
espacios de probabilidad infinitos y es casi imposible elucidar su significado empirico en la
forma en que lo hicimos con los axiomas I-III. O

Ejemplo 1.7. Sean Q = QnN[0,1] = {ry,79,73,...} y Ap la familia de los subconjuntos de 2
de la forma [a, b], [a,b), (a,b] o (a,b). La familia, A de todas las uniones finitas de conjuntos
disjuntos de Ag es un dlgebra de eventos. La medida de probabilidad definida por

P(A) :=b— a, si A e Ay,
k
P(A):= Y1 P(A;) siA=|]JA; para A; € Ay y AinA; =0,

1=
i=1

satisface los axiomas I-III pero no satisface el axioma de continuidad.
En efecto, para cada r € Q, {r} € Ay P({r}) = 0. Los eventos A,, := Q\ {ri,...,m},
oo
n € N, son decrecientes y [

A, =0, sin embargo lim P(A4,) = 1, debido a que P(4,) =1
n=1 n—oo
para todo n > 1. m

Teorema 1.8.

(a) Si A1 DAy D .-y A= [\ A, entonces P(A) = lim P(4,).

n—1 n—00

(b) Si Ay C Ay C--- y A= |J Ay, entonces P(A) = lim P(4,).

n—1 n—00

Demostracion. .
(a) Considerar la sucesién B,, = A, \ A. Observar que B; D By D -+ y (| B, = 0. Por

n=1
el axioma de continuidad se obtiene lim P(B,) = 0. Como P(B,,) = P(A,) —P(A) se deduce
que n—oo
lim P(A,) =P(A).

n—oo

(b) Considerar la sucesién B,, = AS. Observar que By D By D -+ y (| B, = A°. Por el
n=1
inciso (a) se obtiene lim P(B,) = P(A¢) = 1 —P(A). Como P(B,) = 1 — P(A,) se deduce
que n—00
lim P(A,) =P(A).

n—oo

O]

Ejemplo 1.9 (Numeros aleatorios). Tedricamente, los nimeros aleatorios son realizaciones
independientes del experimento conceptual que consiste en “elegir al azar” un ntimero U
del intervalo (0,1]. Aqui la expresiéon “elegir al azar” significa que el nimero U tiene la
distribucién uniforme sobre el intervalo (0, 1], i.e., la probabilidad del evento U € (a,b] es
igual a b — a, para cualquier pareja de ntimeros reales a y b tales que 0 < a < b < 1. O



Ejemplo 1.10 (Ternario de Cantor). Se elije al azar un nimero U del intervalo (0, 1], jcudl
es la probabilidad de que el 1 no aparezca en el desarrollo en base 3 de U?
Consideramos la representacién en base 3 del nimero U:

U — Z ak:(U)’

k
k>1 3

donde a,(U) € {0,1,2}, k > 1.
Lo que queremos calcular es la probabilidad del evento A = {ay(U) # 1, Vk > 1}. Primero

observamos que
[e.9]
A=
n=1

donde A, = {ar(U) #1,V1 <k <n} y notamos que A; D Ay D ---. Usando el inciso (a) del
Teorema 1.8 tenemos que P(A) = lim P(A,,). El problema se reduce a calcular la sucesién
n—oo

de probabilidades P(A,,) y su limite.
Geométricamente el evento A; se obtiene eliminando el segmento (1/3,2/3) del intervalo
(0, 1]:
A =(0,1/3]U[2/3,1].

Para obtener As eliminamos los tercios centrales de los dos intervalos que componen Aj:
Ag =(0,1/91U[2/9,3/9] U [6/9,7/9] U [8/9,1].

Continuando de este modo obtenemos una caracterizaciéon geométrica de los eventos A,: A,
es la unién disjunta de 2" intervalos, cada uno de longitud 37". En consecuencia,

P(An) = 2" = (;)n

Por lo tanto, P(A) = lim (2/3)" = 0. O
n—oo
Teorema 1.11 (c-aditividad). Si Ay, Ao, ..., es una sucesién de eventos disjuntos dos a dos

oo
(i.e., A; N A; = () para todos los pares 4, j tales que i # j) y |J An € A, entonces

n=1
P (U An> =3 P(4,) (2)
n=1 n=1

Demostracién. La sucesién de eventos R, := |J Ap, n > 1, es decreciente y tal que
m>n

o0
(\ R, = 0. Por el axioma IV tenemos que
n=1

lim P(R,) =0 (3)

n—o0

y por el teorema de aditividad tenemos que

P (U An) = P(A) + P(Rn). (4)
n=1

k=1
De (4) y (3) se obtiene (2). O



Corolario 1.12 (Teorema de cubrimiento). Si B, Aj, Ag,... es una sucesién de eventos tal

o0
que A= |J A, € Ay B C A, entonces

n=1
P(B) < i P(A,).
n=1

Demostracién. Una cuenta. Descomponemos B en una unién disjunta de eventos

B=Bn (D An> = G (Bﬂ (An\Dl(AnﬂAk)»

n=1 n=1 k=1

y aplicamos el teorema de o-aditividad

Ejercicios adicionales

4. Sean () un conjunto no vacio y A un &lgebra de eventos. Sea P : A — R una funcién tal
que
I. Para cada A € A, P(A) >0,

IL P(Q) = 1.

III. Si los eventos A y B no tienen elementos en comun, entonces P(AUB) = P(A) +P(B).
o0

IV’. Si (Ay)n>1 es una sucesion de eventos disjuntos dos a dosy |J A, € A, entonces
n=1

S E-
n=1 n=1

Mostrar que bajo esas condiciones la funcion P satisface el axioma de continuidad.

1.5. o-algebras y teorema de extension

o0
El dlgebra A se llama una o-dlgebra, si toda unién numerable |J A,, de conjuntos Ay, Ag,--- €
n=1
A, disjuntos dos a dos, también pertenece a A.

De la identidad

g

e ) n—1
A= (An\ g mAk)>
1 n=1

n k=1

10



se deduce que la o-algebra también contiene todas las uniones numerables de conjuntos
Ay, Ag,--- € A. De la identidad

ﬁ Ay =Q\ G A°
n=1 n=1

lo mismo puede decirse de las intersecciones.

Nota Bene. Solamente cuando disponemos de una medida de probabilidad, P, definida
sobre una o-algebra, A, obtenemos libertad de accién total, sin peligro de que ocurran eventos
que no tienen probabilidad.

Lema 1.13 (o-algebra generada). Dada un dlgebra A existe la menor o-dlgebra, o(A), que
la contiene, llamada la o-algebra generada por A.

Teorema 1.14 (Extensién). Dada una funcién de conjuntos, P, no negativa y o-aditiva
definida sobre un dlgebra A se la puede extender a todos los conjuntos de la o-algebra generada
por A, o(A), sin perder ninguna de sus propiedades (no negatividad y o-aditividad) y esta
extensién puede hacerse de una sola manera.

Esbozo de la demostracién. Para cada A C ) definimos

P'(A):=  inf Y P(4y),

donde el infimo se toma respecto a todos los cubrimientos del conjunto A por colecciones
finitas o numerables de conjuntos A, pertenecientes a A. De acuerdo con el Teorema de
cubrimiento P*(A) coincide con P(A) para todo conjunto A € A.

La funcién P* es no negativa y o-aditiva sobre o(.A). La unicidad de la extension se deduce
de la propiedad minimal de o(.A). O

2. Simulacion de experimentos aleatorios con espacio muestral
finito

2.1. Numeros aleatorios.

Toda computadora tiene instalado un algoritmo para simular ntimeros aleatorios que se
pueden obtener mediante una instruccion del tipo “random”. En el software Octave, por
ejemplo, la sentencia rand simula un numero aleatorio y rand(1l,n) simula un vector de
n nimeros aleatorios. En algunas calculadoras (llamadas cientificas) la instruccion Ran#
permite simular niimeros aleatorios de tres digitos. En algunos libros de texto se pueden
encontrar tablas de nimeros aleatorios (p. ej., Meyer, P. L.: Introductory Probability and
Statistical Applications. Addison-Wesley, Massachusetts. (1972))

Cémo usar los numeros aleatorios. La idea principal se puede presentar mediante un
ejemplo muy simple. Queremos construir un mecanismo aleatorio para simular el lanzamiento
de una moneda cargada con probabilidad p de obtener de obtener “cara”. Llamemos X al
resultado del lanzamiento: X € {0,1} con la convencién de que “cara’= 1y “ceca”= 0.

11



Para construir X usamos un numero aleatorio U, uniformemente distribuido sobre el
intervalo [0, 1] y definimos

X =1{1-p<U<1} (5)
Es facil ver X satisface las condiciones requeridas. En efecto,
PX=1)=P1l-p<U<1)=1—-(1-p) =p.

La ventaja de la construccion es que se puede implementar casi inmediatamente en una
computadora. Por ejemplo, si p = 1/2, una rutina en Octave para simular X es la siguiente

Rutina para simular el lanzamiento de una moneda equilibrada

U = rand;
if U>1/2

Nota Bene. El ejemplo anterior es el prototipo para construir y simular experimentos
aleatorios. Con la misma idea podemos construir experimentos aleatorios tan complejos como
queramos.

2.2. Simulacién de experimentos aleatorios

Supongamos que 2 = {wy,wa,...,wn} representa el espacio muestral correspondiente a
un experimento aleatorio y que cada evento elemental wy € € tiene asignada la probabilidad
p(wr) = pg. Usando un nimero aleatorio, U, uniformemente distribuido sobre el intervalo
(0, 1], podemos construir un mecanismo aleatorio, X, para simular los resultados del experi-
mento aleatorio considerado. Definimos

X =) k1{Lp1 <U < Ly}, (6)
k=1
donde
k
Lo:=0 y Ly ::Zpi, (1<k<m)
i=1

e identificamos cada evento elemental wy € € con su correspondiente subindice k.
En efecto, de la definicién (6) se deduce que para cada k = 1,...,m vale que

[P)(X = k‘) = ]P)(Lk—l <U< Lk) = L — Lx—1 = pg-
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Nota Bene. El mecanismo aleatorio definido en (6) se puede construir “graficamente” de
la siguiente manera:

1. Partir el intervalo (0, 1] en m subintervalos sucesivos Iy, ..., I, de longitudes p1, ..., ppm,
respectivamente.

2. Sortear un nimero aleatorio, U, y observar en qué intervalo de la particién cae.
3. Si U cae en el intervalo I, producir el resultado wy.

Ejemplo 2.1 (Lanzar un dado equilibrado). Se quiere simular el lanzamiento de un dado
equilibrado. El espacio muestral es Q = {1,2,3,4,5,6} y la funcién de probabilidades es
p(k) =1/6, k=1,...,6. El mecanismo aleatorio X = X (U), definido en (6), se construye de
la siguiente manera:

1. Partir el intervalo (0,1] en 6 intervalos sucesivos de longitud 1/6: I; = (0,1/6], Iy =

2. Sortear un numero aleatorio U.
3. 51U e, X =k.

En pocas palabras,

X:ikl{kgl<U§]g}. (7)

Por ejemplo, si sorteamos un nimero aleatorio, U y se obtiene que U = 0.62346, entonces el
valor simulado del dado es X = 4. Una rutina en Octave para simular X es la siguiente

Rutina para simular el lanzamiento de un dado

U=rand;

k=0;

do
k++;

until((k-1)/6<U & U<=k/6)
X=k

2.3. Estimacion de probabilidades

Formalmente, un experimento aleatorio se describe mediante un espacio de probabilidad
(Q, A, P). Todas las preguntas asociadas con el experimento pueden reformularse en términos
de este espacio. En la préctica, decir que un evento A ocurre con una determinada probabil-
idad P(A) = p equivale a decir que en una serie suficientemente grande de experimentos las
frecuencias relativas de ocurrencia del evento A
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(donde ny, es la cantidad de ensayos realizados en la k-ésima serie y ng(A) es la cantidad en
los que ocurre A) son aproximadamente idénticas unas a otras y estan préximas a p. Las series
de experimentos se pueden simular en una computadora utilizando un generador de numeros
aleatorios.

Ejemplo 2.2. El experimento consiste en lanzar 5 monedas equilibradas y registrar la canti-
dad N de caras observadas. El conjunto de todos los resultados posibles es Q = {0,1,2,3,4,5}.
El problema consiste en asignarle probabilidades a los eventos elementales.

La solucién experimental del problema se obtiene realizando una serie suficientemente
grande de experimentos y asignando a cada evento elemental su frecuencia relativa.

Sobre la base de una rutina similar a la que presentamos en la secciéon 2.1 para simu-
lar el resultado del lanzamiento de una moneda equilibrada se pueden simular n = 10000
realizaciones del experimento que consiste en lanzar 5 monedas equilibradas. Veamos co-
mo hacerlo. Usamos la construccién (5) para simular el lanzamiento de 5 monedas equili-
bradas X7, X9, X3, X4, X5. La cantidad de caras observadas es la suma de las X;: N =
X1+X2+X3+X4—|—X5.

Repitiendo la simulacién 10000 veces (o genéricamente n veces), obtenemos una tabla que
contiene la cantidad de veces que fué simulado cada valor de la variable N. Supongamos que
obtuvimos la siguiente tabla:

valor simulado ‘ 0 1 2 3 4 5 (8)
cantidad de Veces‘308 1581 3121 3120 1564 306

En tal caso diremos que se obtuvieron las siguientes estimaciones

P(N =0) ~0.0308, P(N=1)~0.1581, P(N
P(N =3) ~0.3120, P(N =4) ~0.1564, P(N

) ~ 0.3121,
) ~ 0.0306.

2
)

Para finalizar este ejemplo, presentamos un programa en Octave que simula diez mil veces
el lanzamiento de cinco monedas equilibradas, contando en cada una la cantidad de caras
observadas y que al final provee una tabla como la representada en (8)

n = 10000;

N = zeros(1,n);

for i=1:n
U=rand(1,5);
X=[U<=(1/2)1;
N(i)=sum(X);

end

for j=1:6
T(j)=sum([N==j-11);

end
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Nota Bene. Usando las herramientas que proporciona el andlisis combinatorio (ver seccién
3) se puede demostrar que para cada k € {0,1,2,3,4,5} vale que

5\ 1
P(N =k) = —.
w=m=(3)
En otros términos,

P(N =0)=0.03125, P(N=1)=0.15625, P(N = 2) = 0.31250,
P(N =3)=0.31250, P(N =4)=0.15625, P(N =5)=0.03125.

O
Ejemplo 2.3 (Paradoja de De Mere). ;Cudl de las siguientes apuestas es mds conveniente?

= Obtener al menos un as en 4 tiros de un dado.

= Obtener al menos un doble as en 24 tiros de dos dados.

1. La construccién (7) permite simular 4 tiros de un dado usando 4 ndmeros aleatorios
independientes Uy, Us, Us, Uy.
4
La cantidad de ases obtenidos en los 4 tiros es la suma S = >~ 1{0 < U; < 1/6}. El evento
i=1
A1 = “obtener al menos un as en 4 tiros de un dado” equivale al evento S > 1.
Si repetimos la simulacién 10000 veces podemos obtener una estimacién (puntual) de la
probabilidad del evento A; calculando su frecuencia relativa.
La siguiente rutina (en Octave) provee una estimacién de la probabilidad del evento A;
basada en la repeticién de 10000 simulaciones del experimento que consiste en tirar 4 veces
un dado.

Rutina 1

n=10000;
Al=zeros(1,n);
for i=1:n
U=rand(1,4);
S=sum(U<=1/6) ;
if S>=1
A1(i)=1;
else
A1(i)=0;
end
end
hpAl=sum(Al)/n

Ejecutando 10 veces la Rutina 1 se obtuvieron los siguientes resultados para la frecuencia
relativa del evento A

0.5179 0.5292 0.5227 0.5168 0.5204 0.5072 0.5141 0.5177 0.5127 0.5244
Notar que los resultados obtenidos se parecen entre si e indican que la probabilidad de obtener

al menos un as en 4 tiros de un dado es mayor que 0.5.
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2. La construccién (7) permite simular 24 tiros de dos dados usando 48 nimeros aleatorios
independientes Uy, Us, ..., U7, Uss.
La cantidad de veces que se obtiene un doble as en los 24 tiros de dos dados es la suma

24
S =>1{0 < Ugi—1 <1/6,0 < Uy < 1/6}. El evento Ay = “obtener al menos un doble as
en 22 tliros de dos dados” equivale al evento S > 1.
Si repetimos la simulacién 10000 veces podemos obtener una estimacién (puntual) de la
probabilidad del evento As calculando su frecuencia relativa.
La siguiente rutina (en Octave) provee una estimacién de la probabilidad del evento Ag
basada en la repeticién de 10000 simulaciones del experimento que consiste en tirar 24 veces

dos dados.

Rutina 2

n=10000;
A2=zeros(1,n);
for i=1:n
U=rand(2,24);
V=(U<=1/6) ;
S=sum(V(1,:).*V(2,:));
if S>=1
A2(1)=1;
else
A2(i)=0;
end
end
hpA2=sum(A2) /n

Ejecutando 10 veces la Rutina 2 se obtuvieron los siguientes resultados para la frecuencia
relativa del evento As

0.4829 0.4938 0.4874 0.4949 0.4939 0.4873 0.4882 0.4909 0.4926 0.4880

Notar que los resultados obtenidos se parecen entre si e indican que la probabilidad de
obtener al menos un doble as en 24 tiros de dos dados es menor que 0.5.

Conclusién. Los resultados experimentales obtenidos indican que es mejor apostar a que
se obtiene al menos un as en 4 tiros de un dado que apostar a que se obtiene al menos un
doble as en 24 tiros de un dado.
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3. Elementos de Analisis Combinatorio

Cuando se estudian juegos de azar, procedimientos muestrales, problemas de orden y
ocupacién, se trata por lo general con espacios muestrales finitos €2 en los que a todos los
eventos elementales se les atribuye igual probabilidad. Para calcular la probabilidad de un
evento A tenemos que dividir la cantidad de eventos elementales contenidos en A (llamados
casos favorables) entre la cantidad de total de eventos elementales contenidos en €2 ( llamados
casos posibles). Estos célculos se facilitan por el uso sistematico de unas pocas reglas.

3.1. Regla del Producto

Sean A y B dos conjuntos cualesquiera. El producto cartesiano de A y B se define por
AxB={(a,b): ae€ Ay be B}.Si Ay B son finitos, entonces |A x B| = |A| - |B.

Demostracién. Supongamos que A = {a1,a9,...,a,} vy B ={b1,bs,...,b,}. Basta obser-
var el cuadro siguiente

H by by o b,
al (al, bl) (al, bg) e (al, bn)
a9 (CLQ, bl) ((Iz, bg) e (ag, bn)
am || (@msb)  (@msb2) .. (am,ba)

Cuadro 1: Esquema rectangular del tipo tabla de multiplicar con m filas y n columnas: en la
interseccién de fila ¢ y la columna j se encuentra el par (a;, b;). Cada par aparece una y sélo

una vez.
En palabras, con m elementos ai,...,a,, y n elementos b1, ..., b, es posible formar m -n
pares (a;, bj) que contienen un elemento de cada grupo. 0
Teorema 3.1 (Regla del producto). Sean Aj, Ag, ..., Ay, n conjuntos cualesquiera. El pro-
ducto cartesiano de los n conjuntos Aj, Ao, ..., A, se define por
A X Ay ><~-'><An:{($1,l’2,...,$n) sy € Aj 1§z§n}
Si los conjuntos Ay, As, ..., A, son finitos, entonces

| Ay x Ag x -+ x Ayl = ] |44l

i=1

Demostracién. Sin = 2 ya lo demostramos. Si n = 3, tomamos los pares (z1,x3) como
elementos de un nuevo tipo. Hay |A;] - | A2| elementos de ese tipo y |As| elementos z3. Cada
terna (z1,xg,r3) es un par formado por un elemento (z1,z2) y un elemento xs; por lo tanto,
la cantidad de ternas es |A1| - |A2| - |A3|. Etcétera. O

Nota Bene. Muchas aplicaciones se basan en la siguiente reformulacion de la regla del

producto: r decisiones sucesivas con exactamente ny elecciones posibles en el k-ésimo paso
pueden producir un total de ni - ng---n, resultados diferentes. O
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Ejemplo 3.2 (Ubicar r bolas en n urnas). Los resultados posibles del experimento se pueden
representar mediante el conjunto

Q={1,2,....,n}" ={(z1,22,...,2y) : z; €{1,2,...,n}, 1 <i<r},

donde x; = j representa el resultado “la bola i se ubico en la urna j”. Cada bola puede
ubicarse en una de las n urnas posibles. Con r bolas tenemos r elecciones sucesivas con
exactamente n elecciones posibles en cada paso. En consecuencia, r bolas pueden ubicarse en
n urnas de n” formas distintas.

Usamos el lenguaje figurado de bolas y urnas, pero el mismo espacio muestral admite
muchas interpretaciones distintas. Para ilustrar el asunto listaremos una cantidad de situa-
ciones en las cuales aunque el contenido intuitivo varia son todas abstractamente equivalentes
al esquema de ubicar r bolas en n urnas, en el sentido de que los resultados difieren solamente
en su descripcion verbal.

1. Nacimientos. Las configuraciones posibles de los nacimientos de r personas corresponde
a los diferentes arreglos de r bolas en n = 365 urnas (suponiendo que el afo tiene 365
dias).

2. Accidentes. Clasificar r accidentes de acuerdo con el dia de la semana en que ocurrieron
es equivalente a poner r bolas en n = 7 urnas.

3. Muestreo. Un grupo de personas se clasifica de acuerdo con, digamos, edad o profesion.
Las clases juegan el rol de las urnas y las personas el de las bolas.

4. Dados. Los posibles resultados de una tirada de r dados corresponde a poner r bolas en
n = 6 urnas. Si en lugar de dados se lanzan monedas tenemos solamente n = 2 urnas.

5. Digitos aleatorios. Los posibles ordenamientos de una sucesién de r digitos corresponden
a las distribuciones de r bolas (= lugares) en diez urnas llamadas 0,1, ...,9.

6. Coleccionando figuritas. Los diferentes tipos de figuritas representan las urnas, las fig-
uritas coleccionadas representan las bolas.

O

3.2. Muestras ordenadas
Se considera una “poblacién” de n elementos ai,ao, ..., a,. Cualquier secuencia ordena-
da aj,aj,,...,a; de k simbolos se llama una muestra ordenada de tamano k tomada de la

poblacién. (Intuitivamente los elementos se pueden elegir uno por uno). Hay dos procedimien-
tos posibles.

(a) Muestreo con reposicién. Cada elecciéon se hace entre toda la poblacién, por lo que
cada elemento se puede elegir mas de una vez. Cada uno de los k elementos se puede elegir
en n formas: la cantidad de muestras posibles es, por lo tanto, n*, lo que resulta de la regla
del producto con ny =ne =--- =ng = n.
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(b) Muestreo sin reposicién. Una vez elegido, el elemento se quita de la poblacién, de
modo que las muestras son arreglos sin repeticiones. El volumen de la muestra k no puede
exceder el tamano de la poblacién total n.

Tenemos n elecciones posibles para el primer elemento, pero sélo n — 1 para el segundo,
n — 2 para el tercero, etcétera. Usando la regla del producto se obtiene un total de

()i = n(n —1)(n—2) - (n—k+1) (9)
elecciones posibles.

Teorema 3.3. Para una poblacion de n elementos y un tamano de muestra prefijado k,
existen n* diferentes muestras con reposicion y (n)k muestras sin reposicion.

Ejemplo 3.4. Consideramos una urna con 8 bolas numeradas 1,2,...,8

(a) Extraccién con reposicién. Extraemos 3 bolas con reposicion: después de extraer
una bola, anotamos su niimero y la ponemos de nuevo en la urna. El espacio muestral
)1 correspondiente a este experimento consiste de todas las secuencias de longitud 3
que pueden formarse con los simbolos 1,2,...8. De acuerdo con el Teorema 3.3, €2y
tiene 83 = 512 elementos. Bajo la hipétesis de que todos los elementos tienen la misma
probabilidad, la probabilidad de observar la secuencia (3,7,1) es 1/512.

(b) Extraccién de una coleccién ordenada sin reposicién. Extraemos 3 bolas sin
reposicion: cada bola elegida no se vuelve a poner en la urna. Anotamos los nimeros
de las bolas en el orden en que fueron extraidas de la urna. El espacio muestral (2o
correspondiente a este experimento es el conjunto de todas las secuencias de longitud
3 que pueden formarse con los simbolos 1,2...,8 donde cada simbolo puede aparecer
a los sumo una vez. De acuerdo con el Teorema 3.3, 2 tiene (8)3 = 8-7-6 = 336
elementos. Bajo la hipétesis que todos los elementos tienen la misma probabilidad, la
probabilidad de observar la secuencia (3,7,1) (en ese orden) es 1/336.

O

Ejemplo 3.5. Una urna contiene 6 bolas rojas y 4 bolas negras. Se extraen 2 bolas con
reposicion. Para fijar ideas supongamos que las bolas estan numeradas de la siguiente manera:
las primeras 6 son las rojas y las ultimas 4 son las negras. El espacio muestral asociado es
Q=1{1,...,10}? y su cantidad de elementos || = 10%.

(a) ¢Cual es la probabilidad de que las dos sean rojas? Sea R el evento “las dos son rojas”,
R={1,...,6}2 y |R| = 62. Por lo tanto, P(R) = 62/10? = 0.36.

(b) 4Cudl es la probabilidad de que las dos sean del mismo color? Sea N el evento “las dos
son negras”, N = {7,...,10}? y |[N| = 42, entonces P(N) = 42/10 = 0.16. Por lo tanto,
P(RUN) =P(R) +P(N) = 0.52.

(¢) ¢Cudl es la probabilidad de que al menos una de las dos sea roja? El evento “al menos
una de las dos es roja” es el complemento de “las dos son negras”. Por lo tanto, P(N¢) =
1—-P(N)=0.84.

Si se consideran extracciones sin reposicién, deben reemplazarse las cantidades (10)2, 62 y 42
por las correspondientes (10)2, (6)2 y (4)2. O
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Caso especial £k =n. En muestreo sin reposicién una muestra de tamano n incluye a toda
la poblacién y representa una permutacion de sus elementos. En consecuencia, n elementos
ai,az,...,a, se pueden ordenar de (n), =n-(n—1)---2-1 formas distintas. Usualmente el
ntimero (n), se denota n! y se llama el factorial de n.

Corolario 3.6. La cantidad de formas distintas en que se pueden ordenar n elementos es
nl=1-2---n. (10)

Observacién 3.7. Las muestras ordenadas de tamano k, sin reposicion, de una poblacién de
n elementos, se llaman variaciones de n elementos tomados de a k. Su ntimero total (n)y se
puede calcular del siguiente modo

n!

() = m

(11)

Nota Bene sobre muestreo aleatorio. Cuando hablemos de “muestras aleatorias de
tamano k7, el adjetivo aleatorio indica que todas las muestras posibles tienen la misma prob-
abilidad, a saber: 1/n* en muestreo con reposicién y 1/(n), en muestreo sin reposicién. En
ambos casos, n es el tamano de la poblacion de la que se extraen las muestras.

Sin es grande y k es relativamente pequefio, el cociente (n);/n” estd cerca de la unidad. En
otras palabras, para grandes poblaciones y muestras relativamente pequenas, las dos formas
de muestrear son practicamente equivalentes.

Ejemplos

Consideramos muestras aleatorias de volumen k (con reposicion) tomadas de una poblacién
de n elementos ay,...,a,. Nos interesa el evento que en una muestra no se repita ningin el-
emento. En total existen n* muestras diferentes, de las cuales (n); satisfacen la condicién
estipulada. Por lo tanto, la probabilidad de ninguna repeticion en nuestra muestra es

p:(nl)ck:n(n—l)..r.blgn—k—l—l) (12)

Las interpretaciones concretas de la formula (12) revelan aspectos sorprendentes.

Muestras aleatorias de niimeros. La poblacion consiste de los diez digitos 0,1,...,9.
Toda sucesién de cinco digitos representa una muestra de tamano k = 5, y supondremos que
cada uno de esos arreglos tiene probabilidad 107°. La probabilidad de que 5 digitos aleatorios
sean todos distintos es p = (10)5107° = 0.3024.

Bolas y urnas. Sin bolas se ubican aleatoriamente en n urnas, la probabilidad de que cada

urna esté ocupada es
n!
p= I

Interpretaciones:
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(a) Paran =7, p=0.00612.... Esto significa que si en una ciudad ocurren 7 accidentes por
semana, entonces (suponiendo que todas las ubicaciones posibles son igualmente prob-
ables) practicamente todas las semanas contienen dias con dos o mds accidentes, y en
promedio solo una semana de 164 mostrard una distribucion uniforme de un accidente
por dia.

(b) Para n = 6 la probabilidad p es igual a 0.01543... Esto muestra lo extremadamente
improbable que en seis tiradas de un dado perfecto aparezcan todas las caras.

Cumpleanos. Los cumpleanos de k personas constituyen una muestra de tamano k de la
poblacion formada por todos los dias del ano.
De acuerdo con la ecuacion (12) la probabilidad, py, de que todos los k cumplearios sean

diferentes es
(365) 1 2 k-1
_ (1 — V(1= ). (1=,
Pk = "365k 365 365 365

Una férmula aparentemente abominable. Si k& = 23 tenemos p, < 1/2. En palabras, para 23
personas la probabilidad que al menos dos personas tengan un cumplearios comun excede 1/2.

Aproximaciones numéricas de px. Si k es chico, tomando logaritmos y usando que para x
pequeno y positivo log(1l — x) ~ —z, se obtiene

. 14244 (k1) k(k—1)
&Pk 365 T30

Ejercicios adicionales

5. Hallar la probabilidad p; de que en una muestra de k digitos aleatorios no haya dosliguales.
Estimar el valor numérico de pig usando la férmula de Stirling (1730): n! ~ e "n""*t2+/27.

6. Considerar los primeros 10000 decimales del nimero 7. Hay 2000 grupos de cinco digitos.
Contar la cantidad de grupos en los que los 5 digitos son diferentes e indicar la frecuencia
relativa del evento considerado. Comparar el resultado obtenido con la probabilidad de que
en una muestra de 5 digitos aleatorios no haya dos iguales.

3.3. Subpoblaciones

En lo que sigue, utilizaremos el término poblacion de tamano n para designar una coleccién
de n elementos sin considerar su orden. Dos poblaciones se consideran diferentes si una de
ellas contiene algiin elemento que no esta contenido en la otra.

Uno de los problemas mas importantes del cdlculo combinatorio es determinar la can-
tidad C,, i, de subpoblaciones distintas de tamano k que tiene una poblacion de tamano n.
Cuando n y k son pequeiios, el problema se puede resolver por enumeracién directa. Por
ejemplo, hay seis formas distintas elegir dos letras entre cuatro letras A, B,C, D, a saber:
AB, AC, AD, BC, BD, CD. Asi, C4,2 = 6. Cuando la cantidad de elementos de la coleccién
es grande la enumeracién directa es impracticable. El problema general se resuelve razonando
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de la siguiente manera: consideramos una subpoblacion de tamano k£ de una poblacién de n
elementos. Cada numeracion arbitraria de los elementos de la subpoblacion la convierte en
una muestra ordenada de tamano k. Todas las muestras ordenadas de tamano k se pueden
obtener de esta forma. Debido a que k elementos se pueden ordenar de k! formas diferentes,
resulta que k! veces la cantidad de subpoblaciones de tamano k coincide con la cantidad de
muestras ordenadas de dicho tamano. En otros términos, C,, i, - k! = (n);. Por lo tanto,

n n!
Cn ke = (k)!k T K-k (13)

Los numeros definidos en (13) se llaman coeficientes binomiales o nimeros combinatorios y
la notacion clédsica para ellos es (Z)

Teorema 3.8. Una poblacion de n elementos tiene

n n!
k) T El(n—k)! !
() = = -

diferentes subpoblaciones de tamano k < n.

Ejemplo 3.9. Consideramos una urna con 8 bolas numeradas 1, 2,...,8. Extraemos 3 bolas
simultdneamente, de modo que el orden es irrelevante. El espacio muestral €23 correspondiente
a este experimento consiste de todos los subconjuntos de tamano 3 del conjunto {1,2,...,8}.
Por el Teorema 3.8 ()3 tiene (g) = 56 elementos. Bajo la hipétesis de que todos los elementos
tienen la misma probabilidad, la probabilidad de seleccionar {3,7,1} es 1/56. O

Dada una poblacién de tamano n podemos elegir una subpoblaciéon de tamano k de (Z)
maneras distintas. Ahora bien, elegir los k elementos que vamos a quitar de una poblacion es
lo mismo que elegir los n — k elementos que vamos a dejar dentro. Por lo tanto, es claro que

para cada k < n debe valer
n n
()= () 5

La ecuacién (15) se deduce inmediatamente de la identidad (14). El lado izquierdo de la
ecuacién (15) no estd definido para k = 0, pero el lado derecho si lo estd. Para que la ecuacién
(15) sea valida para todo entero k tal que 0 < k < n, se definen

<g> =1, o!:=1, y (n)o :== 1.

Tridangulo de Pascal. Las ecuaciones en diferencias

(Z) = <n;1) + <Z:D (16)

junto con el conocimiento de los datos de borde

(0)-()-
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determinan completamente los niimeros combinatorios (Z), 0<k<n,n=0,1,.... Usando
dichas relaciones se construye el famoso “triangulo de Pascal”, que muestra todos los nimeros
combinatorios en la forma de un tridngulo

La n-ésima fila de este tridngulo contiene los coeficientes (3), (711), R (Z) Las condiciones de
borde (17) indican que el primero y el ultimo de esos nimeros son 1. Los nimeros restantes
se determinan por la ecuacién en diferencias (16). Vale decir, para cada 0 < k < n, el k-ésimo
coeficiente de la n-ésima fila del “tridangulo de Pascal” se obtiene sumando los dos coeficientes

inmediatamente superiores a izquierda y derecha. Por ejemplo, (g) =446 =10.

Control de calidad. Una planta de ensamblaje recibe una partida de 50 piezas de precision
que incluye 4 defectuosas. La divisién de control de calidad elige 10 piezas al azar para
controlarlas y rechaza la partida si encuentra 1 o mas defectuosas. ;Cudl es la probabilidad
de que la partida pase la inspecciéon? Hay (?8) formas de elegir la muestra para controlar y
(éllg) de elegir todas las piezas sin defectos. Por lo tanto, la probabilidad es

4 -1 46! 10'40! 40-39-38-
(6)(50) 6! 101400  40-39-38 37:073968““

10/ \10 T 101361 501 50494847

Usando céalculos casi idénticos una compania puede decidir sobre qué cantidad de piezas
defectuosas admite en una partida y disefiar un programa de control con una probabilidad
dada de éxito. O

Ejercicios adicionales

7. Considerar el siguiente juego: el jugador I tira 4 veces una moneda honesta y el jugador
IT lo hace 3 veces. Calcular la la probabilidad de que el jugador I obtenga maés caras que el
jugador II.

3.4. Particiones

Teorema 3.10. Sean r1,...,7r enteros tales que
ri+ro+---+rp=n, r;>0. (18)

El nimero de formas en que una poblacion de n elementos se puede dividir en k partes
ordenadas (particionarse en k subpoblaciones) tales que la primera contenga ri elementos, la
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sequnda ro, etc, es

n!
_ 19
7“1!7“2!--4%! ( )

Los nimeros (19) se llaman coeficientes multinomiales.

Demostracién. Un uso repetido de (14) muestra que el nimero (19) se puede reescribir en

la forma
<n><n—7'1><n—7'1—r2>'”(n—rl—---—rk 2) ( )
1 T2 T3 Tk—1

Por otro lado, para efectuar la particion deseada, tenemos primero que seleccionar r1 elementos
de los n; de los restantes n — r; elementos seleccionamos un segundo grupo de tamano ro,

etc. Después de formar el grupo (k — 1) quedan n —ry —r9 — -+ — 1,1 = 7} elementos, y
esos forman el dltimo grupo. Concluimos que (20) representa el nimero de formas en que se
puede realizar la particion. O

Ejemplo 3.11 (Accidentes). En una semana ocurrieron 7 accidentes. Cuél es la probabilidad
de que en dos dias de esa semana hayan ocurrido dos accidentes cada dia y de que en otros
tres dias hayan ocurrido un accidente cada dia?

Primero particionamos los 7 dias en 3 subpoblaciones: dos dias con dos accidentes en cada
uno, tres dias con un accidente en cada uno y dos dias sin accidentes.. Esa particién en tres
grupos de tamanos 2,3,2 se puede hacer de 7!/(2!3!12!) formas distintas y por cada una de
ellas hay 7!/(2!2!1111110!0!) = 7!/(2!2!) formas diferentes de ubicar los 7 accidentes en los 7
dias. Por lo tanto, el valor de la probabilidad requerido es igual a

7! 71

Ejercicios adicionales

8. ;Cudntas palabras distintas pueden formarse permutando las letras de la palabra “man-
zana” y cuantas permutando las letras de la palabra “aiaiiaiiiaiiii”?

9. Se ubicaran 6 bolas distinguibles en 8 urnas numeradas 1,2, ...,8. Suponiendo que todas
las configuraciones distintas son equiprobables calcular la probabilidad de que resulten tres
urnas ocupadas con una bola cada una y que otra urna contenga las tres bolas restantes.

3.5. Distribucién Hipergeométrica

Muchos problemas combinatorios se pueden reducir a la siguiente forma. En una urna
hay n; bolas rojas y ns bolas negras. Se elige al azar un grupo de r bolas. Se quiere calcular
la probabilidad p; de que en el grupo elegido, haya exactamente k bolas rojas, 0 < k <
min(ny,r).
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Para calcular py, observamos que el grupo elegido debe contener k bolas rojas y r—k negras.
Las rojas pueden elegirse de (T;Cl) formas distintas y la negras de (;fk) formas distintas. Como
cada eleccion de las k bolas rojas debe combinarse con cada eleccion de las r — k negras, se

obtiene
-1
AL n2 ny + ng
- ()2

El sistema de probabilidades obtenido se llama la distribucion hipergeométrica.

3.5.1. Control de calidad.

En control de calidad industrial, se someten a inspeccién lotes de n unidades. Las unidades
defectuosas juegan el rol de las bolas rojas y su cantidad n; es desconocida. Se toma una
muestra de tamano r y se determina la cantidad k de unidades defectuosas. La férmula (21)
permite hacer inferencias sobre la cantidad desconocida ni; se trata de problema tipico de
estimacién estadistica que sera analizado mas adelante. 0

Ejemplo 3.12. Una planta de ensamblaje recibe una partida de 100 piezas de precisién que
incluye exactamente 8 defectuosas. La divisién control de calidad elige 10 piezas al azar para
controlarlas y rechaza la partida si encuentra al menos 2 defectuosas. ;Cudl es la probabilidad
de que la partida pase la inspeccién?

El criterio de decisién adoptado indica que la partida pasa la inspeccién si (y sélo si)
en la muestra no se encuentran piezas defectuosas o si se encuentra exactamente una pieza
defectuosa. Hay (11000) formas de elegir la muestra para controlar, (51)(2)) (g) formas de elegir

muestras sin piezas defectuosas y (992) (?) formas de elegir muestras con exactamente una
pieza defectuosa. En consecuencia la probabilidad de que la partida pase la inspeccion es

(EEI) GO o

Ejemplo 3.13. Una planta de ensamblaje recibe una partida de 100 piezas de precisién que
incluye exactamente k defectuosas. La division control de calidad elige 10 piezas al azar para
controlarlas y rechaza la partida si encuentra al menos 2 defectuosas. ;{Con ese criterio de
decisién, como se comporta la probabilidad p(k) de que la partida pase la inspeccién?.

Una partida pasard la inspeccién si (y sélo si) al extraer una muestra de control la cantidad

de piezas defectuosas encontradas es 0 o 1. Hay (11000) formas de elegir la muestra para con-

O]

trolar. Para cada k =1,...,90 hay (11%0:kk) (]8) formas de elegir muestras sin piezas defectos y
(10%_’“) ('f) formas de elegir muestras con exactamente una pieza defectuosa. En consecuencia

la probabilidad p(k) de que la partida pase la inspeccién es

0= ) 0) (O

Una cuenta sencilla muestra que para todo k = 1,...,90 el cociente % es menor que 1.

Esto significa que a medida que aumenta la cantidad de piezas defectuosas en la partida, la
probabilidad de aceptarla disminuye.
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Figura 1: Gréfico de funcién p(k).

i Cual es la maxima probabilidad de aceptar una partida de 100 que contenga més de
20 piezas defectuosas? Debido a que la funcién p(k) es decreciente, dicha probabilidad es
p(20) ~ 0.3630. O

Ejemplo 3.14. Una planta de ensamblaje recibe un lote de n = 100 piezas de precision, de
las cuales una cantidad desconocida n; son defectuosas. Para controlar el lote se elige una
muestra (sin reposicién) de r = 10 piezas. Examinadas estas, resultan k = 2 defectuosas.
1, Qué se puede decir sobre la cantidad de piezas defectuosas en el lote?

Sabemos que de 10 piezas examinadas 2 son defectuosas y 8 no lo son. Por lo tanto,
2 < ny <92. Esto es todo lo que podemos decir con absoluta certeza. Podria suponerse que
el lote contiene 92 piezas defectuosas. Partiendo de esa hipétesis, llegamos a la conclusion de
que ha ocurrido un evento de probabilidad

() o

En el otro extremo, podria suponerse que el lote contiene exactamente 2 piezas defectuosas,
en ese caso llegamos a la conclusion de que ha ocurrido un evento de probabilidad

DE) -

Las consideraciones anteriores conducen a buscar el valor de n; que maximice la probabilidad

= ()

26



puesto que para ese valor de n; nuestra observaciéon tendria la mayor probabilidad de ocur-
_Pm) - Gimplificando los factoriales,

rir. Para encontrar ese valor consideramos el cociente P=1)
obtenemos
p(n1) B n1(93 — ny)
— = >1
p(ng —1) (n1 —2)(101 — ny)

— n1(93—n1) > (n1 —2)(101 — nq)
<— n1 <202 <= ny; <20.

Esto significa que cuando ny crece la sucesion p(ni) primero crece y después decrece; alcanza
su maximo cuando n; = 20. Suponiendo que n; = 20, la probabilidad de que en una muestra
de 10 piezas extraidas de un lote de 100 se observen 2 defectuosas es:

p(20) = <880> (220) <11000) - ~ 0.318.

Aunque el verdadero valor de nj puede ser mayor o menor que 20, si se supone que n; = 20 se
obtiene un resultado consistente con el sentido comtuin que indicaria que los eventos observables
deben tener “alta probabilidad”.

0.35

0.3 b

0.25 b

0.2 b

0.15 b

0.05f i

0 20 40 60 80 100

Figura 2: Gréfico de funcién p(ny). Observar que argmax{p(ni): 2 <n; <92} =20. O

3.5.2. Estimacion por captura y recaptura.

Para estimar la cantidad n de peces en un lago se puede realizar el siguiente procedimiento.
En el primer paso se capturan n; peces, que luego de marcarlos se los deja en libertad. En el
segundo paso se capturan r peces y se determina la cantidad k£ de peces marcados. La féormula
(21) permite hacer inferencias sobre la cantidad desconocida n.
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Ejemplo 3.15 (Experimentos de captura y recaptura). Se capturan 1000 peces en un lago,
se marcan con manchas rojas y se los deja en libertad. Después de un tiempo se hace una
nueva captura de 1000 peces, y se encuentra que 100 tienen manchas rojas. ; Qué conclusiones
pueden hacerse sobre la cantidad de peces en el lago?

Suponemos que las dos capturas pueden considerarse como muestras aleatorias de la
poblacion total de peces en el lago. También vamos a suponer que la cantidad de peces
en el lago no cambié entre las dos capturas.

Generalizamos el problema admitiendo tamanos muestrales arbitrarios. Sean

= n = el nimero (desconocido) de peces en el lago.

= n; = el niimero de peces en la primera captura. Estos peces juegan el rol de las bolas
rojas.

r = el nimero de peces en la segunda captura.
= k& = el nimero de peces rojos en la segunda captura.
» pr(n) = la probabilidad de que la segunda captura contenga exactamente k peces rojos.

Con este planteo la probabilidad px(n) se obtiene poniendo ny = n — ny en la férmula (21):

no= () (0

En la practica nq,r, y k pueden observarse, pero n es desconocido.

Notar que n es un numero fijo que no depende del azar. Resultaria insensato preguntar
por la probabilidad que n sea mayor que, digamos, 6000.

Sabemos que fueron capturados nq +r — k peces diferentes, y por lo tanto n > ny +r — k.
Esto es todo lo que podemos decir con absoluta certeza. En nuestro ejemplo tenemos n; =
r = 1000 y £ = 100, y podria suponerse que el lago contiene solamente 1900 peces. Sin
embargo, partiendo de esa hipdtesis, llegamos a la conclusion de que ha ocurrido un evento
de probabilidad fantdsticamente pequena. En efecto, si se supone que hay un total de 1900
peces, la féormula (22) muestra que la probabilidad de que las dos muestras de tamano 1000
agoten toda la poblacién es ,

1000\ /900 /1900 ~* B (1000!)?
( 100> <900> (1000> ~100!1900!
La férmula de Stirling muestra que esta probabilidad es del orden de magnitud de 1 ,yen
esta situacién el sentido comiin indica rechazar la hipdtesis como irrazonable. Un razonamiento
similar nos induce a rechazar la hipotesis de que n es muy grande, digamos, un millén.
Las consideraciones anteriores nos conducen a buscar el valor de n que maximice la prob-
abilidad pg(n), puesto que para ese n nuestra observacién tendria la mayor probabilidad de

ocurrir. Para cualquier conjunto de observaciones n1,r, k, el valor de n que maximiza la prob-
abilidad px(n) se denota por 7, v se llama el estimador de mdzima verosimilitud de n. Para

0—430
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encontrar 7, consideramos la proporcion

pr(n) _ (n—ni)(n—r)
pr(n —1) - (n—nl—r+k)n>1

<~ (nm-n)n—r)>n—-—n—r+kn

<— nQ—nnl—nr+nlr>n2—nn1—nr+nk

nir
— n< 7

Esto significa que cuando n crece la sucesién pg(n) primero crece y después decrece; alcanza

su mdximo cuando n es el mayor entero menor que “i-, asi que 7, es aproximadamente

igual a *1*. En nuestro ejemplo particular el estimador de maxima verosimilitud del niimero
de peces en el lago es 7, = 10000.

El verdadero valor de n puede ser mayor o menor, y podemos preguntar por los limites
entre los que resulta razonable esperar que se encuentre n. Para esto testeamos la hipdtesis
que n sea menos que 8500. Sustituimos en (22) n = 8500,n1 = r = 1000, y calculamos la
probabilidad que la segunda muestra contenga 100 o menos peces rojos. Esta probabilidad es
p=mpo+p1+ -+ pioo. Usando una computadora encontramos que p == 0.04. Similarmente,
si n = 12.000, la probabilidad que la segunda muestra contenga 100 o mas peces rojos esta
cerca de 0.03. Esos resultados justificarian la apuesta de que el verdadero niimero n de peces

se encuentra en algin lugar entre 8500 y 12.000.
O

Ejercicios adicionales

10. Un estudiante de ecologia va a una laguna y captura 60 escarabajos de agua, marca cada
uno con un punto de pintura y los deja en libertad. A los pocos dias vuelve y captura otra
muestra de 50, encontrando 12 escarabajos marcados. jCual seria su mejor apuesta sobre el
tamano de la poblacién de escarabajos de agua en la laguna?

4. Mecanica Estadistica

El espacio se divide en una gran cantidad, n, de pequenas regiones llamadas celdas. Se
considera un sistema mecanico compuesto por r particulas que se distribuyen al azar entre
las n celdas. ;{Cudl es la distribucién de las particulas en las celdas? La respuesta depende de
lo que se considere un evento elemental.

1. Estadistica de Maxwell-Boltzmann. Suponemos que todas las particulas son distintas y
que todas las ubicaciones de las particulas son igualmente posibles. Un evento elemental
estd determinado por la r-upla (x1,x2,...,2,), donde x; es el nimero de la celda en la
que cayd la particula i. Puesto que cada x; puede tomar n valores distintos, el niimero
de tales r-uplas es n". La probabilidad de un evento elemental es 1/n".

2. FEstadistica de Bose-Finstein. Las particulas son indistinguibles. De nuevo, todas las
ubicaciones son igualmente posibles. Un evento elemental estd determinado por la n-upla
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(riy...,rn),donde ry +---+r, =7y r; es la cantidad de particulas en la i-ésima celda,
1 <7 < n. La cantidad de tales n-uplas se puede calcular del siguiente modo: a cada
n- upla (r1,72,...,7,) la identificamos con una sucesién de unos y ceros si, ..., Spyn—1
con unos en las posiciones numeradas 71 + 1,71 +ro+2,..., 711 +ro+---+rp_1+n—1
(hay n — 1 de ellas) y ceros en las restantes posiciones. La cantidad de tales sucesiones
es igual al nimero de combinaciones de r +n — 1 cosas tomadas de a n — 1 por vez. La

probabilidad de un evento elemental es 1/ (T:T_ZII)

3. FEstadistica de Fermi-Dirac. En este caso r < n y cada celda contiene a lo sumo una
particula. La cantidad de eventos elementales es (7;) La probabilidad de un evento
elemental es 1/(").

Ejemplo 4.1. Se distribuyen 5 particulas en 10 celdas numeradas 1,2, ..., 10. Calcular, para
cada una de las tres estadisticas, la probabilidad de que las celdas 8, 9 y 10 no tengan particulas
y que la celdas 6 y 7 tengan exactamente una particula cada una.

1. Maxwell-Boltzmann. Las bolas son distinguibles y todas las configuraciones diferentes
son equiprobables. La probabilidad de cada configuracion (z1,...,z5) € {1,...,10}>,
donde z; indica la celda en que se encuentra la particula 4, es 1/10°.

.De qué forma podemos obtener las configuraciones deseadas? Primero elegimos (en
orden) las 2 bolas que van a ocupar la celdas 6 y 7 (hay 5 x 4 formas diferentes de
hacerlo) y luego elegimos entre las celdas 1, 2, 3, 4, 5 las ubicaciones de las 3 bolas
restantes (hay 5% formas diferentes de hacerlo). Por lo tanto, su cantidad es 5 x 4 x 5°
y la probabilidad de observarlas es

5 x4 x5 1 1

= = - = = 0.025.
100 5x 23 40

p

2. Bose-FEinstein. Las particulas son indistinguibles y todas las configuraciones distintas
son equiprobables. La probabilidad de cada configuracién (r1,...,r1g), donde ri +- -+
r10 = b y r; es la cantidad de particulas en la i-ésima celda, es 1/ (194).

Las configuraciones deseadas son de la forma (r1,...,75,1,1,0,0,0), donde ri+- - -+r5 =
3, su cantidad es igual a la cantidad de configuraciones distintas que pueden formarse
usando 3 ceros y 4 unos. Por lo tanto, su cantidad es (g) y la probabilidad de observarlas

es 1
7 /14\' 35
— — 22~ 0.0174....
P (3) < 9 ) 2002

3. Fermi-Dirac. Las particulas son indistinguibles, ninguna celda puede contener més de
una particula y todas las configuraciones distintas son equiprobables. La probabilidad
de cada configuracion es 1/ (150).

Las configuraciones deseadas se obtienen eligiendo tres de las las cinco celdas 1, 2, 3,
4, 5 para ubicar las tres particulas que no estan en las celdas 6 y 7. Por lo tanto, su
cantidad es (g) y la probabilidad de observarlas es

5\ /10\ ' 10
— — ~0.039....
(3) < 5 ) 252
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Ejemplo 4.2. Calcular para cada una de las tres estadisticas mencionadas, la probabilidad
de que una celda determinada (p.ej., la nimero 1) no contenga particula.

En cada uno de los tres casos la cantidad de eventos elementales favorables es igual a
la cantidad de ubicaciones de las particulas en n — 1 celdas. Por lo tanto, designando por
PMB,PBE,PFD las probabilidades del evento especificado para cada una de las estadisticas
(siguiendo el orden de exposicién), tenemos que

n—1)" 1\"
pPMB = (n=1y =<1—>,
_(rtn—=2\(r+n-1 _1_ n—1
PBE = n—2 n—1 - N+4+n—-1’

<n—1> (n)_l r
PFD = =1--—.
r r n

Sir/n=X\yn— oo, entonces

1

- —1- A\
1+ A PrED

Y
pmMB =€ 7, PBE

Si A es pequeno, esas probabilidades coinciden hasta O(\?). El ntimero A caracteriza la “den-
stdad promedio” de las particulas. ]

Ejercicios adicionales

11. Utilizando la estadistica de Maxwell-Boltzmann construir un mecanismo aleatorio para
estimar el ntimero e.

4.1. Algunas distribuciones relacionadas con la estadistica de Maxwell-
Boltzmann

Se distribuyen r particulas en n celdas y cada una de las n” configuraciones tiene proba-
bilidad n~".
4.1.1. Cantidad de particulas por celda: la distribucién binomial

Cantidad de particulas en una celda especifica. Para calcular la probabilidad, pyp(k),
de que una celda especifica contenga exactamente k particulas (k = 0,1,...,r) notamos que
las k particulas pueden elegirse de (l:) formas, y las restantes r — k particulas pueden ubicarse
en las restantes n — 1 celdas de (n — 1)"~* formas. Resulta que

) = ()t =¥

nT‘
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Dicho en palabras, en la estadistica de Maxwell-Boltzmann la probabilidad de que una
celda dada contenga exactamente k particulas estd dada por la distribucién Binomial (7, %)

definida por
r 1 k 1 r—k
= — 1—— <k<r. 2

O]

Cantidad de particulas mas probable en una celda especifica. La cantidad més
probable de particulas en una celda especifica es el entero v tal que

w<ygm. (24)

Para ser mas precisos:

pvB(0) <pup(l) < <pup(v —1) <pupW) >pup(v+1) > > pus(r).
Demostracién. (Ejercicio.) O

4.1.2. Forma limite: la distribucién de Poisson

Forma limite. Sin — ooy r — oo de modo que la cantidad promedio A = r/n de particulas
por celda se mantiene constante, entonces

NG
k!
Dicho en palabras, la forma limite de la estadistica de Maxwell-Boltzmann es la distribucion

de Poisson de media A\ definida por

/\k
A
p(k) = Ha

pup(k) — e

k=0,1,2,... (25)
Demostracion. Primero observamos que:
r l k . l r—k B 7“7‘ l k . l r—k
k) \n n O k(r—k) \n n
1 /1 Frn—1\"" rl 1 1 "
K \n n (r—k)! n

1 1 7! 1\"
T kK (n—DF(r—k) (1_n> ' (26)

Reemplazando en (26) r = An obtenemos:
<Akn) (i)k (1 - rlL>M - R TFOeE <1 - 111>A
- Kl - leﬂ A % (n —1 1)k <A§ﬁ)2>!

a1 1 (An)!
~ e ((n—1)k (An—k)!>' (27)




Para estimar el ultimo factor del lado derecho de (27) utilizamos la férmula de Stirling n! ~

1
V2T aemm:

1 (An)! 1 V2 ()\n))‘”+%e_)‘”
(n— 1)k (An —k)! (n =1k \/or (An — k)On=k)+3 e=(n—k)
1 ()\n)A""'%e_k

(n = 1% (An — k)On—k)+3
_ (=R am MR
N n—1 n —k
-1
O\ Ants
~ Nk (122
e

De (26), (27) y (28) resulta que
(D (;)k(l_:)_k ~ “2’; (29)

4.2. Algunas distribuciones relacionadas con la estadistica de Bose-Einstein

Se distribuyen r particulas indistinguibles en n celdas y cada una de las (r:ﬁzl) configu-
r+n—1)
)

raciones tiene probabilidad 1/("1"]

4.2.1. Cantidad de particulas por celda

Cantidad de particulas en una celda especifica. Para calcular la probabilidad, pgr(k),
de que una celda especifica contenga exactamente k particulas (k = 0,1,...,r) fijamos k de
los r ceros y 1 de los n — 1 unos para representar que hay k particulas en la urna especifica.
La cantidad de configuraciones distintas que pueden formarse con los restantes r — k ceros y
n — 2 unos es (T_k+"_2). Resulta que

pBE(k)_<r—k+n—2><7’+n—1>_1' (30)

n—2 n—1

Cantidad de particulas mas probable en una celda especifica. Cuando n > 2 la
cantidad mds probable de particulas en una celda especifica es 0 o mds precisamente ppgr(0) >

Demostracién. (Ejercicio.) O

33



4.2.2. Forma limite: la distribuciéon de Geométrica
Forma limite. Sin — ooy r — oo de modo que la cantidad promedio A = r/n de particulas

por celda se mantiene constante, entonces

)\k
pae(k) — AT VF

Dicho en palabras, la forma limite de la estadistica de Bose-Einstein es la distribucion ge-
ométrica de pardametro 1%\ definida por

W= (1- 1) 1 ko1
p L 1+A 1+>\7 T Yy g Ay ee e

Demostracion. Primero observamos que:

(r—k+n—2)<r+n—1)1 _ ((—k+n—2)! (n—1)!r!

n—2 n—1

o n=1 ot (r—=k+4+n—2) (31)
=2 (r—k)! (r4+n-1)!
Reemplazando en el lado derecho de (31) r = An obtenemos:
(n—=1! (An)! (Mm—Fk+n-2)! (32)

-2 —k)! (m+n-—1)

Para estimar los factores que intervienen en (32) utilizamos la férmula de Stirling n! ~

V2T e
1
_ )y ltgemnl 1 n—1
En ) i ~ (n—2)e! <1 - )
n

— 2)”_2'%6—”4'2 n—1

~ n—2n~mn, (33)
An+i —xn An -1
(An) 261 ~ (- ket <1 _ k>
(An — k) \htz e—Antk n
~ (A —k)F ~ Xepk, (34)

1
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Ejercicios adicionales

12. Considerando la estadistica de Maxwell-Boltzmann para la distribucion aleatoria de r
particulas en n celdas demostrar que la cantidad de de particulas mas probable en una celda
determinada es la parte entera de %

13. Considerando la estadistica de Bose-Einstein para la distribucién aleatoria de r particulas
(indistinguibles) en n > 2 celdas demostrar que la cantidad de de particulas més probable en
una celda determinada es 0.

4.3. Tiempos de espera

Consideramos una vez mas el experimento conceptual de ubicar aleatoriamente particulas
(distinguibles) en n celdas. Solo que ahora no fijamos la cantidad r de particulas y ubicamos
las particulas una por una hasta que ocurra alguna situacién prescrita. Analizaremos dos
situaciones:

(i) Ubicar particulas hasta que alguna se ubique en una celda ocupada previamente.

(ii) Fijada una celda, ubicar particulas hasta que alguna ocupe la celda.

Situacién (i). Usamos simbolos de la forma (ji, jo,. .., jr) para indicar que la primera, la
segunda,... y la r-ésima particula estan ubicadas en las celdas ji, jo,..., 7, v que el proceso
culmina en el paso r. Esto significa que las j; son enteros entre 1 y n; que las ji, jo, ..., jr—1
son todas diferentes y que j, es igual a una de ellas. Toda configuracion de ese tipo representa
un punto muestral. Los posibles valores de r son 2,3,...,n + 1.

Para un r fijo el conjunto de todos los puntos muestrales (ji,jo2,...,Jr) representa el
evento que el proceso termina en el r-ésimo paso. Los ntmeros ji, jo, . . ., jr—1 pueden elegirse
de (n),—1 formas diferentes; j, podemos elegir uno de los r — 1 nimeros ji, ja,. .., jr—1. Por
lo tanto la probabilidad de que el proceso termine en el r-ésimo paso es

(0)r1(r — 1)

br = o (37)

O

Situacién (ii). Usamos simbolos de la forma (j1, jo, ..., Jr) para indicar que la primera, la

segunda,... y la r-ésima particula estan ubicadas en las celdas ji, jo,...,J, v que el proceso

culmina en el paso r. Las r-uplas (j1, jo, . . . , jr) estan sujetas a la condicién de que los niimeros
J1,72, -+, jr—1 son diferentes de un nimero prescrito a < n,y j, = a.

Para un r fijo el conjunto de todos los puntos muestrales (ji,7j2,...,jr) representa el

evento que el proceso termina en el r-ésimo paso. Los numeros j1, jo, ..., jr-—1 pueden elegirse

de (n —1)"~! formas diferentes; j, debe ser a. Por lo tanto la probabilidad de que el proceso
termine en el r-ésimo paso es

e @

O]
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1. Probabilidad Condicional

1.1. Probabilidad Condicional
Sea (€2, A,P) un espacio de probabilidad.

Definicién 1.1 (Probabilidad condicional). Sea A C © un evento de probabilidad positiva.
Para cada evento B definimos
P(BNA)

P(B|A) := B(A)

(1)
La cantidad definida en (1) se llama la probabilidad condicional de B dado que ocurrid A.

Nota Bene (La probabilidad condicional induce una medida de probabilidad sobre
los eventos aleatorios). Valen las siguientes propiedades:

1. Para cada B € A, P(B|A) > 0;
2. P(QA) = 1;
3. Silos eventos B y C no tienen elementos en comun, entonces

P(B U C|A) = P(B|A) + P(C|A).

4. Para cada sucesién decreciente de eventos By D By D -+ tal que (2, B, = () vale que
lim,, 00 P(B,|A) = 0.

Comparando las propiedades 1-4 con los axiomas I-IV, se concluye que la funcién P(-|A) :
A — R es una medida de probabilidad sobre los eventos aleatorios. Por lo tanto, todos los
resultados generales referidos a la propiedades de P(-) también valen para la probabilidad
condicional P(-|A). O

Ejemplo 1.2. Se lanza un dado equilibrado. Sabiendo que el resultado del dado no superé al
4, cudl es la probabilidad condicional de haber obtenido un 37 Denotando mediante A al
evento “el resultado no supera al 47 y mediante B el evento “el resultado es 3”. Tenemos que
P(A) =4/6,P(B)=1/6 y P(ANB) =P(A) =1/6. Asi

_P(BNA) 1/6 1
PUSIA) = 500 = 76 = 1

lo que intuitivamente tiene sentido (jpor qué?). O

Probabilidad compuesta. De la definicién de la probabilidad condicional del evento B
dado que ocurrié el evento A resulta inmediatamente la siguiente férmula

P(AN B) = P(B|A)P(A). (2)

denominada regla del producto.
El siguiente Teorema generaliza la regla del producto (2) y se obtiene por induccién.



A; N Ay N As N, A

P(Ay) P(A2|Ay) P(A3z]A2 N Ay) P(A,| NP2t A)
Ay Ay As A1 A,

Figura 1: Ilustracién de la regla del producto. El evento N'_; A; tiene asociada una tinica
trayectoria sobre un arbol que describe la historia de un experimento aleatorio realizado por
etapas sucesivas. Las aristas de esta trayectoria corresponden a la ocurrencia sucesiva de los
eventos Ay, As, ..., A, y sobre ellas registramos la correspondiente probabilidad condicional.
El nodo final de la trayectoria corresponde al evento N, A; y su probabilidad se obtiene multi-
plicando las probabilidades condicionales registradas a lo largo de las aristas de la trayectoria:
P(N7_, A;) = P(A;)P(Az| A1 )P(A3| AN Ay) - - (A, NI A;). Notar que cada nodo intermedio
a lo largo de la trayectoria también corresponde a un evento interseccion y su probabilidad se
obtiene multiplicando las probabilidades condicionales registradas desde el inicio de la trayec-
toria hasta llegar al nodo. Por ejemplo, el evento Ay N Ay N Ag corresponde al nodo indicado
en la figura y su probabilidad es P(A; N Az N Az) = P(A1)P(Aa|A1)P(A3]A;1 N As).

Teorema 1.3 (Regla del producto). Suponiendo que todos los eventos condicionantes tienen
probabilidad positiva, tenemos que

P (N As) =P (A NP5 A;) -+ P (As| Ay N Ag) P(Ag] A1)P(Ay). (3)

Ejemplo 1.4. Una urna contiene 5 bolas rojas y 10 bolas negras. Se extraen dos bolas al
azar sin reposicion. ;Cudl es la probabilidad que ambas bolas sean negras?

Sean N7 y Ns los eventos definidos por “la primer bola extraida es negra” y “la sequnda
bola extraida es negra”, respectivamente. Claramente P(N7) = 10/15. Para calcular P(N2|Ny)
observamos que si ocurrié Ny, entonces solo 9 de las 14 bolas restantes en la urna son negras.
Asi P(NQ‘Nl) = 9/14 y

10 9 3
P(Ny N Np) = P(No|N1)P(Ny) = — - — = —.
(N2 N Np) = B(N2| N P(NY) = 2 -7 = &
L]
1.2. Foérmula de probabilidad total
Teorema 1.5 (Férmula de probabilidad total). Sea Aj, Ay, ... una sucesién de eventos dis-
juntos dos a dos tal que |J A, = Q. Para cada B € A vale la siguiente férmula
n>1
P(B) =Y P(B|An)P(A4,), (4)

n>1

denominada férmula de probabilidad total®.

'Rigurosamente, P(B|A,) estd definida cuando P(A,) > 0, por lo cual en la férmula (4) interpretaremos
que P(B|A,)P(Ay,) = 0 cuando P(A,) = 0.



ANB

AN B¢

A°NB

A°n B¢

Figura 2: Ilustracién de la férmula de probabilidad total. Un experimento de dos
etapas binarias y su correspondiente diagrama de drbol. La primera ramificacién (de izquierda
a derecha) se basa en el resultado de la primer etapa del experimento (A o A°) y la segunda
en su resultado final (B o B€). Multiplicando las probabilidades registradas a lo largo de
cada trayectoria se obtiene la probabilidad del evento intersecciéon representado por el nodo

final. Sumando las probabilidades de las trayectorias que corresponden al evento B se obtiene:
P(B) =P(ANB) +P(A°N B) = P(B|A)P(A) + P(B|A¢)P(A°).

Demostracion de la formula de probabilidad total. De la identidad de conjuntos

B=BnQ=Bn|J4.|=JBnA4)

n>1 n>1

y la o-aditividad de la medida de probabilidad P se deduce que
P(B) = > P(BN Ay).
n=1

Si P(A,) =0, P(BNA,) =0 porque BN A, C A,. Si P(4,) > 0, entonces P(BN A4,,) =
P(B|A,)P(Ay). O

Nota Bene: Calculo mediante condicionales. Si se dispone de una coleccién de eventos
Aq, Ag, ... de los cuales uno y solamente uno debe ocurrir, la férmula de probabilidad total
(4) permite calcular la probabilidad de cualquier evento B condicionando a saber cuél de los
eventos A; ocurri6. Mas precisamente, la férmula (4) establece que la probabilidad P(B) es
igual al promedio ponderado de las probabilidades condicionales P(B|A;) donde cada término



se pondera por la probabilidad del evento sobre el que se condicioné. Esta féormula es ttil
debido a que a veces es més fécil evaluar las probabilidades condicionales P(B|A;) que calcular
directamente la probabilidad P(B). O

Ejemplo 1.6 (Experimentos de dos etapas). La primera etapa del experimento produce
una particién Aq, As, ... del espacio muestral €. La segunda etapa produce el evento B. La
formula (4) se utiliza para calcular la probabilidad de B.

Ejemplo 1.7. Una urna contiene 5 bolas rojas y 10 bolas negras. Se extraen dos bolas sin
reposicién. ;Cudl es la probabilidad de que la segunda bola sea negra?

El espacio muestral de este experimento aleatorio se puede representar como las trayecto-
rias a lo largo de un arbol como se muestra en la Figura 3.

ws, 10/42

ws, 10/42

wy, 18/42

Figura 3: Observando el arbol se deduce que la probabilidad de que la segunda bola sea negra
.1 9 _ 2

10 4 2
ess3 - t3 T3
Formalmente, el problema se resuelve mediante la formula de probabilidad total. Sean N;
vy R; los eventos definidos por “la i-ésima bola extraida es negra” y “la i-ésima bola extraida
es roja”, respectivamente (i = 1,2). Vale que
10 5 10 9

P(Ny) = 5 P(R;) = R P(N3|Ry) = o P(No|Ny) = =

Usando la férmula de probabilidad total obtenemos

]P(NQ) = IP(NQ N Rl) + P(NQ N Nl)
P(Na|R1)P(R1) 4 P(N2| N1 )P(N1)
10 1 9 2 - 28 - 2

M3 U3 B 3



1.3. Regla de Bayes

Primera version de la regla de Bayes. Sean Ay B dos eventos de probabilidad positiva.
De la regla del producto (2) y su anédloga P(A N B) = P(A|B)P(B) se obtiene la siguiente
férmula importante

P(A|B) = w, (5)

que contiene lo esencial del Teorema de Bayes.

Ejemplo 1.8. Un test de sangre es 95 % efectivo para detectar una enfermedad cuando una
persona realmente la padece. Sin embargo, el test también produce un “falso positivo” en el
1% de las personas saludables testeadas. Si el 0,5 % de la poblacién padece la enfermedad,
cual es la probabilidad de que una persona tenga la enfermedad si su test resulté positivo?

Sea A el evento definido por “la persona testeada tiene la enfermedad” y sea B el evento
definido por “el resultado de su test es positivo”. La probabilidad que nos interesa es P(A|B)
y se puede calcular de la siguiente manera. Sabemos que

P(A) =0.005,  P(A) = 0.995,

P(BJA) = 0.95, P(BJA) = 0.01,
y usando esa informacién queremos calcular

P(ANB
P(AB) = (P(;) )
El numerador, P(A N B), se puede calcular mediante la regla del producto
P(ANB) = P(B|A)P(A) = (0.95)(0.005)
y el denominador, P(B), se puede calcular usando la férmula de probabilidad total
P(B) = P(B|A)P(A)+ P(BJA°)P(A°) = (0.95)(0.005) + (0.01)(0.995).
Por lo tanto,

P(ANB) P(B|A)P(A) o5
PAIB) = =By = BBIA)P(A) 1 P(B|A9)B(A7) ~ 204 ~ 032

En otras palabras, s6lo el 32 % de aquellas personas cuyo test resulté positivo realmente tienen
la enfermedad. O

Teorema 1.9 (Bayes). Sean Ay, A, ..., eventos disjuntos dos a dos y tales que |J A, = Q.
n>1
Sea B un evento de probabilidad positiva. Entonces,
P(B|A,)P(An)
P(A,|B) = ) n > 1. (6)
" > k>1 P(BlAR)P(Ag)

Si los eventos Aq, Ao, ... se llaman “hipétesis”, la férmula (6) se considera como la proba-
bilidad de ocurrencia de la hipétesis A,, sabiendo que ocurrié el evento B. En tal caso, P(A,,)
es la probabilidad a priori de la hipdtesis A, y la férmula (6) para P(A,|B) se llama la regla
de Bayes para la probabilidad a posteriori de la hipdtesis A,,.




Nota Bene. Advertimos al lector que no trate de memorizar la férmula (6). Mateméatica-
mente, solo se trata de una forma especial de escribir la férmula (5) y de nada més. O

Ejemplo 1.10 (Canal de comunicacién binario). Un canal de comunicacién binario simple
transporta mensajes usando solo dos senales: 0 y 1. Supongamos que en un canal de comu-
nicacién binario dado el 40% de las veces se transmite un 1; que si se transmitié un 0 la
probabilidad de recibirlo correctamente es 0.90; y que si se transmitié un 1 la probabilidad
de recibirlo correctamente es 0.95. Queremos determinar

(a) la probabilidad de recibir un 1;

(b) dado que se recibi6 un 1, la probabilidad de que haya sido transmitido un 1;

Solucién. Consideramos los eventos A=“se transmitic un 1”7 y B="se recibié un 1”. La
informacién dada en el enunciado del problema significa que P(A) = 0.4, P(A°) = 0.6,
P(BJA) = 0.95, P(B|A®) = 0.1, P(B¢|A) = 0.05, P(B‘|A°) = 0.90 y se puede representar
en la forma de un diagrama de arbol tal como se indicé en la seccién 1.2.

P(AN B) = (0.4)(0.95)

BC
P(A N B) = (0.4)(0.05)

P(A°N B) = (0.6)(0.1)

BC
P(A° N B°) = (0.6)(0.9)

Figura 4: Observando el arbol se deduce que la probabilidad de recibir un 1 es P(B) =
(0.4)(0.95) + (0.6)(0.1) = 0.44. También se deduce que la probabilidad de que haya sido
transmitido un 1 dado que se recibié un 1 es P(A|B) = P(BI!P?L)?E;(A) - (0'12_5&95) =0.863... O

Ejercicios adicionales

1. Los dados de Efron. Se trata de cuatro dados A, B, C', D como los que se muestran en
la Figura 5.



A 4 4 4 4 B 3 3 3 3
0 3
6 1

C 2 2 2 2 D 5 5 5 1
6 1

Figura 5: Dados de Efron

Las reglas del juego son las siguientes: juegan dos jugadores, cada jugador elige un dado,
se tiran los dados y gana el que obtiene el nimero mas grande.

(a) Calcular las siguientes probabilidades: que A le gane a B; que B le gane a C; que C' le
gane a D; que D le gane a A.

(b) {Cual es la mejor estrategia para jugar con los dados de Efron?.

(c) Lucas y Monk jugaran con los dados de Efron eligiendo los dados al azar. Calcular las
siguientes probabilidades:

= que Lucas pierda la partida si Monk obtiene un 3,

= que Lucas gane la partida si le toca el dado A.

(d) ;Qué ocurre con el juego cuando los dados se eligen al azar?

(e) {Qué ocurre con el juego si a un jugador se le permite elegir un dado y el otro debe elegir
al azar uno entre los restantes tres?

(f) Lucas y Monk jugaron con los dados de Efron, eligiendo los dados al azar. Lucas gand,
jcudl es la probabilidad de que le haya tocado el dado C'?




2. Independencia estocastica

Definicién 2.1 (Independencia estocédstica). Los eventos Aj, As, ..., A, son mutuamente
independientes si satisfacen las siguientes 2" — n — 1 ecuaciones:
P(Aiy N A, NN A;,) = P(A)P(Ai) - P(A,), (7)

dondem=1,2,....,.n,y1 <11 <ig <...<ipy <n

Nota Bene 1. Para n = 2 el sistema de ecuaciones (7) se reduce a una condicién: dos
eventos A1 y As son independientes si satisfacen la ecuacién

Ejemplo 2.2.

(a) Se extrae un naipe al azar de un mazo de naipes de poker. Por razones de simetria
esperamos que los eventos “corazon y “As” sean independientes. En todo caso, sus proba-
bilidades son 1/4 y 1/13, respectivamente y la probabilidad de su realizacién simultdanea es
1/52.

(b) Se arrojan dos dados. Los eventos “as en el primer dado” y “par en el seqgundo” son
independientes pues la probabilidad de su realizacién simultanea, 3/36 = 1/12, es el producto
de sus probabilidades respectivas: 1/6 y 1/2.

(c) En una permutacién aleatoria de las cuatro letras a, b, ¢, d los eventos “a precede a b”
y “c precede a d” son independientes. Esto es intuitivamente claro y facil de verificar. O

Nota Bene 2. Paran > 2, los eventos Ay, Ao, ..., A, pueden ser independientes de a pares:
P(A; N A;) =P(A;)P(Aj), 1 <i < j <n, pero no ser mutuamente independientes.

Ejemplo 2.3. Sea 2 un conjunto formado por cuatro elementos: wy, ws, ws, wyq; las correspon-
dientes probabilidades elementales son todas iguales a 1/4. Consideramos tres eventos:

Ay = {w1, wa}, Az = {w1, ws}, Az = {w1,ws}-
Es facil ver que los eventos Ay, Ao, A3 son independientes de a pares, pero no son mutuamente
independientes:
P(A;) =P(Ay) =P(A3) =1/2,
P(Al N Ag) = P(Al N Ag) = ]P)(AQ N A3) = 1/4 = (1/2)2,
]P(Al NAsN Ag) = 1/4 #* (1/2)3
O

Independencia y probabilidades condicionales. Para introducir el concepto de inde-
pendencia no utilizamos probabilidades condicionales. Sin embargo, sus aplicaciones dependen
generalmente de las propiedades de ciertas probabilidades condicionales.

Para fijar ideas, supongamos que n = 2 y que las probabilidades de los eventos A; y Ao
son positivas. En tal caso, los eventos A1 y As son independientes si y solamente si

P(Az|A1) = P(A2) y P(A1]Az) = P(Ay).

El siguiente Teorema expresa la relacién general entre el concepto de independencia y las
probabilidades condicionales.
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Teorema 2.4. Sean A, Ag,... A, eventos tales que todas las probabilidades P(A;) son
positivas. Una condicién necesaria y suficiente para la mutua independencia de los eventos

Ay, Ag, ..., A, es la satisfaccion de las ecuaciones
cualesquiera sean 41,19, ...,1,? distintos dos a dos.

Ejercicios adicionales

2. Se tira una moneda honesta n veces. Sea A el evento que se obtenga al menos una cara y sea
B el evento que se obtengan al menos una cara y al menos una ceca. Analizar la independencia
de los eventos A y B.

3. Andrés, Francisco, Jemina e Ignacio fueron amigos en la escuela primaria. Se reencon-
traron en el curso 23 (PyE 61.09) de la FIUBA y se reunieron de a parejas a charlar. Como
resultado de esas charlas, cada pareja renové su amistad con probabilidad 1/2 y no lo hizo
con probabilidad 1/2, independientemente de las demds. Posteriormente, Andrés recibié un
rumor y lo transmitié a todas sus amistades. Suponiendo que cada uno de los que reciba
un rumor lo transmitird a todas sus amistades, cudl es la probabilidad de que Ignacio haya
recibido el rumor transmitido por Andrés?.

3. Modelos discretos

Los espacios muestrales mas simples son aquellos que contienen un nimero finito, n,
de puntos. Si n es pequeno (como en el caso de tirar algunas monedas), es facil visualizar
el espacio. El espacio de distribuciones de cartas de poker es mas complicado. Sin embargo,
podemos imaginar cada punto muestral como una ficha y considerar la coleccién de esas fichas
como representantes del espacio muestral. Un evento A se representa por un determinado
conjunto de fichas, su complemento A¢ por las restantes. De aqui falta s6lo un paso para
imaginar una bol con infinitas fichas o un espacio muestral con una sucesién infinita de
puntos = {wi,ws,ws, ... }.

Definicion 3.1. Un espacio muestral se llama discreto si contiene finitos o infinitos puntos

que pueden ordenarse en una SUcesion wi,ws, . .. .

Sean (2 un conjunto infinito numerable y A la o-algebra de todos los subconjuntos con-
tenidos en 2. Todos los espacios de probabilidad que se pueden construir sobre (£2,.4) se
obtienen de la siguiente manera:

1. Tomamos una sucesién de nimeros no negativos {p(w) : w € 2} tal que

Z p(w) = 1.
we

2. Para cada evento A € A definimos P(A) como la suma de las probabilidades de los
eventos elementales contenidos en A:

P(4) = 3 plw). (10)

wEA
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Nombres. La funcién p : Q — [0,1] que asigna probabilidades a los eventos elementales
w € Q se llama funcion de probabilidad. La funcién P : A — [0, 1] definida en (10) se llama la
medida de probabilidad inducida por p.

Nota Bene 1. De la definicién (10) resultan inmediatamente las siguientes propiedades
(i) Para cada A € A vale que P(A) >0
(ii)) P(Q2) = 1.

(iii) o-aditividad. Si Ay, As, ... es una sucesién de eventos disjuntos dos a dos, entonces
[o¢] e.)
P (U An> => P(An).
n=1 n=1

Nota Bene 2. No se excluye la posibilidad de que un punto tenga probabilidad cero. Esta
convencion parece artificial pero es necesaria para evitar complicaciones. En espacios discretos
probabilidad cero se interpreta como imposibilidad y cualquier punto muestral del que se sabe
que tiene probabilidad cero puede suprimirse impunemente del espacio muestral. Sin embargo,
frecuentemente los valores numeéricos de las probabilidades no se conocen de antemano, y se
requieren complicadas consideraciones para decidir si un determinado punto muestral tiene o
no probabilidad positiva.

Distribucién geométrica

Ejemplo 3.2 (Probabilidad geométrica). Sea p un nimero real tal que 0 < p < 1. Observando
que

0o

1
E :(1 _p)n_l =
n=1 p

se deduce que la funcién p : N — R definida por

p(n) == (1—p)"1p, n=12...

define una funcién de probabilidad en @ = N = {1,2,3,...} que se conoce por el nombre de
distribucion geométrica de pardmetro p. Esta funcion de probabilidades esta intimamente rela-
cionada con la cantidad de veces que debe repetirse un experimento aleatorio para que ocurra
un evento A (prefijado de antemano) cuya probabilidad de ocurrencia en cada experimento
individual es p. O

Ejemplo 3.3. El experimento consiste en lanzar una moneda tantas veces como sea necesario
hasta que salga cara. El resultado del experimento sera la cantidad de lanzamientos necesarios
hasta que se obtenga cara. Los resultados posibles son

Q=1{1,2,3,...}U{cc}.

El simbolo oo estd puesto para representar la posibilidad de que todas las veces que se lanza
la moneda el resultado obtenido es ceca. El primer problema que debemos resolver es asignar
probabilidades a los puntos muestrales. Una forma de resolverlo es la siguiente. Cada vez que se
arroja una moneda los resultados posibles son cara (H) o ceca (1'). Sean p y ¢ la probabilidad

12



de observar cara y ceca, respectivamente, en cada uno de los lanzamientos. Claramente, p y
q deben ser no negativos y
p+q=1

Suponiendo que cada lanzamiento es independiente de los demas, las probabilidades se mul-
tiplican. En otras palabras, la probabilidad de cada secuencia determinada es el producto
obtenido de reemplazar las letras H y T por p vy q, respectivamente. Asi,

P(H) = p; P(TH) = qp; P(TTH) = qqp; P(TTTH) = qqqp.

Puede verse que para cada n € N la secuencia formada por n — 1 letras T seguida de la letra
H debe tener probabilidad ¢"~'p = (1 — p)"~1p.

El argumento anterior sugiere la siguiente asignacién de probabilidades sobre €2: para cada
n € N, p(n), la probabilidad de que la primera vez que se obtiene cara ocurra en el n-ésimo
lanzamiento de la moneda esta dada por

p(n) = (1—p)" 'p.

Como las probabilidades geométricas suman 1 (ver el ejemplo 3.2) al resultado “ceca en todos
los tiros” se le debe asignar probabilidad p(oo) = 0. Como el espacio muestral es discreto no
hay problema en suprimir el punto oo.
Consideremos el evento A = “se necesitan una cantidad par de tiros para obtener la primer
cara” . Entonces,
A={2,4,6,8,...},

y
oo o0 oo 1
P(A) = Y pw) =Y pk)=> ¢ 'p=psd> ¢ =pq <1 — q2>
w€eA k=1 k=1 k=0
_ pq _ 9 _1-p
(1-¢(l+q) 1+q 2-p

0

Ejemplo 3.4. Lucas y Monk juegan a la moneda. Lanzan una moneda equilibrada al aire,
si sale cara, Lucas le gana un peso a Monk; si sale ceca, Monk le gana un peso a Lucas. El
juego termina cuando alguno gana dos veces seguidas.

El espacio muestral asociado a este experimento aleatorio es

Q={HH TT,HTT,THH, HTHH,THTT,...}.

Como podemos tener secuencias de cualquier longitud de caras y cecas alternadas, el espacio
muestral es necesariamente infinito.

El evento A1 = “la moneda fue lanzada como mdximo tres veces” estd dado por todos los
elementos de ) que tienen longitud menor o igual que tres:

Ay = {HH,TT,HTT,THH}

y su probabilidad es

1 1 1 1 3
P(A) = P(HH) + B(TT) + P(HTT) + PTCHH) = |+ + o+ o= 7.
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El evento Ay = “ceca en el primer lanzamiento” estd dado por todos los elementos de 2 que
comienzan con 1"

Ay ={TT,THH,THTT,THTHH,...},
y su probabilidad es

P(Ay) = P(TT)+P(THH)+P(THTT)+P(THTHH) + ---
1 N 1 N 1 N 1 P 1
92 93 94 T 95 9

;Cual es la probabilidad de que el juego termine alguna vez? Si definimos los eventos A,, := “el
juego termina en la n-ésima jugada”, n > 2, tendremos que el evento “el juego termina alguna
vez” es la unién disjunta de los eventos Ay, Ao, ..., y por lo tanto su probabilidad es la suma

de las probabilidades de los eventos A,,. Para cada n > 2 la probabilidad de A, es

2 1
P(An) = 50 = a1

En consecuencia la probabilidad de que el juego termine alguna vez es

1 1
D=2 =1L

n>2 n>1

Distribucién de Poisson

Ejemplo 3.5 (Probabilidad de Poisson). Sea A un nimero real positivo. Observando que

o

A A"
=20
n=0
se deduce que la funcién p : Ny — R definida por
)\n
A _
p(n) =e o n=20,1,2,...

define una funcién de probabilidad en Q@ = Ny = {0, 1,2, ...}, conocida como la distribucion
de Poisson de intensidad . O

4. Modelos continuos

4.1. Puntos al azar sobre un segmento. La distribucién uniforme

Elegir un punto al azar dentro de un segmento de recta de longitud finita es un experi-
mento conceptual intuitivamente claro. Desde el punto de vista tedrico el experimento debe
describirse mediante un espacio de probabilidad (2, A, P).

No se pierde generalidad, si se supone que la longitud del segmento es la unidad y se lo
identifica con el intervalo Q = [0, 1]. La o-dlgebra de eventos A y la medida de probabilidad
P: A — R se construyen por etapas.

14



1. Definimos Ay como la familia de los intervalos contenidos en € de la forma [a, b], [a,b),
(a,b] o (a,b), a < b (notar que Ap no es un algebra) y definimos Py : 49 — R de la
siguiente manera:

Py(A) := longitud(A) = b — a, si los extremos del intervalo A son a y b.

2. La familia A; de todas las uniones finitas de conjuntos disjuntos de Ag es un dlgebra
de eventos y la funcién Py : A7 — R definida por

k k
Pl(A) = Z]P)O(AZ)’ si A= U Ai,
=1 =1

donde Ai,..., Ay € Ay y A; N A; = para toda pareja de indices i # j, es una medida
de probabilidad (pues satisface los axiomas I-IV).

3. El teorema de extensién se ocupa del resto: la medida de probabilidad IP; definida sobre
el dlgebra A; se extiende univocamente a una medida de probabilidad P definida sobre
la o-algebra generada por Aj, A :=o(A1).

Nota Bene. Esta definicién de probabilidad que a cada intervalo A C [0,1] le asigna su
respectiva longitud se llama la distribucion uniforme sobre el intervalo [0, 1] y constituye una
generalizacion de la nocion de equiprobabilidad sobre la que se basa la definicién de Laplace
de la probabilidad para espacios finitos: “casos favorables sobre casos posibles”.

4.2. Geometria y probabilidad

Una construccién completamente andloga a la de la seccién anterior permite describir
tedricamente el experimento conceptual, intuitivamente claro, que consiste en elegir un punto
al azar dentro de una region plana, A C R?, de drea finita y no nula. Para fijar ideas, se puede
imaginar que la regién plana es un blanco sobre el que se arroja un dardo.

Ejemplo 4.1 (Dardos). El juego de dardos consiste en tirar un dardo contra un blanco
circular. Supongamos que disparamos un dardo (que acertamos al blanco) y observamos dénde
se clavé. Naturalmente, los resultados posibles de este experimento son todos los puntos del
blanco. No se pierde generalidad si se supone que el centro del blanco es el origen de R? y
que su radio es 1. En tal caso el espacio muestral de este experimento es

Q={(z,y) e R?: 2%+ 4> < 1}.

Intuitivamente, la probabilidad de acertarle a un punto predeterminado (arbitrario) deberia
ser cero. Sin embargo, la probabilidad de que el dardo se clave en cualquier subconjunto
(“gordo”) A del blanco deberia ser proporcional a su drea y determinarse por la fraccién del
drea del blanco contenida en A. En consecuencia, definimos

4drea de A 4drea de A
P(4) := drea del blanco T '

Por ejemplo, si A = {(z,y) : 22 + 3> < r?} es el evento que el dardo caiga a distancia r < 1
del centro del blanco, entonces

15



“Puntos al azar en regiones planas”. Si hacemos abstraccién de la forma circular del
blanco y de la seméntica involucrada en el juego de dardos, obtenemos un modelo proba-
bilistico para el experimento conceptual que consiste en “sortear” o elegir un punto al azar
en una regién plana A C R? de drea finita y positiva. El espacio muestral es la regién plana,
Q = A, la o-dlgebra de los eventos, A, es la familia de todos los subconjuntos de A a los que
se les puede medir el drea y la probabilidad de cada evento A es la fraccién del area de A
contenida en A. Esto es,
_ rea(A)

P(A) := drea(h)’ (11)
Esta forma de asignar probabilidades es la equivalente para el caso continuo de la férmula
casos favorables sobre casos posibles utilizada en espacios muestrales finitos para modelar
experimentos aleatorios con resultados equiprobables.

Nota Bene. Si en lugar de elegir un punto al azar dentro del segmento [a,b] elegimos
dos puntos de manera independiente, el experimento tendré por resultado un par de niimeros
reales contenidos en [a, b]. El espacio muestral serd el cuadrado de lado [a, b], 2 = [a, b] X [a, b].
En este espacio la asignacién de probabilidades definida en (11) resulta consistente con la
nocién de independencia.

Ejemplo 4.2. Se eligen al azar (y en forma independiente) dos puntos z; y x2 dentro de un
segmento de longitud L. Hallar la probabilidad de que la longitud del segmento limitado por
los puntos x; y x2 resulte menor que L/2.

Nl

o
Nl
h

Figura 6: La regién sombreada corresponde al evento A="“la longitud del segmento limitado
por los puntos z1 y xy resulte menor que L/2”.

El espacio muestral de este experimento es un cuadrado de lado L que puede representarse
en la forma Q = {(z1,22) : 0 <z <L, 0<x; <L}.

El evento A=*“la longitud del segmento limitado por los puntos x1 y x2 resulte menor que
L/2” puede ocurrir de dos maneras distintas:

(1) si 1 < x9, se debe cumplir la desigualdad zo — 21 < L/2;

(2) si 22 < x1, debe cumplirse la desigualdad x; — zo < L/2.
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Observando la Figura 6 estéd claro que el area del evento A se obtiene restando al area del
cuadrado de lado L el area del cuadrado de lado L/2:

L? 3
ireade A =L — — = "L
area de 1 1
Como el area total del espacio muestral es L2, resulta que P(A) = 3/4. [

Ejemplo 4.3 (Las agujas de Buffon). Una aguja de longitud 2/ se arroja sobre un plano
dividido por rectas paralelas. La distancia entre rectas es 2a. Suponiendo que [ < a, cudl es
la probabilidad de que la aguja intersecte alguna de las rectas?

Localizamos la aguja mediante la distancia p de su centro a la recta mas cercana y el
angulo agudo € entre la recta y la aguja: 0 < p < ay 0 <0 < 7/2. El rectdangulo determinado
por esas desigualdades es el espacio muestral €. El evento A = “la aguja interesecta la recta”
ocurre si p < Isend. La probabilidad de A es el cociente del area de la figura determinada
por las tres desigualdades 0 < p <a,0<0 <7/2y p<lsenf y el drea del rectangulo wa/2.

El area de la figura es foﬂ/ 2 sen(f)dd = [. Por lo tanto, la probabilidad de interseccién es

o
- 7ma’

P(A) (12)

La férmula (12) indica un método aleatorio para estimar : arrojar la aguja n veces sobre el
plano y contar n(A) la cantidad de veces que la aguja interesecté alguna recta:

7 =2(l/a)(n/n(A)).

4.3. Paradoja de Bertrand

Se dibuja una cuerda aleatoria C'D sobre el circulo de radio 1. ;Cudl es la probabilidad que
la longitud de la cuerda C'D supere /3, la longitud del lado del trigngulo equilatero inscripto
en dicho circulo?

Este es un ejemplo de un problema planteado de manera incompleta. La pregunta que
debe formularse es la siguiente ;qué significa elegir “aleatoriamente”? Bertrand propuso tres
respuestas diferentes a esa pregunta. Las diferentes respuestas corresponden en realidad a
diferentes modelos probabilisticos, i.e., diferentes espacios de probabilidad concretos (2, A, P).

= Primer modelo. Sea ) la bola de radio 1, Q; = {(z,y) € R? : 22 + 3? < 1}, con la
o-algebra A de los “subconjuntos cuya édrea esta definida”. Para cada A € A,

area(A)  area(A)

drea())  w

P1(4) =

C' y D se construyen del siguiente modo: usando la ley de distribucién P; se sortea un
punto w sobre la bola de radio 1 y CD es perpendicular al segmento Ow cuyos extremos
son (0,0) y w. La longitud de C'D es una funcién de w que llamaremos ¢(w). Queremos
calcular Py (¢(w) > v/3). Notar que

N | =

{(w) > V3 <= longitud(0w) >

Por lo tanto,
mom/4
——=

P1((w) > V3) =

=]
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= Segundo modelo. Sea Qs el circulo de radio 1, Qy = {(z,y) € R? : 22 + y? =1}, con la
o-algebra A de los “subconjuntos cuya longitud estd definida”. Para cada A € A,

_ longitud(A)  longitud(A)

~ longitud(Q)) 27 '

Py(A)

C y D se construyen del siguiente modo: Se fija el punto C; con la ley Py se sortea un
punto w sobre el circulo de radio 1 y se pone D = w. La longitud de C'D es una una
funcién de w que llamaremos #(w). El conjunto {w : £(w)) > v/3} es el segmento del
circulo determinado dos vértices del tridangulo equilatero inscripto en el circulo, a saber:
los del lado opuesto al vértice C'. Por lo tanto,
2n/3 1
Py(l(w) > V3) = —— = —.
S(Uw) > VB) = L0 =
» Tercer modelo. Sea €23 el intervalo [0, 1] con la o-dlgebra A de los “subconjuntos cuya
longitud estd definida”. Para cada A € A,

P3(A) = longitud(A).

C'y D se construyen del siguiente modo: se sortea un punto w sobre el intervalo [0, 1]
del eje x y CD es la cuerda perpendicular al eje x que pasa por w. Es claro que,

(w) > V3 —= we[l/2,1].

Por lo tanto, la tercer respuesta es 1/2.

Nota Bene. Obtuvimos 3 respuestas diferentes: 1/4,1/3 y 1/2. Sin embargo, no hay porque
sorprenderse debido a que los modelos probabilisticos correspondientes a cada respuesta son
diferentes. Cual de los tres es el “bueno” es otro problema. El modelo correcto depende
del mecanismo usado para dibujar la cuerda al azar. Los tres mecanismos anteriores son
puramente intelectuales, y muy probablemente, no corresponden a ningin mecanismo fisico.
Para discriminar entre modelos probabilisticos en competencia se debe recurrir al analisis
estadistico que esencialmente se basa en dos resultados de la Teoria de Probabilidad: la ley
fuerte de los grandes ntimeros y el teorema central del limite. O

4.4. De las masas puntuales a la masa continua

Para concluir estd seccion mostraremos un par de métodos para construir medidas de
probabilidad sobre R™.

Masas puntuales. Tomamos una sucesién de puntos {x1, Xz, ...} en R"” y una sucesién de
nimeros no negativos {p(x1), p(x2),...} tales que

> plxi) =1
i=1

y para cada A C R" definimos P(A) como la suma de las “masas puntuales”, p(x;), de los
puntos x; contenidos en A:



Nota Bene. El método de las masas puntuales puede generalizarse de la siguiente forma:
la suma in se reemplaza por la integral [ dx y las masas puntuales p(x;) por una funcién
p(x) denominada densidad de probabilidades. Esta metodologia es de uso comin en mecanica:
primero se consideran sistemas con masas puntuales discretas donde cada punto tiene masa
finita y después se pasa a la nocién de distribucién de masa continua, donde cada punto tiene
masa cero. En el primer caso, la masa total del sistema se obtiene simplemente sumando
las masas de los puntos individuales; en el segundo caso, las masas se calculan mediante
integracion sobre densidades de masa. Salvo por las herramientas técnicas requeridas, no hay
diferencias esenciales entre ambos casos. O

Definicién 4.4. Una densidad de probabilidades sobre R™ es una funcién (“més o menos
razonable”) no negativa p : R"” — RT tal que

/np(x)dx: 1.

Masa continua. Tomamos una densidad de probabilidades p : R® — RT y para cada
subconjunto A C R™ (“mdas o menos razonable”) y definimos P(A) como la integral de la
densidad p(x) sobre el conjunto A:

Ejemplo 4.5 (Gaussiana). La funcién p : R? — R* definida por

x? +y2>

(2,9) = o
x,y) = —exp | —
pP\x, Yy o P 5

es una densidad de probabilidades sobre R? denominada gaussiana bidimensional. En efecto,

2 2
// 2wp(z,y)dedy = // exp <—x ty > dxdy
R2 R2 2

= 2//]R2 exp (—(2? + y?)) dudy
2

= 2/ (/ e_prdp> df
0 0
2m o0 5
= / (/ e ? 2pd,0) de
0 0

= 2. (13)

Nota Bene. Observando con cuidado las identidades (13) se puede ver que
/ e 2dy = \/2r.
R

Por lo tanto, la funcién ¢ : R — R definida por

es una densidad de probabilidades sobre R. O
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Variables aleatorias: nociones basicas
(Borradores, Curso 23)
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iUN DOG! NO HAY CASO,

EL GEG... LO
GACO YO...
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TAR EL DEGEQC DE GANAR. ESTOY GEGURO...
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LUCAS, QUE YO LEG ENGENA-
RE A GACAR UN GEIS.
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T JDAN! TRANQUILA, MUCHACHA...
ALGUNC TIENE QUE IR...

| BAGTANTE AlGLA-

W | CION CONTRA LOS

COPOS DE LA
MUERTE 7

. el unico héroe vdlido es el héroe “en grupo”,
nunca el héroe individual, el héroe solo.

(Héctor G. Oesterheld)
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1. Variables aleatorias

Sea (2, A,P) un espacio de probabilidad. Una wvariable aleatoria sobre € es una funcién
X : Q — R tal que para todo x € R

{(X <z} ={weQ: X(w)<z}eA,

i.e., para todo = € R el evento {X < z} tiene asignada probabilidad. La funcion de distribu-
cion Fx : R — [0, 1] de la variable aleatoria X se define por

Fx(z):=P(X < z).

Célculo de probabilidades. La funcién de distribucién resume (y contiene) toda la in-
formacion relevante sobre de la variable aleatoria. Para ser mas precisos, para cada pareja de
nimeros reales a < b vale que !

P(a < X <b) = Fx(b) — Fx(a). (1)
O

Ejemplos

Ejemplo 1.1 (Dado equilibrado). Sea X el resultado del lanzamiento de un dado equilibrado.
Los posibles valores de X son 1,2,3,4,5,6. Para cada k € {1,2,3,4,5,6} la probabilidad de
que X tome el valor k es 1/6.

Sea z € R. Si x < 1 es evidente que P(X < z) = 0. Si & < z < k+ 1 para algin
k€ {1,2,3,4,5} la probabilidad del evento {X < z} es la probabilidad de observar un valor
menor o igual que k y en consecuencia, P(X < x) = k/6. Finalmente, si © > 6 es evidente
que P(X <z)=1.

5/6 P —
4/6 PR

3/6 P —

2/6 P —

1/6 [ S—,

Figura 1: Grafico de la funcién de distribucion del resultado de lanzar un dado equilibrado.

Por lo tanto, la funcién de distribucion de X se puede expresar del siguiente modo

6

Fx(x) =) %l{k <z}

k=1
Ul

'Basta observar que {X < a} C {X < b} y usar las propiedades de la probabilidad. De la igualdad
{a < X <b} ={X <b} \{X < a} se deduce que P(a < X <b) =P(X <b) —P(X <a) = Fx(b) — Fx(a).




Ejemplo 1.2 (Fiabilidad). Un problema fundamental de la ingenieria es el problema de la
fiabilidad. Informalmente, la fiabilidad de un sistema se define como su capacidad para cumplir
ciertas funciones prefijadas. Esta propiedad se conserva durante un periodo de tiempo hasta
que ocurre una falla que altera la capacidad de trabajo del sistema. Por ejemplo: rupturas y
cortocircuitos; fracturas, deformaciones y atascamientos de piezas mecdanicas; el fundido o la
combustién de las componentes de un circuito.

Debido a que las fallas pueden ocurrir como hechos casuales, podemos considerar que el
tiempo de funcionamiento, T, hasta la aparicion de la primer falla es una variable aleatoria
a valores no negativos.

La fiabilidad de un sistema se caracteriza por su funcion intensidad de fallas \(t). Esta
funcién temporal tiene la siguiente propiedad: cuando se la multiplica por dt se obtiene la
probabilidad condicional de que el sistema sufra una falla durante el intervalo de tiempo
(t,t + dt] sabiendo que hasta el momento ¢ funcionaba normalmente. Si se conoce la funcién
A(t) se puede hallar la ley de distribucién de probabilidades de T'.

Para calcular la funcién de distribucién de T' estudiaremos dos eventos: A := {T" > ¢} (el
sistema funciona hasta el momento t) y B := {t <T <t + dt} (el sistema sufre una falla en
el intervalo de tiempo (¢,¢ + dt]). Como B C A, tenemos que P(B) =P(B N A) y de la regla
del producto se deduce que

P(B) = P(B|A)P(A). (2)

Si la funcion de distribucion de T" admite derivada continua, salvo términos de segundo orden
que se pueden despreciar, la probabilidad del evento B se puede expresar en la forma

P(B)=P(t<T <t+dt) = Fr(t+dt) — Fr(t) = Fp(t)dt. (3)
La probabilidad del evento A se puede expresar en la forma
PA) =P(T>t)=1-P(T <t)=1- Fp(t). (4)

Finalmente, la probabilidad condicional P(B|A) se expresa mediante la funcién intensidad de
fallas A(t):

P(B|A) = A(t)dt (5)

Sustituyendo las expresiones (3)-(5) en la férmula (2) obtenemos, después de dividir ambos
miembros por dt, una ecuacién diferencial de primer orden para Fp(t)

Fr(t) = A(t)(1 = Pr(t)). (6)

Debido a que la duracién del servicio del sistema no puede ser negativa, el evento {T" < 0} es
imposible. En consecuencia, Frr(0) = 0. Integrando la ecuacién diferencial (6) con la condicién
inicial F(0) = 0, obtenemos 2

Fr(t) = 1— exp (- /0 t A(s)ds) . (1)

2

Fp(t) = A¢)(1 — Fr(t)) <= % = A(t) < %log(l — Fr(t)) = —A(t)

— log(l1—Fr(t) = f/ot A(s)ds + C <= Fr(t) =1—exp <f /Ot)\(s)ds + C’) .

Usando que Fr(0) = 0 se deduce que C = 0.



Nota Bene. El desarrollo anterior presupone que la funcién intensidad de fallas A(t) verifica
las siguientes condiciones: (1) A(t) > 0 para todo t > 0y (2) [;° A(t)dt = +oc. O

Ejemplo 1.3 (Fiabilidad). Se estipula que la duracién de servicio de un sistema automético
debe ser ty. Si durante ese periodo el sistema falla, se lo repara y se lo utiliza hasta que sirva
el plazo estipulado. Sea S el tiempo de funcionamiento del sistema después de la primera
reparacion. Queremos hallar la funcién de distribucién de S.

En primer lugar observamos que la relacién entre la variable aleatoria S y el instante T’
en que ocurre la primera falla del sistema es la siguiente

to—T SiTSto,

S:méx(to—TaO):{ 0 si T > tp.

Sea Fg(s) la funcién de distribucién de la variable S. Es claro que para s < 0, Fg(s) =0y
que para s > tg, Fg(s) = 1. Lo que falta hacer es analizar el comportamiento de Fg sobre el
intervalo 0 < s < tg. Sea s € [0, tg)

Fs(s) = P(S<s)=Pmax(to —7,0) <s)=P(tg —T <s,0<5)
= Plto—T <s)=P(to—s<T)=-exp (—/0 o /\(t)dt> ,

donde A(t) es la funcién intensidad de fallas del sistema.

exp (— foto /\(t)dt>

Figura 2: Grafico de la funciéon de distribucion de la variable aleatoria .S.

Por lo tanto,

Fs(s) = exp <— /Oto—s A(t)dt) 1{0 < s<to} +1{s>tp}.

Ejercicios adicionales

1. Sea X una variable aleatoria con funcién de distribucién Fy(z). Mostrar que para cada
pareja de numeros reales a < b vale que:

Pla<X <b) = Fx(b)— Fx(a)+P(X = a) (8)
Pla<X <b) = Fx(b)—P(X =b)— Fx(a)+P(X =a) (9)
Pla< X <b) = Fx(b)—P(X =b)— Fx(a) (10)



Notar que las férmulas (8)-(10), junto con (1), muestran como calcular la probabilidad de
que la variable aleatoria X tome valores en un intervalo de extremos a y b y contienen una
advertencia sobre la acumulacién de masa positiva en alguno de los dos extremos.

1.1. Propiedades de la funcion de distribucion

Lema 1.4. Sea X : Q — R una variable aleatoria. La funcién de distribucién de X, Fx(z) =
P(X < x), tiene las siguientes propiedades:

(F1) es no decreciente: si 1 < o, entonces Fx(x1) < Fx(x2);

(F2) es continua a derecha: para todo xg € R vale que hlm Fx(x) = Fx(x0);
x|xo

(F3) lim Fx(z)=0y lim Fx(z)=1.
Tr—00

r——00

Demostracion.

La propiedad (F1) se deduce de la férmula (1).

La propiedad (F2) es consecuencia del axioma de continuidad de la medida de probabilidad
P. Se considera una sucesion decreciente de nimeros positivos que converge a 0, €1 > €3 >
... > 0, arbitraria, pero fija y se definen eventos A, = {xg < X < x9+ €,}. Se observa que
A1 DA D - y (w A, = 0:

neN
0 = lim P(4,) = lim P(xzog < X <z0+€,) = lim F(zg+€,) — F(xo).
n— oo n—o0 n—oo
Por lo tanto,
F(zg) = lim F(zo + €,).
n—oo
Las propiedades (F3) se demuestran de manera similar. O

Observacién 1.5. Si se define

Fx(zy) := lim Fx(x),
zTxo
entonces F'x () = P(X < ). Por lo tanto, P(X = ) = Fx(z09) — Fx(zy ). En particular,
si Fix(x) es continua en xg, entonces P(X = zg) = 0. Si P(X = xy) > 0, entonces Fx(z) es
discontinua en xg y su discontinuidad es un salto de altura P(X = () > 0.

Ejercicios adicionales

2. Sea (£2,.A,P) un espacio de probabilidad y X : Q — R una variable aleatoria con funcién
de distribucién Fx(z).

(a) Mostrar que
lim Fx(z)=10 y lim Fx(z)=1.

r——00 r—00



(Sugerencia. Considerar sucesiones de eventos B,, = {X < —n}y C, ={X <n},ne N,y
utilizar el axioma de continuidad de la medida de probabilidad P.)

(b) Mostrar que

lim Fx(z) =P(X < xo).

zTxo
(Sugerencia. Observar que si x T zp, entonces {X < x} T {X < x¢} y utilizar el axioma de
continuidad de la medida de probabilidad P.)

1.2. Clasificacion de variables aleatorias

En todo lo que sigue, X designa una variable aleatoria definida sobre un espacio de
probabilidad (2, A,P) y Fx(z) :=P(X < x) su funcién de distribucién.

Nota Bene. Al observar el grafico de una funcién de distribucién lo primero que llama la
atencion son sus saltos y sus escalones.

Atomos. Diremos que a € R es un dtomo de Fx(x) si su peso es positivo: P(X = a) =
Fx(a) — Fx(a—) > 0.

El conjunto de todos los dtomos de Fx(z): A ={a € R: Fx(a) — Fx(a—) > 0}, coincide
con el conjunto de todos los puntos de discontinuidad de Fx(z). El peso de cada dtomo
coincide con la longitud del salto dado por la funcién de distribucién en dicho dtomo. En
consecuencia, existen a lo sumo un atomo de probabilidad > %, a lo sumo dos atomos de
probabilidad > %, etcétera. Por lo tanto, es posible reordenar los dtomos en una sucesiéon
ay,ag, ... tal que P(X = a1) > P(X = ag) > ---. En otras palabras, existen a lo sumo
numerables datomos.

La propiedad de o-aditividad de la medida de probabilidad P implica que el peso total

del conjunto A no puede exceder la unidad: ) ., P(X =a) < 1.

Definicién 1.6 (Variables discretas). Diremos que X es una variable aleatoria discreta si

Y P(X=a)=1.

achA

En tal caso, la funcién px : A — R definida por px(z) = P(X = z) se denomina la funcion
de probabilidad de X.

Escalones. Sea X una variable aleatoria discreta. Si a1 < as son dos atomos consecutivos,
entonces Fx(x) = Fx(a1) para todo x € (a1, a2). En otras palabras, la funcion de distribucion
de una variable aleatoria discreta debe ser constante entre saltos consecutivos.

Si no lo fuera, deberfan existir dos nimeros z7 < x2 contenidos en el intervalo (aj,as)
tales que Fx(z1) < Fx(x2). En tal caso,

P(X €AU(z1,72])) = P(X€A)+P(11 <X <) =) P(X =a)+ Fx(2) — Fx(z1)
a€h
= 1+ Fx(x9) — Fx(x1) > 1.

lo que constituye un absurdo. O



Definicién 1.7 (Variables continuas). Diremos que X es una variable aleatoria continua si
su funcién de distribucién es continua.

Definicién 1.8 (Variables mixtas). Diremos que X es una variable aleatoria mizta si no es
continua ni discreta.

Definicién 1.9 (Variables absolutamente continuas). Diremos que X es absolutamente con-
tinua si existe una funcién (medible) fx : R — RT, llamada densidad de X, tal que cua-
lesquiera sean —oo < a < b < oo vale que

Pla< X <b) = /b fx(x)dz. (11)

En particular, para cada z € R, vale que
Fx(z)=P(X <z)= / fx(t)dt. (12)

Nota Bene. Notar que de (12) se deduce que

/Z fx(z)dr = 1.

Aplicando en (12) el teorema Fundamental del Célculo Integral, se obtiene que si X es abso-
lutamente continua, Fx(x) es una funcién continua para todo z, y su derivada es fx(z) en
todos los x donde fx es continua.

Como la expresién “absolutamente continua” es demasiado larga, se suele hablar simple-
mente de “distribuciones continuas”. Sin embargo, hay que tener en cuenta que el hecho de
que F'x sea una funcion continua, no implica que la distribucion de X sea absolutamente con-
tinua: hay funciones monoétonas y continuas, que sin embargo no son la primitiva de ninguna
funcién. (Para més detalles consultar el ejemplo sobre distribuciones tipo Cantor que estd en
Feller Vol II, p.35-36). O

Interpretacién intuitiva de la densidad de probabilidad. Sea X una variable aleatoria
absolutamente continua con funcién densidad fx(x) continua. Para cada € > 0 pequeno y
para x € R vale que

z+e/2
IP(ar—e/2<X§:c+e/2)—/ fx(t)dt = fx(x)e.
x—e€/2
Dicho en palabras, la probabilidad de que el valor de X se encuentre en un intervalo de
longitud € centrado en x es aproximadamente fx(x)e. Ol
Ejemplos

Ejemplo 1.10. El resultado, X, del lanzamiento de un dado equilibrado (ver Ejemplo 1.1) es
una variable aleatoria discreta. Esto resulta evidente de observar que el gréafico de la funcion
de distribucién de X (ver Figura 1) que tiene la forma de una escalera con saltos de altura
1/6 en los puntos 1,2, 3,4,5,6. Dicho en otras palabras, toda la masa de la variable aleatoria
X estd concentrada en el conjunto de los dtomos de Fy, A ={1,2,3,4,5,6}. O



Ejemplo 1.11 (Numeros al azar). El resultado de “sortear” un numero al azar sobre el
intervalo (0,1) es una variable aleatoria absolutamente continua. La probabilidad del evento
U < u es igual a la longitud del intervalo (—oo,u] N (0, 1).

Notar que cuando u < 0 el intervalo (—oo,u] N (0, 1) se reduce al conjunto vacio que por
definicién tiene longitud 0. Por otra parte, para cualquier u € (0,1) se tiene que (—oo,u| N
(0,1) = (0,u) y en consecuencia P(U < u) = u; mientras que si u > 1, (—oo,u]N(0,1) = (0, 1)
de donde sigue que P(U < u) = 1. Por lo tanto, la funcién de distribucién de U es

Fyu) =ul{0 <u<1}+ 1{u>1}.

Figura 3: Grafico de la funcién de distribucion del resultado de “sortear” un ntmero al azar.

Derivando, respecto de u, la funcién de distribucién Fyy(u) se obtiene una funcién densidad
para U:
fu(u) =1{0 < u < 1}.

O]

Nota Bene. Sortear un numero al azar sobre el intervalo (0,1) es un caso particular de
una familia de variables aleatorias denominadas uniformes. Una variable aleatoria X, definida
sobre un espacio de probabilidad (€2, .4, P), se denomina uniformemente distribuida sobre el
intervalo (a,b), donde a < b, si X es absolutamente continua y admite una funcién densidad
de la forma

1
En tal caso escribiremos X ~ U(a, b). O
Comentario. En la Seccién 1.4 mostraremos que todas las variables aleatorias se pueden
construir utilizando variables aleatorias uniformemente distribuidas sobre el intervalo (0, 1).

Ejemplo 1.12. El tiempo, 7', de funcionamiento hasta la aparicion de la primera falla para
un sistema con funcién intensidad de fallas continua A(t) (ver Ejemplo 1.2) es una variable
aleatoria absolutamente continua que admite una densidad de la forma

Frlt) = \(t) exp <— /Ot)\(s)ds> 1{t > 0. (13)



Nota Bene: algunos casos particulares del Ejemplo 1.12. El comportamiento de la
densidad (13) depende de la forma particular de la funcién intensidad de fallas A(¢). En lo
que sigue mostraremos algunos casos particulares.

» Ezponencial de intensidad A. Se obtiene poniendo A(t) = A\1{t > 0}, donde X es una
constante positiva, arbitraria pero fija.

fr(t) = Nexp (=At) 1{t > 0}. (14)

= Weibull de pardmetros c y a. Se obtiene poniendo A(t) = < (é)c_l 1{t > 0}, donde
¢> 0y a>0.En este caso, la densidad (13) adopta la forma

o) = £ (2)? (-(%)): (15)

1.6
1.4t S 1

1.2} 1

Figura 4: Graficos de las densidades Weibull de parametro de escala o« = 1 y parametro de
forma: ¢ = 1,2,4: en linea sélida ¢ = 1; en linea quebrada ¢ = 2 y en linea punteada ¢ = 4.

Notar que la exponencial de intensidad A es un caso especial de la Weibull puesto que (14) se
obtiene de (15) poniendo ¢ =1y a = A~1. O

Ejemplo 1.13. La variable aleatoria, S, considerada en el Ejemplo 1.3 es una variable aleato-
ria mixta (ver Figura 2) porque no es discreta ni continua. Tiene un tnico dtomo en s =0y

SU peso es exp (— tho A(a;)d:c). O
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1.3. Cuantiles

Definicién 1.14. Sea a € (0,1). Un cuantil-a de X es cualquier nimero xo € R tal que
P(X <z4) < Yy a<P(X <uz,). (16)

Observaciéon 1.15. Notar que las desigualdades que caracterizan a los cuantiles-a se pueden
reescribir de la siguiente manera

Fx(zq) —P(X =24) <« y a < Fx(zq). (17)
Por lo tanto, si Fx(z) es continua, xo es un cuantil o si y sélo si

FX(xa) = Q. (18)

Interpretacion “geométrica” del cuantil-a. Si X es una variable aleatoria absoluta-
mente continua con funcién de densidad fx(x) el cuantil-a de X es la tnica solucién de la
ecuacion

/_OO Fx(@)da = a.

Esto significa que el cuantil-a de X es el inico punto sobre el eje de las abscisas a cuya
izquierda el drea bajo la funcién de densidad fx(z) es igual a a.

Nota Bene. Sea x € R. Las desigualdades (17) significan que = es un cuantil-a si y sélo si
o € [F(z) - P(X = ), F(x)]

Nota Bene. El cuantil-a siempre existe. Sea o € (0, 1), la existencia del cuantil « se deduce
analizando el conjunto R = {z € R: a < Fx(x)}.

1. RS es no vacio porque lim Fx(z) = 1.
T— 00
2. R$ es acotado inferiormente porque lim Fyx(x) = 0.
Tr——00

3. Si zg € RS, entonces [zg, +00) C RS porque Fx(z) es no decreciente.

4. inf R§ € R porque existe una sucesién {x, : n € N} C R tal que z,, | inf RS y
Fx(x) es una funcién continua a derecha:

a < lim Fx(x,) = Fx ( lim xn> = Fx (inf R%) .

n—o0 n—00
De las propiedades anteriores se deduce que

S = [inf RS, 4+00) = [min RS, +00) .
Hay dos casos posibles: (a) Fx(min R§) = o o (b) Fx(min R§) > a.

(a) Si Fx(min RS ) = «, entonces P(X < min R§) = a —P(X = min RS) < a.
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(b) Si Fx(min RS ) > «, entonces
P(X <z) <« Vo < min R% (19)

porque sino existe un z < min R tal que o < P(X < z) < Fx(z) y por lo tanto,
x € RS lo que constituye un absurdo.

De (19) se deduce que P(X < minR§) = lim  Fx(z) < o

x]min RS
En cualquiera de los dos casos
zo =min{r e R: Fx(z) > a} (20)

es un cuantil-ov. [

Nota Bene. Si Fx es discontinua, (18) no tiene siempre solucién; y por eso es mejor tomar
(16) como definicién. Si Fx es estrictamente creciente, los cuantiles son tnicos. Pero si no,
los valores que satisfacen (18) forman un intervalo.

Cuartiles y mediana. Los cuantiles correspondientes a a = 0.25,0.50 y 0.75 son respecti-
vamente el primer, el segundo y tercer cuartil. El segundo cuartil es la mediana.

Ejemplos

Ejemplo 1.16. En el Ejemplo 1.1 hemos visto que la funcién de distribucion del resultado
del lanzamiento de un dado equilibrado es una escalera con saltos de altura 1/6 en los puntos

1,2,3,4,5,6:
5

Fx(z) 2231{i§x<i+1}+1{6§x}.
prll
Como la imagen de Fx es el conjunto {0,1/6,2/6,3/6,4/6,5/6,1} la ecuacién (18) solo tiene
solucién para o € {1/6,2/6,3/6,4/6,5/6}. Mas ain, para cada ¢ =1,...,5

Fyx(z) =~ < z€li,i+1).

6
En otras palabras, para cada i = 1,...,5 los cuantiles-i/6 de X son el intervalo [i,7 + 1). En
particular, “la” mediana de X es cualquier punto del intervalo [3,4).
Para cada o € (%, %), 1=1,...,6, el cuantil o de X es z, = 1. O

Ejemplo 1.17. Sea T el tiempo de funcionamiento hasta la aparicion de la primera falla para
un sistema con funcién intensidad de fallas A(t) = 2¢t1{t > 0} (ver Ejemplo 1.2). La funcién
de distribucién de T es

Fr(t) = <1 —exp (— /Ot 25d5>) 1{t > 0} = (1 —exp (—t?)) 1{t > 0}. (21)

Como Fr(t) es continua los cuantiles-cr, a € (0,1), se obtienen resolviendo la ecuacién (18):

Prt)=a <+ l-exp(—t’)=a + t=+/—log(l—a).

Por lo tanto, para cada o € (0,1) el cuantil-«v de T es

toa =/ —log(l — a). (22)

En particular, la mediana de T es tp5 = /— log(1 — 0.5) ~ 0.8325. O
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Ejemplo 1.18. Se considera un sistema con funcién intensidad de fallas A(t) = 2¢1{¢ > 0}.
El sistema debe prestar servicios durante 1 hora. Si durante ese periodo el sistema falla, se lo
repara y se lo vuelve a utiliza hasta que cumpla con el el plazo estipulado. Sea S el tiempo
de funcionamiento (medido en horas) del sistema después de la primera reparacion.

En el Ejemplo 1.3 vimos que la funcién de distribucién de S es

Fs(s) = exp <— /1_8 2tdt> 1{0<s<1}+1{s>1}
0
= exp(—(1-5)?)1{0<s <1} +1{s>1},

y que S es una variable aleatoria mixta (ver Figura 2) con un dnico dtomo en s = 0 cuyo
peso es e~ L. En consecuencia, s = 0 es un cuantil-a de S para todo a € (0, 6_1]. Restringida
al intervalo (0,1) la funcién Fg(s) es continua y su imagen es el intervalo (e~!,1). Por ende,
para cada o € (1, 1) el cuantil-a de S se obtiene resolviendo la ecuacién Fys(s) = o

Fs(s)=a <= exp(—(1— 5)?) =a <= —(1-3)* =log(a)
— (1-s)?=—-log(a) < |1—s|=+/—1log(a)
— 1-s=+/—log(a) <= 1—+/—log(a)=s.
Por lo tanto, para cada a € (e~!,1) el cuantil-a de S es
sa=1—/~log(a).

En particular, la mediana de S es sgp5 =1 — y/—1log(0.5) ~ 0.1674. O

1.4. Construccién de variables aleatorias
Teorema 1.19 (Simulacién). Sea F': R — [0, 1] una funcién con las siguientes propiedades
(F1) es no decreciente: si 1 < xo, entonces F(x1) < F(x2);

(F2) es continua a derecha: para todo xg € R vale que hlm F(z) = F(x9);
x|xo

(F3) lim F(x)=0y lim F(z)=1.

Tr——00 r—00

Existe una variable aleatoria X tal que F(z) =P(X < x).

Esquema de la demostracion.
1) Definir la inversa generalizada de F' mediante

Fl(u) :=min{z € R: u < F(z)}, u e (0,1).
2°) Definir X mediante
X :=FYU), donde U ~U(0,1).

3%) Observar que vale la equivalencia (inmediata) F~!(u) < # < u < F(z) y deducir que
P(X <z)=PFYU)<x2)=PU < F(z)) = F(x). O

Observaciéon 1.20. Si la funcién F' del enunciado del Teorema 1.19 es continua, la inversa
generalizada es simplemente la inversa. O
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Nota Bene. El esquema de la demostracién del Teorema 1.19 muestra como se construye
una variable aleatoria X con funcion de distribucion Fx (x). La construccion es clave para sim-
ular variables aleatorias en una computadora: algoritmos estandar generan variables aleatorias
U con distribucién uniforme sobre el intervalo (0, 1), aplicando la inversa generalizada de la
funcién de distribucién se obtiene la variable aleatoria F'y Y(U) cuya funcién de distribucién
es Fx(z). O

Método grafico para calcular inversas generalizadas. Sea u € (0,1), por definicién,
F~Y(u) :=min{z € R: u < F(z)}, 0 < u < 1. Graficamente esto significa que para calcular
F~Y(u) hay que determinar el conjunto de todos los puntos del grafico de F(x) que estan
sobre o por encima de la recta horizontal de altura u y proyectarlo sobre el eje de las abscisas.
El resultado de la proyecciéon es una semi-recta sobre el eje de las abscisas y el valor de la
abscisa que la cierra por izquierda es el valor de F~!(u). O

Ejemplo 1.21 (Moneda cargada). Se quiere simular el lanzamiento de una moneda “cargada”

con probabilidad p € (0,1) de salir cara. El problema se resuelve construyendo una variable
aleatoria X a valores {0,1} tal que P(X =1) =py P(X =0) =1 —p, (X = 1 representa el
evento “la moneda sale cara” y X = 0 “la moneda sale ceca”). La funcién de distribucién de
X debe ser F(z) = (1 —p)1{0 <2 <1} +1{z > 1} y su grafico se muestra en la Figura 5.

u

1 P

Y

Figura 5: Gréfico de la funcién F(z) = (1 —p)1{0 <z < 1} + 1{z > 1}.

La demostracién del Teorema 1.19 indica que para construir la variable aleatoria X lo
primero que hay que hacer es determinar la expresién de la inversa generalizada de F'(x).
Para ello usaremos el método grafico.

En la Figura 5 se puede ver que para cada 0 < u <1 —p el conjunto {z € R: u < F(z)}
es la semi-recta [0,00) y el punto que la cierra por izquierda es z = 0. En consecuencia
F~Yu) = 0 para todo 0 < u < 1 — p. Del mismo modo se puede ver que F~!(u) = 1 para
todo 1 — p < u < 1. Por lo tanto, F~1(u) = 1{1 —p <u < 1}.

Definiendo X := 1{1 —p < U < 1}, donde U ~ U(0,1) se obtiene la variable aleatoria
deseada.

Ejemplo 1.22 (Moneda cargada). Simular diez lanzamientos de una moneda “cargada” con
probabilidad 0.6 de salir cara en cada lanzamiento.

De acuerdo con el resultado obtenido en el Ejemplo 1.21, para simular el lanzamiento
de una moneda cargada con probabilidad 0.6 de salir cara se construye la variable aleatoria
X :=1{04 < U < 1}, donde U ~ U(0,1).

14



Para simular 10 valores de X se simulan 10 valores de U. Si en 10 simulaciones de U
se obtuviesen los valores 0.578, 0.295, 0.885, 0.726, 0.548, 0.048, 0.474, 0.722, 0.786, 0.598,
los valores de la variable X serian 1,0,1,1,1,0,1,1,1,1, respectivamente, y en tal caso, los
resultados de los 10 lanzamientos de la moneda serian H,T, H, H, H,T, H, H, H, H. Ol

Ejemplo 1.23 (Fiabilidad). Se considera un sistema electrénico con funcion intensidad de
fallas de la forma A\(t) = 2t1{t > 0}. Se quiere estimar la funcion de probabilidad de la
cantidad de fallas ocurridas durante la primer unidad de tiempo de funcionamiento.

Para simplificar el problema vamos a suponer que cada vez que se produce una falla, el
sistema se repara instantdneamente renovandose sus condiciones iniciales de funcionamien-
to. Segin el Ejemplo 1.2, la funcién de distribucion del tiempo de funcionamiento hasta la
aparicion de la primer falla es

F(t) = (1 —exp (—t*)) 1{t > 0}. (23)

Debido a que la funcién de distribucién F(t) es continua, su inversa generalizada es simple-
mente su inversa y se obtiene despejando ¢ de la ecuacién 1 —exp (—t2) = u. En consecuencia,

F~Y(u) = \/—log(1 — u), u € (0,1). Para construir la variable 7' usamos un niimero aleatorio
U, uniformemente distribuido sobre el intervalo (0,1) y definimos

T:=F 1 U)=+/—log(1 -U). (24)

La ventaja de la construccién es que puede implementarse casi de inmediato en una computa-
dora. Por ejemplo, una rutina en Octave para simular T es la siguiente

U=rand;
T=sqrt(-log(l-rand))

Sobre la base de esa rutina podemos simular valores de T'. Por ejemplo, en diez simulaciones
de T obtuvimos los valores siguientes: 0.3577, 1.7233, 1.1623, 0.3988, 1.4417, 0.3052, 1.1532,
0.3875, 0.8493, 0.9888.

Figura 6: Simulacién de los tiempos de ocurrencia de las fallas de un sistema electrénico con
funcién intensidad de fallas de la forma A(t) = 2t1{t > 0}. Las fallas ocurren los instantes
0.3577,2.0811,3.2434, 3.6422, 5.0839, 5.3892, 6.5423, 6.9298, 7.7791, 8.7679.

La rutina puede utilizarse para simular cien mil realizaciones del experimento que consiste
en observar la cantidad de fallas durante la primer unidad de tiempo de funcionamiento
del sistema electrénico bajo consideracién: N[0,1] := min{n >1:>"",T; > 1} — 1, donde
T1,T5, ... son realizaciones independientes de los tiempos de funcionamiento del sistema hasta
la ocurrencia de una falla.

Por ejemplo, repitiendo la simulaciéon 100000 veces obtuvimos la siguiente tabla que con-
tiene la cantidad de veces que fué simulado cada valor de la variable N[0, 1]:

valor simulado‘ 0 1 2 3 4
frecuencia | 36995 51792 10438 743 32

(25)
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obteniéndose las siguientes estimaciones

P(N[0,1] = 0) =~ 0.36995, P(N]0,1] =1)~ 0.51792, P(N[0,1] =2) =~ 0.10438,
P(N[0,1] = 3) ~ 0.00743, P(N]0,1] =4) ~ 0.00032.
Para finalizar este ejemplo, presentamos una rutina en Octave que simula cien mil veces

la cantidad de fallas en la primer unidad de tiempo y que al final produce los resultados para
construir una tabla similar a la tabla (25).

for i=1:100000

n=-1;
S=0;
while S<=1;
T=sqrt(-log(l-rand));
S=S+T;
n=n+1;
end
f(i)=n;
end
M=max (f) ;
for i=1:M+1;
N(i)=length(find(f==i-1));
end
N

Ejemplo 1.24 (Saltando, saltando, sa, sa, sa, saltando,... @ ). La funcién

Fa) =Y 2%1{:); > ks (26)

n=1

donde 1,79, ... es un reordenamiento de los niimeros racionales del intervalo (0, 1) con denom-

inadores crecientes: %, %, %, %, %, %, %, %, %, ..., tiene las siguientes propiedades es creciente,

continua a derecha, lim F(x) = 0y lim F(z) = 1; tiene saltos en todos los ntmeros
T——00 Tr—0Q0

racionales del (0,1) y es continua en los irracionales del (0, 1).

Pero no! Mejor no hablar de ciertas cosas ... O

Ejercicios adicionales

3. Sea X una variable aleatoria con funcién de distribucién Fy (z). Mostrar que para cada
a € (0,1) vale que

sup{z € R: Fx(z) < a} =min{z € R: Fx(x) > a}.
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1.5. Funcion de distribucién empirica e histogramas
Distribucién empirica

La funcion de distribucion empirica F,(x) de n puntos sobre la recta zi,...,x, es la
funcién escalera con saltos de altura 1/n en los puntos 1, ..., x,. En otras palabras, nF, (x)
es igual a la cantidad de puntos zj en (—oo,z| y F,(z) es una funcién de distribucién:

n

Fn(m):%Hi:l,...,n:xigx}|:%21{xi§x}. (27)
=1

Nota Bene. En la préctica, disponemos de conjuntos de observaciones (“muestras”) corre-
spondientes a un experimento considerado aleatorio y queremos extraer de ellas conclusiones
sobre los modelos que podrian cumplir. Dada una muestra x1, ..., z,, la funcién de distribu-
cién empirica F,,(x) coincide con la funcién de distribucién de una variable aleatoria discreta
que concentra toda la masa en los valores z1,...,z,, dando a cada uno probabilidad 1/n.

Observaciéon 1.25. Sea Fj,(x) la funcién de distribucién empirica correspondiente a una
muestra de n valores x1,...,x,. Sean a y b dos nimeros reales tales que a < b. Notar que

n

Fo(b) — Fo(a) = iZl{xi € (a,b]} = %]{z’ S n e (o B},

En consecuencia, el cociente incremental de F),(x) sobre el intervalo [a,b] es la frecuencia
relativa de los valores de la muestra z1, ..., z, contenidos en el intervalo (a,b] “normalizada”
por la longitud de dicho intervalo:

Fn(bl)):fjn(a) _ <bia> (71121{35Z = (a,b]}> . (28)

i=1

Notar que si los n valores, x1,...,x,, corresponden a n observaciones independientes de
los valores de una variable aleatoria X, la interpretacion intuitiva de la probabilidad indica
que el cociente incremental (28) deberfa estar préximo del cociente incremental de la funcién
de distribucién, Fx(x), de la variable aleatoria X sobre el intervalo [a, b]:

Fo(b) ~ Fu(a) _B(a <X <b) _ Fx(b) - Fx(a)
b—a b—a b—a '

(29)

Cuando X es una variable aleatoria absolutamente continua con funcion densidad continua
fx(z) la aproximacién (28) adopta la forma

Fo(b) = Fula) 1 f® _
s [ (e = gx(a) (30)
donde z es algiin punto perteneciente al intervalo (a,b). O
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Histogramas

Un histograma de una muestra xy, . .., T, se obtiene eligiendo una particién en m intervalos
de extremos ag < - -+ < a,, con longitudes L; = a; —a;_1; calculando las frecuencias relativas

n

1
pj = n; 1{aj_1 <z < Clj}

y graficando la funcién igual a p;/L; en el intervalo (aj—1,a;] y a 0 fuera de los intervalos:

m
Jor,wni a0, am E :

O sea, un conjunto de rectangulos con area p;.

Cuando la muestra x1, ..., z, corresponde a n observaciones independientes de una vari-
able aleatoria X absolutamente continua la funcién definida en (31) es una versién discreta
de la densidad de X en la que las dreas miden frecuencias relativas.

l{xe aj—1,a;]}. (31)

b("@

Ejercicios adicionales

4. Lucas filma videos de tamanos aleatorios. En una muestra aleatoria de 5 videos filmados
por Lucas se obtuvieron los siguiente tamanos (en MB):

17, 21.3, 18.7, 21, 18.7

Hallar y graficar la funcién de distribucién empirica asociada a esta muestra. Estimar, usando
la funcion de distribucién empirica asociada a esta muestra, la probabilidad de que un video
ocupe menos de 19.5 MB.

5. Los siguientes datos corresponden a los tiempos de funcionamiento (en anos) hasta que
ocurre la primer falla de una muestra de 12 méaquinas industriales:

2.0087, 1.9067, 2.0195, 1.9242, 1.8885, 1.8098,
1.9611, 2.0404, 2.1133, 2.0844, 2.1695, 1.9695.

Usando los intervalos con extremos 1.7, 1.9, 2.1, 2.3, hallar la funcién histograma basada en
la muestra observada e integrarla para estimar la probabilidad de que una maquina industrial
del mismo tipo funcione sin fallas durante menos de dos anos.

Ejemplo 1.26. Sea T una variable aleatoria con distribucién exponencial de intensidad 1
(ver (14)). Esto es, T es una variable aleatoria absolutamente continua con funcién densidad
de probabilidad

fr(t) = e71{t > 0}
y funcién de distribuciéon
Fr(t)=(1—-e")1{t > 0}.
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De acuerdo con el esquema de la demostracién del Teorema 1.19 podemos simular muestras de
T utilizando un generador de niimeros aleatorios uniformemente distribuidos sobre el intervalo
(0,1). Concretamente, si U ~ U(0, 1), entonces

T = —log(1-"U)

es una variable con distribucién exponencial de intensidad 1.

Para obtener una muestra de 10 valores tq,...,t;9 de una variable con distribuciéon ex-
ponencial de intensidad 1 generamos 10 ntimeros aleatorios uy, ..., u19 y los transformamos
poniendo t; = —log(1 — u;). Por ejemplo, si los valores uq, ..., u1p son, respectivamente,

0.1406, 0.3159, 0.8613, 0.4334, 0.0595, 0.8859, 0.2560, 0.2876, 0.2239, 0.5912,
los valores de la muestra obtenida, t1,...,t1g, son, respectivamente,
0.1515, 0.3797, 1.9753, 0.5682, 0.0613, 2.1703, 0.2957, 0.3390, 0.2535, 0.8946. (32)

La funcién de distribucién empirica de la muestra observada, Fio(t), es una funcién escalera
con saltos de altura 1/10 en los siguientes puntos del eje ¢:

0.0613, 0.1515, 0.2535, 0.2957, 0.3390, 0.3797, 0.5682, 0.8946, 1.9753, 2.1703.

Para construir un histograma usaremos la particién que se obtiene dividiendo en dos
intervalos de igual longitud el intervalo comprendido entre los valores minimos y maximos
observados: 0.0613,1.1158,2.1703. La longitud L de cada intervalo es 1.0545. La frecuencia
relativa de la muestra sobre el primer intervalo es p; = 8/10 y sobre el segundo ps = 2/10 y
la correspondiente altura de cada rectangulo es p/L = 0.75865 y p2/L = 0.18966.

Empirica [ JHitograma
09r Tedrica 1 0.9r Densidad |-

0.8r

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

Figura 7: (a) Graficos de la funcién de distribuciéon empirica Fio(t) correspondiente a la
muestra dada en (32) y de la funcién de distribucién de T'. (b) Histograma correspondiente a
la misma muestra y grafico de la densidad de T'.
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Para producir los gréaficos de la Figura 7 usamos las siguientes rutinas en Octave.

Rutina para simular 10 valores de una exponencial de intensidad 1

U=rand(1,10);
T=-1log(1-U);

Rutina para graficar la funcion de distribucion empirica de la muestra T’

t=sort(T);
s=empirical_cdf (t,t);
stairs([t(1),t], [0 s])

Rutina para graficar un histograma de la muestra T

[f,c]=hist(T,2);
p=£/10;
L=c(2)-c(1);
bar(c,p/L,1,’w’)

Usando rutinas similares para muestras de tamano 100 se obtienen los siguientes gréficos.

T T T T T T
[ JHitograma
0.9 Densidad ||

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

Empirica | 0.1
Tedrica m
. n

5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7

Figura 8: (a) Gréficos de la funcién de distribucién empirica Figo(t) correspondiente a una
muestra de tamano 100 de una variable 1" con distribuciéon exponencial de intensidad 1 y de
la funcién de distribucién de 7. (b) Histograma correspondiente a la misma muestra y gréafico
de la densidad de T'. O
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2. Variables truncadas

Sea X una variable aleatoria definida sobre un espacio de probabilidad (€2, A,P). Sea
B C R un conjunto tal que X }(B) ={w € Q: X(w) € B} € Ay tal que P(X € B) > 0.

Truncar la variable aleatoria X al conjunto B significa condicionarla a tomar valores en
el conjunto B.

Mediante X|X € B designaremos la variable aleatoria obtenida por truncar X al conjunto
B. Por definicién, la funcién de distribucién de X|X € B es

P(X <z, X € B)
P(X € B)

Fxixep(r) =P(X <z|X € B) = (33)

Caso absolutamente continuo. Si la variable aleatoria X es absolutamente continua con
densidad de probabilidades fx (), la funcién de distribucién de X|X € B adopta la forma

B f{xgx}m{XeB} fx(z)dz _ [F . fx(@)1{z € B}dx

Fxixen(®) = P(X € B) P(X € B) ‘ (34)

Por lo tanto, X|X € B es una variable aleatoria absolutamente continua con densidad de
probabilidades

fx ()
=————"_1{z € B}. 35
Nota Bene. La densidad condicional fx|xecp(z) es cero fuera del conjunto condicionante
B. Dentro del conjunto condicionante la densidad condicional tiene exactamente la misma
forma que la densidad incondicional, salvo que esta escalada por el factor de normalizacién
1/P(X € B) que asegura que fx|cp(r) integra 1. O

Ejemplo 2.1 (Exponencial truncada a la derecha). Sea T una variable aleatoria con distribu-
cién exponencial de intensidad A > 0 y sea tg > 0. Segun la féormula (35) la variable aleatoria
T truncada a la semi-recta (t,+00), T|T > tg, tiene la siguiente densidad de probabilidades

e M CA(t—
frirst,(t) = v 1{t > to} = e MLt — 15 > 0} = fr(t — to).
En otros términos, si T~ Exp(A), entonces T|T > to ~ to+Exp(A). O

Caso discreto. El caso discreto se trata en forma andloga a la anterior. La funcién de
probabilidad de X|X € B adopta la forma

P(X = x)

px|xep(T) = ml{x € B}. (36)

Ejemplo 2.2 (Dado equilibrado). Sea X el resultado del tiro de un dado equilibrado y sea
B = {2,4,6}. El evento “el resultado del tiro es un nimero par” es X € B. Aplicando la
férmula anterior obtenemos
1/6 1
px|xen(T) = ml{ﬂﬁ €{2,4,6}} = 51{37 €{2,4,6}}. (37)

O]
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2.1. Perdida de memoria

Ejemplo 2.3. Lucas camina hacia la parada del colectivo. El tiempo, T, entre llegadas
de colectivos tiene distribucion exponencial de intensidad A. Supongamos que Lucas llega ¢
minutos después de la llegada de un colectivo. Sea X el tiempo que Lucas tendra que esperar
hasta que llegue el proximo colectivo. Cudl es la distribucién del tiempo de espera X7

Designamos mediante A = {T > t} el evento “Lucas llegé t minutos después de la llegada
de un colectivo”. Tenemos que

P(T>t+xz,T>t)
P(T > t)
P(T>t+x) e

T TPT >t ea €

P(X >z[Ad) = P(T>t+z|T>t) =

O
Definicién 2.4. Se dice que una variable aleatoria 7" no tiene memoria, o pierde memoria, si
P(T>s+tT >t)=P(T > s) para todo s, t>0. (38)

La condicion de pérdida de memoria es equivalente a la siguiente
P(T >s+t)=P(T > s)P(T > t). (39)
En efecto, basta observar que P(T" > s +t, T > t) = P(T > s+ t) y usar la definicién de

probabilidad condicional.

Nota Bene. §Si se piensa que T es el tiempo para completar cierta operacién, la ecuacién
(38) establece que si a tiempo ¢ la operacién no ha sido completada, la probabilidad de que
la operacién no se complete a tiempo s + t es la misma que la probabilidad inicial de que la
operaciéon no haya sido completada a tiempo s. O

Lema 2.5. La variable exponencial no tiene memoria.

Demostracién Si T ~ Exp(])), entonces
P(T >t) =e ™M para todo t > 0. (40)

Usando (40) se prueba inmediatamente que la ecuacién (39) se satisface cuando T tiene
distribucién exponencial (pues e N5t = g=Ase=At), O

Nota Bene. Si modelamos el tiempo para completar cierta operaciéon por una variable
aleatoria T con distribucién exponencial, la propiedad de pérdida de memoria implica que
mientras la operacion no haya sido completada, el tiempo restante para completarla tiene la
misma funcion de distribucién, no importa cuando haya empezado la operacién. O

Ejemplo 2.6. Supongamos que el tiempo de espera para recibir un mensaje tenga distribu-
cién exponencial de intensidad 1/10 minutos. Cuél es la probabilidad de que tengamos que
esperar mas de 15 minutos para recibirlo? Cual es la probabilidad de que tengamos que es-
perar mas de 15 minutos para recibir el mensaje dado que hace més de 10 minutos que lo
estamos esperando?
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Si T representa el tiempo de espera, T' ~ Exp(1/10). La primer probabilidad es
P(T > 15) = e 1015 = 72 ~ 0.220

La segunda pregunta interroga por la probabilidad de que habiendo esperado 10 minutos
tengamos que esperar al menos 5 minutos mas. Usando la propiedad de falta de memoria de
la exponencial, dicha probabilidad es

P(T > 5) = e 10° = ¢~ 2 ~ 0.604.

2.2. Caracterizacion cualitativa de la distribucion exponencial
La propiedad de pérdida de memoria caracteriza a la distribucién exponencial.

Teorema 2.7. Sea T una variable aleatoria continua a valores en R*. Si T' pierde memoria,
entonces T ~ Exp(\), donde A = —logP(T > 1).
Demostracién (a la Cauchy). Sea G(t) :=P(T > t). De la ecuacién (39) se deduce que
G(s+1t) = G(s)G(t). (41)
La tnica funcién continua a derecha que satisface la ecuacién funcional (41) es
G(t) =G (42)

Para ello basta ver que G (2) = G(1)=. Si vale (41), entonces G(2) =G(E+1L) =
G (l) G (l) =G (%)2 y repitiendo el argumento se puede ver que

G (%) e <;>m (43)

En particular, si m = n se obtiene G (1) = G (%)n Equivalentemente,

1 1
De las identidades (43) y (44) se deduce que
m m
G (Z) — G(1)*. (45)

Ahora bien, debido a que G(1) = P(T > 1) € (0,1), existe A > 0 tal que G(1) = e
(A= —logG(1)). Reemplazando en (42) se obtiene G(t) = (e‘A)t =e M O
2.3. Dividir y conquistar

Teorema 2.8. Sea X una variable aleatoria absolutamente continua con densidad de proba-
bilidades fx(x). Sea (B;);>1 una familia de subconjuntos disjuntos dos a dos de la recta real
tales que {X € B;} € Ay P(X € B;) > 0 para todo i > 1. Si Q = U;>1{X € B;}, entonces

fx(@) =" fxixen, (v)P(X € By). (46)

i>1
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Demostracién. Inmediata de la férmula (35) y de observar que } ., 1{X € B;} =1. [

Ejemplo 2.9 (Dividir y conquistar). Todas las mananas Lucas llega a la estacién del subte
entre las 7:10 y las 7:30 (con distribucién uniforme en el intervalo). El subte llega a la estacién
cada quince minutos comenzando a las 6:00. ; Cuédl es la densidad de probabilidades del tiempo
que tiene que esperar Lucas hasta subirse al subte?

Sea X el tiempo de llegada de Lucas a la estacién del subte, X ~ U[7:10, 7:30]. Sea Y
el tiempo de espera. Consideramos los eventos A = {7:10 < X < T:15} = "Lucas sube en el
subte de las T7:15”; B = {7:15 < X < 7:30} = "Lucas sube en el subte de las 7:30”.

Condicionado al evento A, el tiempo de llegada de Lucas a la estacién del subte es uniforme
entre las 7:10 y las 7:15. En en ese caso, el tiempo de espera Y es uniforme entre 0 y 5 minutos.
Anilogamente, condicionado al evento B, Y es uniforme entre 0 y 15 minutos. La densidad
de probabilidades de Y se obtiene dividiendo y conquistando

frly) = (250> él{O <y<5}+ <;(5)> %1{0 <y <15}

1 1
= —1 <y < —1 <y < 15},
0 {O_y_5}+20 {6 <y <15}

3. Bibliografia consultada

Para redactar estas notas se consultaron los siguientes libros:

1. Bertsekas, D. P., Tsitsiklis, J. N.: Introduction to Probability. M.I.T. Lecture Notes.
(2000)

2. Chung, K. L.: A Course in Probability Theory. Academic Press, San Diego. (2001)
3. Durrett R.:Probability. Theory and Examples. Duxbury Press, Belmont. (1996)

4. Feller, W.: An introduction to Probability Theory and Its Applications. Vol. 1. John
Wiley & Sons, New York. (1968)

5. Feller, W.: An introduction to Probability Theory and Its Applications. Vol. 2. John
Wiley & Sons, New York. (1971)

6. Grimmett, G. R., Stirzaker, D. R.: Probability and Random Processes. Oxford Univer-
sity Press, New York. (2001)

7. Johnson, N. L., Kotz, S., Balakrishnan, N.: Continuous Univariate Distributions. Vol.
1. John Wiley & Sons, New York. (1995)

8. Kolmogorov, A. N.: Foundations of the Theory of Probability. Chelsea Publishing Co.,
New York. (1956)

9. Maronna R.: Probabilidad y Estadistica Elementales para Estudiantes de Ciencias. Ed-
itorial Exacta, La Plata. (1995).

10. Pugachev, V. S.: Introduccién a la Teoria de las Probabilidades. Mir, Moscud. (1973)
11. Ross, S.: Introduction to Probability Models. Academic Press, San Diego. (2007)

24



Vectores aleatorios: marginales e independencia
(Borradores, Curso 23)

Sebastian Grynberg

25 de marzo 2013

Um coup de dés jamais n’abolira le hasard

(Stéphane Mallarmé)



Indice

1. Vectores aleatorios 2
1.1. Distribucién conjunta . . . . . .. .. Lo 2
1.2. Distribuciones marginales . . . . . . . .. ... Lo )

1.2.1. Marginales discretas . . . . . . .. ... )

1.2.2. Marginales continuas . . . . . . .. .. ... Lo 6

1.3. Independencia . . . . . . . . . .. 8
1.3.1. Caso bidimensional discreto . . . . . . . . . .. ... ... ... ... 9

1.3.2. Caso bidimensional continuo . . . . . . . . . . . . ... ... ... .. 11

2. Bibliografia consultada 12

1. Vectores aleatorios

Notacién. Para simplificar la escritura usaremos las siguientes notaciones. Los puntos del
espacio n-dimensional R™, n > 2, se denotan en negrita, x = (x1,...,x,). La desigualdad
y < x significa que y; < z; para todo i = 1,...,n y se puede interpretar diciendo que y
estd al “sudoeste” de x. El conjunto de todos los puntos al “sudoeste” de x sera denotado
mediante Sx := {y € R” : y < x}. Finalmente, cualquiera sea el subconjunto de indices
J ={i1,...,im} C {1,...,n} denotaremos mediante x; € R™ al punto m-dimensional que
se obtiene de x quitandole todas las coordenadas que tengan indices fuera de J. Por ejemplo,
si J = {1, 2}, entonces x; = (z1, z2).

Definicién 1.1. Un vector aleatorio sobre un espacio de probabilidad (€2, .4, P) es una funcién
X =(Xy,...,X,): Q2 — R” tal que para todo x € R"

{Xeb}={we: X(w) <x} e A

1.1. Distribuciéon conjunta

La funcién de distribucién (conjunta) Fx : R™ — [0,1] del vector aleatorio X se define
por

Fx(x) == P(X € S) (1)

Calculo de probabilidades. La funcién de distribucién conjunta resume toda la infor-
macion relevante sobre el comportamiento de las variables aleatorias X1, ..., X,. Para fijar
ideas, consideremos el caso mas simple: n = 2. Si a1 < b1 y a2 < by vale que!

IP’(al < X1 < b1, ag < XQ < bg) = F(bl,bg) — F(al,bg) — F(bl,ag) —+ F(al,ag). (2)

La identidad (2) permite calcular la probabilidad de observar al vector (Xp,X32) en el
rectangulo (ay, b1] X (ag, ba].

La férmula n-dimensional anédloga de (2) es complicada y no es relevante para el desarrollo
posterior. (Se obtiene aplicando la férmula de inclusién-exclusién para calcular la probabilidad
de la unién de eventos.)

Wer la Figura 1.



b2

a2

ai b1

Figura 1: Esquema de la demostracién de la identidad (2). El rectangulo (a1, b1] X (a2, be] se
puede representar en la forma Sy, 5,) \ (S(aLbQ) U S(h,@))'

Clasificacion

1. Vectores aleatorios discretos. El vector aleatorio X se dice discreto cuando existe un
conjunto numerable A C R” tal que P(X € A) = 1. En tal caso, las variables aleatorias
X1,...,X, son discretas y la funcién px : R™ — [0, 1] definida por

px(x) :=P(X =x) (3)

se llama la funcion de probabilidad conjunta de X. Su relaciéon con la funcion de dis-
tribucién conjunta es la siguiente

Fx(x) = Z px(y)-

y€Sx

2. Vectores aleatorios continuos. El vector aleatorio X = (X7y,...,X,,) se dice continuo
cuando existe una funcién fx : R® — R™, llamada densidad de probabilidades conjunta
de Xq,...,X, tal que

Fx(x) = ; fx(y)dy.

(Para evitar dificultades relacionadas con el concepto de integracién supondremos que
las densidades son seccionalmente continuas.)

3. Vectores aleatorios mixztos. El vector aleatorio X se dice mixto si no es continuo ni
discreto.



Calculo de probabilidades Dependiendo del caso, la funcién de probabilidad conjunta
px(x), o la densidad conjunta fx(x), resume toda la informacién relevante sobre el compor-
tamiento del vector aleatorio X. Mas precisamente, para todo conjunto A C R" “suficiente-
mente regular”, vale que

Y xeaPx(x) en el caso discreto,
PXeA) =
J4 fx(x)dx  en el caso continuo.

Ejemplo 1.2. Sea (X,Y’) un vector aleatorio continuo con densidad conjunta fxy(x,y). Si
a < by c<d, entonces

b pd
Pla< X <b,c<Y <d)= / / fxy(z,y)dzdy. (4)

Ejemplo 1.3 (Distribucién uniforme). Sea A C R? una regién acotada de drea |A|. Si la
densidad conjunta de un vector aleatorio continuo (X,Y’) es de la forma

fry(a,y) = ‘}\,1{<x,y> €A}, (5)

diremos que (X,Y) estd uniformemente distribuido sobre A y escribiremos (X,Y) ~ U(A).
Sea B C A una sub-regién de A de area |B|. La probabilidad de que (X,Y) € B se calcula
del siguiente modo

P((X,Y) € B) = || fxy (@ y)dedy = [[ ‘}wdxdy = "f"- (6)
B B

En otras palabras, la probabilidad de que (X,Y) € B es la proporcién del drea de la regién

A contenida en la sub-regién B. O

Ejemplo 1.4. Sea (X,Y) un vector aleatorio uniformemente distribuido sobre el cuadrado
[0,1] x [0,1]. {Cudnto vale P(XY > 1/2)?
Debido a que el cuadrado [0, 1] x [0, 1] tiene drea 1 la probabilidad requerida es el area de
la regiéon B = {(z,y) € [0,1] x [0,1] : xzy > 1/2}. Ahora bien,
(r,y) €B <= y>1/2z (7)
y como y < 1, la desigualdad del lado derecho de (7) sélo es posible si 1/2 < z. Vale decir,

B={(r,y): 1/2<x<1,1/2z <y <1}

\Byzgmxdy:/; (/111dy) dx:/; (1—21$>d:c

En consecuencia,

P(XY >1/2)

2z

1 1 1 1
— 1] — | ==(1—-1log2) ~ 01534....
2+20g<2) 2( 0g2) ~ 0153



1.2. Distribuciones marginales

Sea X = (Xi,...,X,) un vector aleatorio n-dimensional y sea Fx(x) su funcién de dis-
tribucién conjunta. La coordenadas de X son variables aleatorias. Cada variable individual
X tiene su correspondiente funcién de distribucion

Fx, (zi) = P(Xi < zi). (8)

Para enfatizar la relacién entre X; y el vector X = (Xi,...,X,) se dice que Fly,(z;) es la
funcion de distribucion marginal de X; o la i-ésima marginal de X.

Nota Bene. Observar que, para cada ¢ = 1,...,n, la funcién de distribucién marginal de
Xi, Fx,(z;), se obtiene de la funcién de distribucién conjunta Fx(x1,...,z,) fijando el valor
de z; y haciendo x; — oo para toda j # . 0

1.2.1. Marginales discretas

Caso bidimensional. Sea (X,Y) un vector aleatorio discreto definido sobre un espacio
de probabilidad (€2, A,P) con funcién de probabilidad conjunta px y(z,y). Los nimeros
pxy(z,y), (z,y) € X(Q) xY(Q) = {(X(w),Y(w)) : w € Q}, se pueden representar en
la forma de una matriz con las siguientes propiedades

pX7Y(-T,y) > 07 y Z Z pX,Y(lU,y) =L (9)

2€X(Q) yeY (Q)

Fijando x € X(Q) y sumando las probabilidades que aparecen en la fila x de la matriz
px.y(z,y) se obtiene

7 opxy(wy) = > P(X =z,Y =y) =P(X =) = px(x). (10)
yeY (Q) yeY (Q)

Fijando y € Y (Q) y sumando las probabilidades que aparecen en la columna y de la matriz
pxy(x,y) se obtiene

> pxy(my)= Y, PX=zY=y)=PY =y)=py(y). (11)
zeX(Q) z€X(Q)

En otras palabras, sumando las probabilidades por filas obtenemos la funcién de probabilidad
marginal de la variable aleatoria X y sumando las probabilidades por columnas obtenemos
la funcién de probabilidad marginal de la variable aleatoria Y. El adjetivo “marginal” que
reciben las funciones de probabilidad px (x) y py (y) refiere a la apariencia externa que adoptan
(10) y (11) en una tabla de doble entrada.

Ejemplo 1.5. En una urna hay 6 bolas rojas, 5 azules y 4 verdes. Se extraen dos. Sean X la
cantidad de bolas rojas extraidas e Y la cantidad de azules.
Existen (125) = 105 resultados posibles. La cantidad de resultados con x rojas, y azules y

2 — (z +y) verdes es o /s )
()0 con)

Usando esa férmula y poniendo ¢ = 1/105 obtenemos



z\y| 0 1 2 |px
0 6g 20g 10q | 36q
1 [24q 30¢ O |b4q
15¢ 0 0 |15¢q
py | 45q 50q 10q

Figura 2: Distribucién conjunta de (X,Y’). En el margen derecho de la tabla se encuentra la
distribuciéon marginal de X y en el margen inferior, la marginal de Y. O

Caso general. Paracadai=1,...,n, la funcién de probabilidad marginal de X;, px, (z;),
se puede obtener fijando la variable x; y sumando la funcién de probabilidad conjunta px (x)
respecto de las demas variables

px, (i) = > px(x).
X{i}c
1.2.2. Marginales continuas

Sea (X,Y’) un vector aleatorio continuo con funcién densidad conjunta fx y(z,y).
Las funciones de distribucién marginales de las variables individuales X e Y se obtienen
de la distribucion conjunta haciendo lo siguiente

Fx(z) = P(X <x)= yi}n(r)lo Fxy(z,y) = /:; </_: fxy(s,y) dy) ds, (12)
A = P <o) =t Fero = [ ([ ereoa)a o

Aplicando en (12) y en (13) el Teorema Fundamental del Célculo Integral se obtiene que
las funciones de distribucién marginales Fx(z) y Fy(y) son derivables (salvo quizds en un
conjunto despreciable de puntos) y vale que

@) = Sr@= [ gy (1)
f) = RW= [ e (15)

En consecuencia, las variables aleatorias X e Y son individualmente (absolutamente) continuas
con densidades “marginales” fx(x)y fy(y), respectivamente.

Ejemplo 1.6 (Distribucién uniforme). Sea A C R? una regién del plano acotada, que para
simplificar supondremos convexa, y sea (X,Y’) un vector aleatorio uniformemente distribuido
sobre A. La densidad marginal de X en la abscisa x es igual al cociente entre el ancho de A
en x y el drea de A. 0

Ejemplo 1.7 (Dardos). Consideramos un juego de dardos de blanco circular A de radio
1 centrado en el origen del plano: A = {(x,y) € R? : 2?2 + y? < 1}. Un tirador lanza



un dardo al azar sobre A y se clava en un punto de coordenadas (X,Y’). El punto (X,Y)
estd uniformemente distribuido sobre A. Debido a que el area de A es igual a 7, la densidad
conjunta de X e Y es

1
fxy(z,y) = ;1{332 +y? <1}

21 — x2

Figura 3: Para cada x € [—1, 1] se observa que el ancho del circulo en x es 2v/1 — z2.

Si se observa la Figura 3 es claro que la densidad marginal de X es

fr) = 2 e ),

y por razones de simetria la densidad marginal de Y debe ser

2¢/1 — 2
fri) = —Lagy e 1),
L]
Caso general. Paracadai=1,...,n,ladensidad marginal de X;, fx,(x;), se puede obtener

fijando la variable x; e integrando la densidad conjunta fx (z) respecto de las demds variables
sz‘ (:CZ) = /]R B fx(x)dX{i}c.

Nota Bene: Conjuntas y marginales. A veces, es necesario conocer la distribucién
de una sub-coleccién de variables aleatorias. En el caso bidimensional este problema no se
manifiesta porque se reduce al cdlculo de las marginales. Para cada subconjunto de indices
A C{1,2,...,n} la funcién de distribucién conjunta de las variables X; : i € A, FA(xn), se
obtiene fijando los valores de las coordenadas x; : i € A y haciendo x; — oo para toda j ¢ A.

En el caso discreto, la funcién de probabilidad conjunta de las variables X; : ¢ € A, pa(xp),
se obtiene fijando la variables z; : i € A y sumando la funcién de probabilidad conjunta p(x)
respecto de las demas variables

pa(xa) = > px(x).

XAC



En el caso continuo, la densidad conjunta de las variables X, fa(xa), se obtiene fijando
los valores de las variables z; : i € A e integrando la densidad conjunta f(z) respecto de las
demas variables

fA(XA) = / - fx(X)dXAc.
donde m es la cantidad de indices contenidos en el conjunto A.

1.3. Independencia

Las variables X1, ..., X, son independientes si para cualquier coleccién de conjuntos (med-
ibles) Ay,..., A, C R, los eventos {X; € A1},...,{X, € A,} son independientes.

Tomando conjuntos de la forma A; = (—o0, ;] se deduce que la independencia de X1, ..., X,
implica

Fx(x)=P (ﬂ{xi < :gl-}) =[P < zi) = [[ Fx.(x). (16)
i=1 i=1 =1

Dicho en palabras, la independencia de las variables implica que su funcion de distribucion
conjunta se factoriza como el producto de todas las marginales.

Reciprocamente, se puede demostrar que si para cada x = (z1,...,2,) € R" se verifica
la ecuacién (16), las variables aleatorias X1, ..., X,, son independientes. (La demostracién es
técnica y no viene al caso). Esta equivalencia reduce al minimo las condiciones que permiten
caracterizar la independencia de variables aleatorias y motivan la siguiente definicion més
simple.

Definicién 1.8 (Independencia de una cantidad finita de variables aleatorias). Diremos que
las variables aleatorias X1, ..., X, son independientes si la ecuacién (16) se verifica en todo
x = (z1,...,2,) € R™

Definicién 1.9 (Independencia). Dada una familia de variables aleatorias (X; : ¢ € 1)
definidas sobre un mismo espacio de probabilidad (€2, .4,P), diremos que sus variables son
(conjuntamente) independientes si para cualquier subconjunto finito de indices J C I las
variables X;,i € J son independientes.

Nota Bene. La independencia de las variables aleatorias Xi,..., X, es equivalente a la
factorizacién de la distribuciéon conjunta como producto de sus distribuciones marginales.
M4ds atin, esta propiedad se manifiesta a nivel de la funcién de probabilidad, px(x) o de la
densidad conjunta, fx(x), del vector aleatorio X = (X7, ..., X,,), segin sea el caso. Para ser
mas precisos, X1, ..., X, son independientes si y solo si

n
px(x) = Hle. () en el caso discreto,
i=1

n
fx(x) = H fx;(x;) en el caso continuo.
i=1



Ejemplo 1.10 (Ntmeros al azar). Se elige al azar un nimero U del intervalo [0,1). Sea U =
0.X1 X2 X3 el desarrollo decimal de U. Mostraremos que los digitos de U son independientes
entre si y que cada uno de ellos se distribuye uniformemente sobre el conjunto {0,1,...,9}.

El problema se reduce a mostrar que para cada n > 2 las variables aleatorias X1, Xo,..., X,
son independientes entre si y que para cada k > 1y todo 3 € {0,1,...,9}, P(X) = z%) =
1/10.

Primero observamos que para cada n > 1y para todo (x1,...,z,) € {0,1,...,9}" vale
que

n

n
xX; Z; 1
T 7—‘-7 .
Z 10t &= 10* 10”>
=1 =1

ﬁ{Xz :l‘i} <— U €
i=1

En consecuencia,

P(ﬂ{&:xg>:ﬁ;. (17)
=1

Para calcular las marginales de los digitos observamos que para cada zj € {0,1,...,9} vale
que

k—1
{Xp =21} = U Kﬂ{xi:x,-}> ﬂ{Xk:xk}].
((L’l,...,.’L’k71)6{0,1,...,9}k71 i=1

De acuerdo con (17) cada uno de los 10¥~! eventos que aparecen en la unién del lado derecho
de la igualdad tiene probabilidad 1/10* y como son disjuntos dos a dos obtenemos que

1 1
P(Xy =) = 10" — = —. 1
(Xp =) =10 0F = 10 (18)
De (17) y (18) se deduce que para todo (x1,...,x,) € {0,1,...,9}™ vale que
n n
i=1 i=1
Por lo tanto, las variables aleatorias X3, Xs, ..., X,, son independientes entre si y cada una
de ellas se distribuye uniformemente sobre el conjunto {0,1,...,9} . O

1.3.1. Caso bidimensional discreto

Sea (X,Y) un vector aleatorio discreto con funcién de probabilidad conjunta px y (x,y)
y marginales px(x) y py(y). Las variables X,Y son independientes si para cada pareja de
valores x € X (), y € Y(Q2) vale que

pxy(z,y) = px(v) py (y) (19)

En otras palabras, la matriz px y(x,y) es la tabla de multiplicar de las marginales px(z) y
py (y)-



Ejemplo 1.11. Se arrojan dos dados equilibrados y se observan las variables aleatorias X e
Y definidas por X =*“el resultado del primer dado” e Y =*“el mayor de los dos resultados”.

El espacio de muestral asociado al experimento se puede representar en la forma ) =
{1,2,...,6}2, cada punto (i,5) € Q indica que el resultado del primer dado es i y el resultado
del segundo es j. Para reflejar que arrojamos dos dados equilibrados, todos los puntos de
Q) serdn equiprobables, i.e., para cada (i,7) € Q se tiene P(i,7) = 1/36. Formalmente las
variables aleatorias X e Y estan definidas por

X(i,j) =1, Y (i,7) := méax{i, j}. (20)

Distribucién conjunta y distribuciones marginales de X e Y. En primer lugar vamos
a representar el espacio muestral {2 en la forma de una matriz para poder observar mas
claramente los resultados posibles

(1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5) (1,6)
(2,1) (2,2) (2,3) (2,4) (2,5) (2,6)
(3,1) (3,2) (3,3) (3,4) (3,5) (3,6)
(4,1) (4,2) (4,3) (4,4) (4,5) (4,6)
(5,1) (5,2) (5,3) (5,4) (5,5) (5,6)
(6,1) (6,2) (6,3) (6,4) (6,5) (6,6)

Figura 4: Resultados posibles del experimento aleatorio que consiste en arrojar dos dados.

Debido a que Y > X, tenemos que px,y (z,y) = 0 para todo 1 < y < z < 6. En los otros
casos, i.e.,, 1 < o <y < 6, para calcular el valor de px y(z,y) hay que contar la cantidad
de elementos de la fila z, de la matriz representada en la Figura 4, que contengan alguna
coordenada igual a y. Multiplicando por ¢ = % la cantidad encontrada se obtiene px y (z,y).
En la figura 5 representamos la distribucién conjunta px y (z,y) y las distribuciones marginales
pPX Y Dy-

z\y|l 2 3 4 5 6 |px

1 ¢ ¢ ¢ g q q |6¢g
2 |10 2¢ ¢ g qg q |6g
3 10 0 3¢ ¢ ¢ q |6g
4 10 0 0 49 q q | 6q
) 0 0 0 O bg gq | 6gq
6 |0 0 0 0 0 6q|6q
py |q 3¢ 5q¢ Tq 9q 1lg

Figura 5: Distribucién conjunta de (X,Y’). En el margen derecho se encuentra la distribucién

marginal de X y en el margen inferior, la marginal de Y. Para abreviar hemos puesto g = %.

De acuerdo con los resultados expuestos en la tabla que aparece en la Figura 5, las dis-
tribuciones marginales son

1 2y — 1

px(r) =~ py(y) = TR

10



Debido a que no se trata de una tabla de multiplicar las variables X e Y no son independientes.
Lo que, por otra parte, constituye una obviedad.

Criterio para detectar dependencia. Cuando en la tabla de la distribucién conjunta
de dos variables hay un 0 ubicado en la interseccién de una fila y una columna de sumas
positivas, las variables no pueden ser independientes. (Las variables del Ejemplo 1.5 no son
independientes.) O

1.3.2. Caso bidimensional continuo

Sean X e Y variables aleatorias con densidad conjunta fx y(z,y) y marginales fx(z) y
fv(y). Las variables aleatorias X e Y son independientes si y solo si

fxy(x,y) = fx () fy(y). (21)

En otras palabras, X e Y son independientes si y solo si su densidad conjunta se factoriza
como el producto de las marginales.

Criterios para detectar (in)dependencia.

1. La independencia de X e Y equivale a la existencia de dos funciones fi(z) y fa(y) tales
que fxy(z,y) = fi(z)f2(y). Por lo tanto, para verificar independencia basta comprobar que
la densidad conjunta se puede factorizar como alguna funcién de x por alguna funcién de y,
siendo innecesario verificar que se trata de las densidades marginales. (FEjercicio)

2. La factorizacién (21) implica que, si X e Y son independientes, el recinto del plano
Sop(fxy) = {(z,y) € R? : fxy(z,y) > 0}, lamado el soporte de la densidad conjunta
fx.,y, debe coincidir con el producto cartesiano de los soportes de sus densidades marginales:
Sop(fx) x Sop(fy) ={z€eR: fx(z) >0} x{y eR: fy(y) > 0}. Por ejemplo, si el soporte
de la densidad conjunta es conero y no es un rectangulo las variables X e Y no pueden ser
independientes. (Ver el Ejemplo 1.7.)

Ejemplo 1.12. Sean X e Y variables aleatorias independientes con distribucién uniforme
sobre el intervalo (0,L). Una vara de longitud L metros se quiebra en dos puntos cuyas
distancias a una de sus puntas son X e Y metros. Calcular la probabilidad de que las tres
piezas se puedan usar para construir un triangulo.

Primero designamos mediante L1, Lo y L3 a las longitudes de las tres piezas. Las tres piezas
se pueden usar para construir un triangulo si y solamente si se satisfacen las desigualdades
triangulares

Li+Lo>Ls, L1 +Ls>Ls y Lo+ L3> L. (22)

Vamos a distinguir dos casos: el caso en que X <Y y el caso en que Y < X. En el primer
caso, X <Y, tenemos que L; = X, Lo =Y —-X y L3 = L—Y y las desigualdades triangulares
(22) son equivalentes a las siguientes

Y>L/2, X+L/2>Y yL/2>X. (23)

En el segundo caso, ¥ < X, tenemos que Ly =Y, Ly = X —Y y L3 = L — X y las
desigualdades triangulares (22) son equivalentes a las siguientes

X>L/2, Y>X—-L/2 yL/2>Y. (24)

11



Por lo tanto, las tres piezas se pueden usar para construir un tridngulo si y solamente si
(X,Y) € B, donde

B = {(z,y)€(0,L)x(0,L): 0<x<L/2,L/2<y<x+ L/2}
U{(z,y) € (0,L) x (0,L): L/2 <z < L,x—L/2<y<L/2}. (25)
L

L2

0 L/2 L

Figura 6: La region sombreada representa al conjunto B que es la uniéon de dos tridngulos
disjuntos cada uno de area L?/8.

La hipétesis de que X e Y son independientes con distribucién uniforme sobre el intervalo
(0, L) significa que (X,Y) ~ U(A), donde A es el cuadrado de lado (0, L)

Prr(e) = Ix@i) = (100 <o <0}) (10 <y < 1)) = () € A)

De (6) se deduce que

(26)

O]
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1. Esperanza

La informacién relevante sobre el comportamiento de una variable aleatoria esta contenida
en su funcién de distribucién. Sin embargo, en la practica, es 1til disponer de algunos niimeros
representativos de la variable aleatoria que resuman esa informacion.

Motivacion Se gira una rueda de la fortuna varias veces. En cada giro se puede obtener
alguno de los siguiente nimeros x1, x2, ...,z -que representan la cantidad de dinero que se
obtiene en el giro- con probabilidades p(x1), p(x2), ..., p(zk), respectivamente. ; Cuanto dinero
se “espera”’ obtener como recompensa “por cada giro”? Los términos “espera”’ y “por cada
giro” son un tanto ambiguos, pero se pueden interpretar de la siguiente manera.

Si la rueda se gira n veces y n(x;) es la cantidad de veces que se obtiene z;, la cantidad total
de dinero recibida es Zle n(z;)z; y la cantidad media por giro es = 1 Zle n(x;)x;. Inter-
pretando las probabilidades como frecuencias relativas obtenemos que para n suficientemente
grande la cantidad de dinero que se “espera” recibir “por cada giro” es

k k k
1 n(x;
n= E E : €I, n(xl) = E xX; (nZ) ~ E s :clp(xz)
1= 1=

i=1




1.1. Definicién

Definicién 1.1 (Esperanza de una variable discreta). Sea X una variable aleatoria discreta.
La esperanza de X, denotada por E[X], es el promedio ponderado

E[X]:=) aP(X = x), (1)

€A

donde A = {z € R: F(z) — F(x—) > 0} es el conjunto de todos los dtomos de la funcién
distribucion de X.

Ejemplo 1.2 (Esperanza de la funcién indicadora). Sea (2, .4, P) un espacio de probabilidad.
Para cualquier evento A € A vale que

E[1{w e A} = 0- (1 - P(A)) +1-P(A) = P(A). (2)

0

La esperanza como centro de gravedad. La nocién de esperanza es andloga a la nocion
de centro de gravedad para un sistema de particulas discreto.

Se consideran n particulas ubicadas en los puntos x1, ..., 2, cuyos pesos respectivos son
p(x1),...,p(xn). No se pierde generalidad si se supone que » "  p(xz;) = 1. El centro de
gravedad, ¢, del sistema es el punto respecto de la cual la suma de los momentos causados
por los pesos p(z;) es nula. Observando que

k k

D (wi—o)pla) =0 < c=Y zip(w:)

i=1 =1

resulta que el centro de gravedad del sistema coincide con la esperanza de una variable aleato-
ria X a valores en {z1,...,x,} tal que P(X = z;) = p(z;). O

(N
A\

Figura 1: Interpretacion de la esperanza como centro de gravedad. Se considera un sis-
tema de cuatro “particulas” de pesos p; proporcionales a las dreas de los circulos de radio
1/3,2/3,3/3,4/3 centrados en los puntos z; = 1, 3,6, 10, respectivamente. No se pierde gen-
eralidad si se supone que el peso total del sistema es la unidad. El centro de gravedad del
sistema se encuentra en el punto ¢ = Z?Zl xip; = 227/30 =7.56. ..



La esperanza como promedio. Sea X una variable aleatoria a valores zi,...,x, con
funcién de probabilidades

P(X =z) = %1{:): e{x1,...,xn}}

Conforme a la Definicién 1.1 la esperanza de X es

n
:Z:niIP)( =) = ZZCZ (3)
i=1
Dicho en palabras: la esperanza de una variable aleatoria uniformemente distribuida sobre los

valores x1,xs, ..., 2, coincide con el promedio de dichos valores. ]

Ejemplo 1.3 (Dado equilibrado). Sea X el resultado del lanzamiento de un dado equilibrado.
De acuerdo con (3) la esperanza de X es

O]

Ejemplo 1.4 (Uniforme sobre el “intervalo” {1,2,...,n}). La variable aleatoria del Ejemplo
1.3 es un caso particular de una variable aleatoria discreta X uniformemente distribuida sobre
el “intervalo” de nimeros enteros {1,2,...,n}. De acuerdo con (3) la esperanza de X es

Zx_i< n+1)>:142—n.

OJ

Ejemplo 1.5 (Moneda equilibrada). Sea N la cantidad de veces que debe lanzarse una mon-
eda equilibrada hasta que salga cara. IV es una variable aleatoria discreta a valores 1,2, ...tal
que P(N =n)=(1/2)", n=1,2,.... De acuerdo con la definicién 1.1, la esperanza de N es

E[N] :gnpwzn) zgjln <;>n

Derivando ambos lados de la igualdad Y o2 ;2" = (1 —z)~!, que vale para |z| < 1, se deduce
que >0 jnz" ! = (1 —2)7? y de allf resulta que Y oo nz" = z(1 — z)72. Evaluando en

x = 1/2 se obtiene que
NI\ 1 1\ 77
2() -()6E) -

n=1
O
La nocién de esperanza se extiende a wvariables aleatorias absolutamente continuas cam-

biando en (1) la suma por la integral y la funcién de probabilidades P(X = z), z € A, por la
densidad de probabilidades de la variable X.



Definicién 1.6 (Esperanza de una variable absolutamente continua). Sea X una variable
aleatoria absolutamente continua con densidad de probabilidades fx(z). La esperanza de X,
denotada por E[X], se define por

oo
E[X] ::/ xfx(x)dx. (4)
— 0o

Ejemplo 1.7 (Fiabilidad). Sea T el tiempo de espera hasta que ocurre la primer falla en un
sistema electrénico con funcidn intensidad de fallas de la forma A(¢) = 2¢1{¢ > 0}. La funcién
de distribucién de T es Fp(t) = (1 — exp (—t2)) 1{t > 0}. En consecuencia, T" es una variable
aleatoria absolutamente continua con densidad de probabilidad fr(t) = 2texp (—t?) 1{t > 0}.
De acuerdo con la definicién 1.6, la esperanza de T es

oo [e.e] o0 ﬁ
E[T] = / tfp(t)dt = / t2t exp(—t2)dt :/ exp(—t2)dt = Y-

—o0 0 0 2
La tercera igualdad se deduce de la férmula de integraciéon por partes aplicada a u =t y
v' = 2texp(—t?) y la cuarta se deduce de la identidad [;° exp(—2?/2)dz = v/27/2 mediante
el cambio de variables t = 2/1/2. O

Extendiendo la nocién a variables mixtas. La nocién de esperanza para variables
mixtas se obtiene combinando las nociones anteriores.

Definicién 1.8 (Esperanza de una variable mixta). Sea X una variable aleatoria mixta con
funcién de distribucién Fx (x). La esperanza de X, denotada por E[X], se define de la siguiente
manera:
[ee]
E[X]:=) aP(X =) +/ T (x)dz, (5)

zeA o

donde A = {z € R: Fx(x) — Fx(x—) > 0} es el conjunto de todos los dtomos de Fx(x) y
F% (x) es una funcién que coincide con la derivada de F'x(z) en todos los puntos donde esa
funcién es derivable y vale 0 en otro lado.

Ejemplo 1.9 (Mixtura). Sea X una variable aleatoria mixta cuya funcién de distribucién es
Fx(z) = (%T*E’) 1{-1 <z <1} + 1{z > 1}. De acuerdo con la férmula (5), la esperanza de
X es

1 1 L) 1
E[X]:—1~IP’(X:—1)+1-IP>(X:1)+/ Fg(x)dx:—3++/ Zdr = ~.
. 8 8 )8 4

O

Nota Bene. En todas las definiciones anteriores, se presupone que las series y/o integrales
involucradas son absolutamente convergentes.

Ejemplo 1.10 (Distribucién de Cauchy). Sea X una variable aleatoria con distribucion de
Cauchy. Esto es, X es absolutamente continua y admite una densidad de probabilidades de

la forma
1

f(x):m-

5



Debido a que

/ || f(z)dx = / 7r(1‘i|x2)d$ = 00,

X no tiene esperanza. ]

Teorema 1.11. Sea X una variable aleatoria no negativa (i.e., Fx(x) = P(X < x) = 0 para
todo x < 0). Vale que

E[X] = /0 Y= Py ()] da (6)

Demostracién. El argumento principal esta contenido en la Figura 2. El caso general se
deduce usando técnicas de “paso al limite”.

Pk

Tk

Figura 2: Argumento geométrico que muestra la validez de la identidad (6) en el caso en que
X es no negativa, discreta y a valores 0 < x1 < w9 < -+ < x. Si p; = P(X = a;), el drea
de la regién sombreada es la suma z1p; + - -+ + zxpr, = E[X] de las dreas de los rectdngulos

horizontales y coincide con la integral de la altura P(X > x).
O

Corolario 1.12. Sea X una variable aleatoria con funcién de distribucién Fx(z). Vale que

o) 0
E[X] = /O 1= Fy(2)] dz / Fy (2)dz. (7)

—00

Demostracion. Ejercicio. O



Nota Bene. Las identidades (6) y (7) son interesantes porque muestran que para calcular
la esperanza de una variable aleatoria basta conocer su funcién de distribucion. De hecho, la
identidad (7) ofrece una definicién alternativa y unificada de la nocién de esperanza. O

Ejemplo 1.13. Una maquina fue disenada para prestar servicios en una instalacion produc-
tiva. La maquina se enciende al iniciar la jornada laboral y se apaga al finalizar la misma. Si
durante ese periodo la maquina falla, se la repara y en esa tarea se consume el resto de la
jornada.

Suponiendo que la funcién intensidad de fallas de la méquina es una constante A > 0 (y
que el tiempo se mide en jornadas laborales), hallar el maximo valor de A que permita asegurar
con una probabilidad mayor o igual que 2/3 que la méquina prestard servicios durante una
jornada laboral completa. Para ese valor de A, hallar (y graficar) la funcién de distribucién
del tiempo, T, de funcionamiento de la maquina durante una jornada laboral y calcular el
tiempo medio de funcionamiento, E[T7].

Solucién. Si T3 es el tiempo que transcurre desde que se enciende la maquina hasta que
ocurre la primer falla, el evento “la maquina funciona durante una jornada laboral completa”
se describe mediante {77 > 1}. Queremos hallar el maximo A > 0 tal que P(T} > 1) > 2/3.
Debido a que la funcién intensidad de fallas es una constante A se tiene que P(T} > t) = e~
En consecuencia, P(T} > 1) > 2/3 <= e >2/3 <= X < —log(2/3). Por lo tanto,
A = —log(2/3). En tal caso, P(T' > 1) = 2/3.

A

1 e

1/3

Figura 3: Gréfico de la funcién de distribucién de T

El tiempo de funcionamiento de la méquina por jornada laboral es T'= min{T}, 1}. Para
t > 0 vale que

Fr(t) = B(T<t)=1—PB(T>1t)=1—Pmin{Ty, 1} > 1)
= 1-P(T1 > 0)1{1 >t} =1 —@P1{t < 1}
- (1 - elog<2/3>t> 1{0 <t < 1} +1{t > 1}.
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Como T > 0 y conocemos la funcién P(T" > t) lo mas sencillo para calcular la esperanza
es usar la formula E[T] = [ P(T > t)dt:

1
() 1 log(2/3)t _
E[T] = / P(T > t)dt = / (los(/3)t gy — © _ 231
: : e /)|, ~ 1o82/3)
13
= — 1 ~0.822...
log(2/3)

1.2. Calculo

Sea X una variable aleatoria cuya funcién de distribucién conocemos. Queremos calcular
la esperanza de alguna funcién de X, digamos, g(X). ;Cémo se puede efectuar ese calculo?
Una manera es la siguiente: (1) Hallamos la funcién de distribucién de la variable aleatoria
Y = g(X) a partir del conocimiento que tenemos sobre la distribucién de X:

Fy(y) =P(Y <y)=P(g(X) <y) =P (X € g~ (~o0,y]).
(2) Usando la distribucién de Y calculamos la esperanza E[g(X )] = E[Y] por definicién.

Ejemplo 1.14. Sea X una variable aleatoria discreta tal que P(X =0) = 0.2, P(X =1) = 0.5
y P(X = 2) = 0.3. Queremos calcular E[X?]. Poniendo ¥ = X? obtenemos una variable
aleatoria a valores en {0%,12,22} tal que P(Y = 0) =02 P(Y = 1) = 0.5y P(Y = 4) = 0.3.
Por definicion, E[X?] = E[Y] = 0(0.2) + 1(0.5) + 4(0.3) = 1.7. O

Ejemplo 1.15. Sea X una variable aleatoria con distribucién uniforme sobre el intervalo
(0,1). Queremos calcular E[X3]. Ponemos Y = X? y calculamos su funcién de distribucién:
para cada 0 < y < 1 vale que Fy(y) = P(Y < y) = P(X? < y) = P(X < y'/3) = y!/3,
Derivando Fy (y) obtenemos la densidad de probabilidad de Y: fy (y) = %y_Q/ 31{0 <y < 1}.
Por definicién,

Euﬂ—mn—/mjw>d—/q1-wd—1/lwd—13ﬂf—1
= —_OOZ/Y?J y_oy?)y y_30y 9—3434 0—4-
]

Nota Bene. Existe una manera mucho mas simple para calcular la esperanza de Y = g(X)
que no recurre al procedimiento de determinar primero la distribucién de Y para luego calcular
su esperanza por definicién. El Teorema siguiente muestra cémo hacerlo.

Teorema 1.16. Sea X una variable aleatoria y sea g : R — R una funcién tal que g(X)
también es una variable aleatoria.
(a) Si X es discreta con atomos en el conjunto A, entonces

E[g(X)] = Y g(2)P(X = x). (8)
€A
(b) Si X es continua con densidad de probabilidad fx(z) y g(X) es continua, entonces

HﬂXﬂz/mg@Nk@Mw (9)

—00



(c) Si X es mixta,

Elg(X)] =) g(x)P(X = z) + /Oo g(x)Fx (x)dz, (10)

T€eA -

donde A es el conjunto de todos los dtomos de Fx(z) y F% (z) es un funcién que coincide
con la derivada de Fx(z) en todos los puntos donde esa funcién es derivable y vale cero en
otro lado.

Demostracién. Para simplificar la demostracién supondremos que g > 0.
(a) Por el Teorema 1.11 tenemos que

Elg(X)] = /pr<g<x>>y>dy: /0°° (21{g<x>>ym<x:x>) dy

TEA

= 3 ([ 1t0t) > ) B =) = S atarpx = o)

zEA TEA

(b) Por el Teorema 1.11 tenemos que

Elg(X)] = /OOOP<9<X>>y>dy= /Om ( /{ . }f(x)d:r> dy
x:g(x)>y

-/ Z ( /0 " dy) foyiz = [ Zg@)f(x)dx-

(c) Se obtiene combinando adecuadamente los resultados (a) y (b). O

Ejemplo 1.17. Aplicando la parte (a) del Teorema 1.16 al Ejemplo 1.14 se obtiene

E[X?] = 0%(0.2) 4+ 1%(0.5) + 2%(0.3) = 1.7.

Ejemplo 1.18. Aplicando la parte (b) del Teorema 1.16 al Ejemplo 1.15 se obtiene

! 1
E[X?] :/ e = .
0 4

O

Teorema 1.19 (Célculo de Esperanzas). Sea X un vector aleatorio y sea g : R" — R una
funcién tal que g(X) es una variable aleatoria. Si la variable aleatoria g(X) tiene esperanza
finita, entonces

> o« 9(x)px (x) en el caso discreto,
Elg(X)] =
Jzn 9(%) fx(x)dx  en el caso continuo,

donde, segtin sea el caso, px (x) y fx(x) son la funcién de probabilidad y la densidad conjunta
del vector X, respectivamente.



Demostracion. Enteramente andloga a la que hicimos en dimensién 1. O

Sobre el calculo de esperanzas. El Teorema 1.19 es una herramienta préactica para
calcular esperanzas. Su resultado establece que si queremos calcular la esperanza de una
transformacién unidimensional del vector X, ¢g(X), no necesitamos calcular la distribucién
de ¢g(X). La esperanza E[g(X)] puede calcularse directamente a partir del conocimiento de la
distribucién conjunta de X. O

Corolario 1.20 (Esperanza de las marginales). Sea X = (Xi,...,X,,) un vector aleatorio.
Si la variable X; tiene esperanza finita, entonces

Y o Tipx (%) en el caso discreto,
E[Xi] =

fR" x;fx(x)dx en el caso continuo.

1.3. Propiedades

(a) Si X =1, entonces E[X] = 1.

(b) Monotonia. Si X7 y Xo son dos variables aleatorias tales que X; < X, entonces
E[X;] < E[X5].

(c) Si X es una variable aleatoria tal que E[X"] es finita y ag, a1, ...,a, son constantes,
entonces

E

> aka] = aE[X"]. (11)
k=0 k=0

(d) Linealidad. Si las variables aleatorias X1, ..., X, tienen esperanza finita y a1, ag, . .., an
son constantes, entonces

E

=1 =1

(e) Regla del producto independiente. Si las variables aleatorias Xi,..., X, tienen esper-
anza finita y son independientes, entonces el producto tiene esperanza finita y coincide con
el producto de las esperanzas:

E

II X@-] = [[Elxi). (13)
i=1 =1

Demostracién. (a) es consecuencia inmediata de la Definicién 1.1 porque P(X = 1) = 1.
(b) es consecuencia del Teorema 1.11 y de que para todo x € R vale que Fx, (z) > Fx,(z).
(c) es consecuencia inmediata del Teorema 1.16. (d) es consecuencia inmediata del Teorema
1.19. (e) es consecuencia del Teorema 1.19 y de la factorizacién de la distribucién conjunta
como producto de las distribuciones marginales. O
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1.4. Dividir y conquistar

Teorema 1.21. Sea (€2, 4,P) un espacio de probabilidad y sea X : € — R una variable
aleatoria. Sea A C R un conjunto tal que {X € A} = {w € Q : X(w) € A} € A. Si
P(X € A) > 0, entonces

L mx1{x e 4} (14)

EIX|X € 4] = 5oyl

Demostracion. Para simplificar la exposiciéon vamos a suponer que la variable aleatoria X
es discreta. Por la Definicion 1.1 tenemos que

(X
EX|X € 4] = E Tpx|xealT g x XGAil{xEA}
TeX(Q) T€X(Q)
1 1
= —— 1 AIP(X =2) = ————=E[X1{X € A}].
z€X(Q)
La ultima igualdad es consecuencia del Teorema 1.16. O

Ejemplo 1.22. Sea X el resultado del tiro de un dado equilibrado y sea A = {2,4,6}. De
acuerdo con (14) la esperanza de X|X € A es

1 1 /2 4 6
EX| X e Al=——E[X1{X €A = 4.
X1 } P(X € A) X1 H= 1/2( +6+6>
Resultado que por otra parte es intuitivamente evidente. ]

Teorema 1.23 (Férmula de probabilidad total). Sea X una variable aleatoria. Si Ay, ..., A,
es una particién medible de R tal que P(X € A;) >0, ¢ =1,...,n. Entonces,

E[X] = zn:E[X|X € A4]P(X € A;). (15)
=1

Demostracién. Descomponemos la variable X como una suma de variables (dependientes
de la particién) X = > 7" | X1{X € A;}. Como la esperanza es un operador lineal tenemos
que

= Zn:E[Xl{X S Ai}] = ZH:E[X’X S AZ]]P(X S Ai)

i=1 i=1

La tdltima igualdad se obtiene de (14). O

Nota Bene. Sea g : R — R una funcién tal que g(X) es una variable aleatoria. Bajo las
hipdtesis del Teorema 1.23 también vale que

ZE X)|X € AJP(X € A)). (16)
La férmula (16) se puede extender sin ninguna dificultad al caso multidimensional. O
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Ejemplo 1.24 (Dividir y conquistar). Todas las mananas Lucas llega a la estacién del subte
entre las 7:10 y las 7:30 (con distribucién uniforme en el intervalo). El subte llega a la estacién
cada quince minutos comenzando a las 6:00. Calcular la media del tiempo que tiene que esperar
Lucas hasta subirse al subte.

Sea X el horario en que Lucas llega a la estacion del subte. El tiempo que tiene que esperar
hasta subirse al subte se describe por

T =(7.15— X)1{X € [7:10,7: 15]} + (7: 30 — X)1{X € (7: 15,7 : 30]}.

Ahora bien, dado que X € [7:10,7 : 15], la distribucién de T' es uniforme sobre el intervalo
[0, 5] minutos y dado que X € (7 : 15,7 : 30] la distribucién de T es uniforme sobre el intervalo
[0, 15] minutos. De acuerdo con (16)

5(5 15 (15
ET]==(~—)+—= (=) =625
7] 2<20>+2<20> 025

2. Varianza

2.1. Definicion

La esperanza de una variable aleatoria X, E[X], también se conoce como la media o el
primer momento de X. La cantidad E[X™], n > 1, se llama el n-ésimo momento de X. Si la
esperanza E[X] es finita, la cantidad E[(X — E[X])"] se llama el n-ésimo momento central.

Después de la esperanza la siguiente cantidad en orden de importancia para resumir el
comportamiento de una variable aleatoria X es su segundo momento central también llamado
la varianza de X.

Definicién 2.1 (Varianza). Sea X una variable aleatoria con esperanza finita. La varianza
de X se define por

V(X):=E[(X - E[X])?]. (17)

En otras palabras, la varianza de X es la esperanza de la variable aleatoria (X — E[X])2.

Puesto que (X — E[X])? s6lo puede tomar valores no negativos, la varianza es no negativa.

La varianza de X es una de las formas mas utilizadas para medir la dispersion de los
valores de X respecto de su media. Otra medida de dispersion es el desvio estandar de X,
que se define como la raiz cuadrada de la varianza y se denota o(X):

o(X) =V V(X). (18)

A diferencia de la varianza, el desvio estdndar de una variable aleatoria es mas facil de
interpretar porque tiene las mismas unidades de X.

Nota Bene: Grandes valores de V(X) significan grandes variaciones de los valores de X
alrededor de la media. Al contrario, pequenos valores de V(X) implican una pronunciada
concentracién de la masa de la distribucién de probabilidades en un entorno de la media. En
el caso extremo, cuando la varianza es 0, la masa total de la distribucién de probabilidades se
concentra en la media. Estas afirmaciones pueden hacerse més precisas y seran desarrolladas
en la seccién 4.
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2.2. Calculo

Una manera “brutal” de calcular V(X)) es calcular la funcién de distribucién de la variable
aleatoria (X — E[X])? y usar la definicién de esperanza. En lo que sigue mostraremos una
manera mas simple de realizar ese tipo célculo.

Proposicién 2.2 (Expresién de la varianza en términos de los momentos). Sea X una variable
aleatoria con primer y segundo momentos finitos, entonces

V(X) = E[X?] - E[X]% (19)
En palabras, la varianza es la diferencia entre el segundo momento y el cuadrado del primer
momento.
Demostracién. Desarrollar el cuadrado (X —E[X])? y usar las propiedades de la esperanza.
Poniendo (X — E[X])? = X? — 2XE[X] + E[X]? se obtiene
V(X) = E[X?] — 2XE[X] + E[X]? = E[X?] — 2E[X]? + E[X]? = E[X?] — E[X]°.
O

Ejemplo 2.3 (Varianza de la funcién indicadora). Sea (2, A, P) un espacio de probabilidad.
Para cualquier evento A € A vale que

V(1{w € A}) = E[1{w € A}?] - E[1{w € A}]> = P(A) — P(4)? = P(A)(1 — P(4)).  (20)
O

Ejemplo 2.4 (Dado equilibrado). Sea X el resultado del lanzamiento de un dado equilibrado.
Por el Ejemplo 1.3 sabemos que E[X] = 7/2. Por otra parte

ZxQ_ 1+4+94+16+254+36 91
- 6 6

Por lo tanto, de acuerdo con la Proposicién 2.2, la varianza de X es
91  (7\® 32 8
X = — — — = — = —,
V(X) 6 (2> 12 3
O

Ejemplo 2.5 (Fiabilidad). Sea T el tiempo de espera hasta que ocurre la primer falla en
un sistema electrénico con funcién intensidad de fallas de la forma A(t) = 2t1{¢ > 0}. Por el
Ejemplo 1.7 sabemos que E[T] = \/7/2. Por otra parte,

E[T?] :/ tzf(t)dt:/o t22texp(—t2)dt:/0 re dx = 1.

La tercera igualdad se obtiene mediante el cambio de variables t? = z y la cuarta se deduce
usando la férmula de integracién por partes aplicada a u =z y v/ = e™*.
Por lo tanto, de acuerdo con la Proposicién 2.2, la varianza de T es

V(T):1—<\/;>2:1—Z.
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2.3. Propiedades

Proposicién 2.6. Para todo a,b € R

V(aX +b) = a*V(X). (21)

Demostracion. Por definicién,
V(aX +b) = E[(aX 4+ b — E[aX 4 ))?] = E[e*(X — E[X])?] = *V(X).

Para obtener la segunda igualdad usamos que ElaX + b| = aE[X] + b. O

Error cuadratico medio. Una manera de “representar” la variable aleatoria X mediante
un valor fijo ¢ € R es hallar el valor ¢ que minimice el llamado error cuadrdtico medio,
E[(X — ¢)?.

Teorema 2.7 (Pitdgoras). Sea X una variable aleatoria con esperanza y varianza finitas.
Para toda constante ¢ € R vale que

E[(X — )’ = V(X)? + (E[X] — ¢)*.
En particular, el valor de ¢ que minimiza el error cuadratico medio es la esperanza de X,

E[X].

Demostracién. Escribiendo X —c en la forma X —E[X]|4+E[X]—c y desarrollando cuadrados
se obtiene (X —c)? = (X —E[X])?+(E[X]—¢)?+2(X —E[X])(E[X]—c¢). El resultado se obtiene
tomando esperanza en ambos lados de la igualdad y observando que E[X — E[X]] = 0. O

3. Covarianza

3.1. Definicion

Definicién 3.1 (Covarianza). Sean X e Y dos variables aleatorias de varianzas finitas
definidas sobre el mismo espacio de probabilidad (92, A, P). La covarianza de X e Y se define
por

Cou(X,Y) := E[(X — E[X]) (Y — E[Y])]. (22)

3.2. Calculo

Proposicién 3.2. Sean X e Y dos variables aleatorias definidas sobre el mismo espacio de
probabilidad (€2, .4, P). Si los segundos momentos de las variables aleatorias X e Y son finitos,
se tiene que

Cov(X,Y) = E[XY] — E[X]E[Y]. (23)
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Demostracién. La esperanza del producto E[XY] es finita porque las esperanzas E[X?] y
E[Y?] son finitas y vale que |zy| < %(xQ +92). Usando la propiedad distributiva del producto
y la linealidad de la esperanza tenemos que

E[(X - E[X]) (Y —E[Y])] = E[XY —E[Y]X — E[X]Y + E[X]E[Y]]
E[XY] - E[Y]E[X] — E[X]E[Y] + E[X]|E[Y]
= E[XY]-E[X]E[Y].

O]

Ejemplo 3.3. Sea (2, A, P) un espacio de probabilidad y sean A € Ay B € A dos eventos de
probabilidad positiva. Consideremos las variables aleatorias X = 1{w € A} e Y = 1{w € B}.
Entonces,

Cou(X,Y) = E[XY]-E[X]E[Y]
= P(XY =1)—P(X =1)PY =1)
= P(X=1Y=1)-PX =1)PY =1).

—_

La segunda y la tercera igualdad se obtienen de (2) observando que XY es una variable a
valores 0 o 1 que vale 1 si y solo si X e Y son ambas 1.
Notamos que

Cow(X,)Y)>0 «— PX=LY=1)>PX=1)PY =1)
= P();(:)(l’zyl): D >PY =1)

= Py =1X=1)>PY=1).

En palabras, la covarianza de X e Y es positiva si y solamente si la condicién X = 1 aumenta
la probabilidad de que ¥ = 1. O

Ejemplo 3.4. En una urna hay 6 bolas rojas y 4 bolas negras. Se extraen 2 bolas al azar sin
reposicion. Consideramos los eventos

A; = {sale una bola roja en la i-ésima extraccién}, 1=1,2,

y definimos las variables aleatorias X; y X5 como las funciones indicadoras de los eventos
Ay y As respectivamente. De acuerdo con el Ejemplo anterior es intuitivamente claro que
Cov(X1,X2) < 0. (4Por qué?)

CO'U(Xl,XQ) = P(Xl = 1,X2 = 1) - ]P)(Xl = 1)]P)(X2 = 1) = P(Al N Az) - ]P(Al)]P(AQ)
6 5 6 (5 6 6 4 2
= %5 10 9><10+9><10) = —== = —0.02666...

O]

Nota Bene. Se puede mostrar que Cov(X,Y) > 0 es una indicacién de que Y tiende a
crecer cuando X lo hace, mientras que Cov(X,Y) < 0 es una indicacién de que Y decrece
cuando X crece. O
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3.3. Propiedades

Lema 3.5 (Propiedades). Para variables aleatorias X, Y, Z y constantes a, valen las siguientes
propiedades

1. Cov(X,X) = V(X),

2. Cov(X,Y) =Cov(Y, X),

3. Cov(aX,Y)=aCou(X,Y),
4. Cov(X,)Y +7Z)=Cov(X,Y)+ Cov(X, Z).

Demostracion. Ejercicio. O

Sobre la esperanza del producto. Si se conoce la covarianza y la esperanza de las
marginales, la identidad (23) puede ser 1til para calcular la esperanza del producto:

E[XY] = E[X]E[Y] + Cov(X,Y).

Nota Bene. Si X eY son independientes, Cov(X,Y) = 0 porque E[XY] = E[X]E[Y]. Pero

la reciproca no es cierta.

Ejemplo 3.6 (Dos bolas en dos urnas). El experimento aleatorio consiste en ubicar dos
bolas distinguibles en dos urnas. Sean N la cantidad de urnas ocupadas y X; la cantidad
de bolas en la urna i. El espacio muestral se puede representar de la siguiente manera {2 =
{(1,1);(1,2);(2,1);(2,2)}. La funcién de probabilidad conjunta de N y X; se muestra en el
Cuadro 1

N\X;| 0o 1 2 |pn
1 1/4 0 1/4|1/2
2 0 1/2 0 |1/2
px, | 1/4 12 1/4

Cuadro 1: Funcién de probabilidad conjunta de (N, X7).

Para calcular la esperanza del producto N X; usamos el Teorema 1.19

EINXy] = 1-1-pnx,(L,1)+1-2-pyx,(1,2) +2-1-pnx,(2,1) +2-2pn x,(2,2)
= 1-0+2-1/4+2-1/2+4-0=3/2.

Es facil ver que E[N] = 3/2 y E[X;] = 1. Por lo tanto, Cov(N,X;) = 0. Sin embargo, las
variables N y X no son independientes. O

3.4. Varianza de sumas

Usando las propiedades de la covarianza enunciadas en Lema 3.5 se puede demostrar que

Cov | D X, Y Y| =)D Cov(X,,Y;) (24)
i=1 j=1

i=1 j=1
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En particular, se obtiene que
\Y (ZX) =Cov | Y X, > X; | =D V(X)) +2) > Cov(X,,Y5). (25)
i=1 i=1 j=1 i=1 i=1 j<i

Finalmente, si las variables son independientes
n n
\Y% (Z Xl-) = V(X)) (26)
i=1 i=1

4. Algunas desigualdades

4.1. Cauchy-Schwartz
Teorema 4.1 (Cauchy-Schwartz).

E[|XY] < (E[X?)E[Y?)"/? (27)

Demostracién. Observar que para todo ¢t € R:
0 <E[(t|X|+ Y)Y = E[X?]+2AE[|XY]|]+E[Y?.

Como la funcién cuadratica en t que aparece en el lado derecho de la igualdad tiene a lo sumo
una raiz real se deduce que

4E[|XY|)? — 4E[X?|E[Y?] < 0.
Por lo tanto,

E[IXY]}* < E[X?E[Y?].

Corolario 4.2. Sea X una variable aleatoria tal que E[X?] < co. Si a < E[X], entonces

(B[X] - a)®

P(X > a) > E[X7)

Demostracién. De la desigualdad X1{X > a} < |X1{X > a}| y de la propiedad de
monotonia de la esperanza se deduce que
E[X1{X > a}] < E[|X1{X > a}|]. (28)
Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwartz a |[X1{X > a}| se obtiene que
E[IX1{X > a}[] < (E[X’[E[L{X > a}’])'/* = (E[X*|P(X > a))'/? (29)
Observando que X = X1{X > a} + X1{X < a} y que X1{X < a} < a se deduce que

E[X] = E[X1{X > a}] + E[X1{X < a}] <E[X1{X > a}] +a
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y en consecuencia,
E[X]| —a < E[X1{X > a}]. (30)
Combinando las desigualdades (30), (28) y (29) se obtiene que
E[X] —a < (E[X?|P(X > a))"/?
y como E[X] —a > 0, elevando al cuadrado, se concluye que
(E[X] — a)? <E[XYP(X > a).

El resultado se obtiene despejando. O

4.2. Chebyshev

Teorema 4.3 (Desigualdad de Chebyshev). Sea ¢ : R — R tal que ¢ > 0 y A € B(R). Sea
ia:=1nf{p(x): v € A}. Entonces,

iAP(X € A) < E[p(X)) (31)

Demostracién. La definicién de i4 y el hecho de que ¢ > 0 implican que
ial{X € A} < p(X)1{X € A} < p(X)

El resultado se obtiene tomando esperanza. ]
En lo que sigue enunciaremos algunos corolarios que se obtienen como casos particulares
del Teorema 4.3.

Corolario 4.4 (Desigualdad de Markov). Sea X una variable aleatoria a valores no negativos.
Para cada a > 0 vale que

E[X]

P(X >a) <
(Xza)< =

(32)

Demostracién. Aplicar la desigualdad de Chebyshev usando la funcién ¢(x) = z restringi-
da a la semi-recta no negativa [0,00) y el conjunto A = [a, o0) para obtener

aP(X > a) < E[p(X)] = E[X].
y despejar. O
Corolario 4.5. Sea a > 0. Vale que

P(X >a) < %E[XQ]. (33)

Demostracién. Aplicar la desigualdad de Chebyshev usando la funcién ¢(z) = 22 y el
conjunto A = (a, c0) para obtener

a*P(X > a) < E[X?]
y despejar. ]
Corolario 4.6 (Pequena desigualdad de Chebyshev). Sea X una variable aleatoria de vari-
anza finita. Para cada a > 0 vale que
V(X)

P(X ~E[X]| > a) < —

(34)
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Demostracién. Debido a que (X — E[X])? es una variable aleatoria no negativa podemos
aplicar la desigualdad de Markov (poniendo a? en lugar de a) y obtenemos
E[(X —E[X])?] _ V(X)

P ((X — E[X])? > a®) < = -

La desigualdad (X — E[X])? > a? es equivalente a la desigualdad |X — E[X]| > a. Por lo
tanto,

V(X)

P(X - E[X]| 2 0) < —

Lo que concluye la demostracion. O

Nota Bene. Grosso modo la pequena desigualdad de Chebyshev establece que si la varianza
es pequena, los grandes desvios respecto de la media son improbables.

Corolario 4.7. Sea X una variable aleatoria con varianza finita, entonces para cada a > 0

1
B(X — E[X]| > ao(X)) < —. (35)
«
El resultado se obtiene poniendo a = ao(X) en la pequena desigualdad de Chebyshev. ]

Ejemplo 4.8. La cantidad X de articulos producidos por un fabrica durante una semana es
una variable aleatoria de media 500.
(a) ;Qué puede decirse sobre la probabilidad de que la produccién semanal supere los
1000 articulos? Por la desigualdad de Markov,
E[X] 500 1
P(X>1000) < — = —— = —.
Xz )< 1000 1000 2
(b) Si la varianza de la produccién semanal es conocida e igual a 100, ;qué puede decirse
sobre la probabilidad de que la producciéon semanal se encuentre entre 400 y 600 articulos?
Por la desigualdad de Chebyshev,

P (| X — 500] > 100) < o _ 1
- = (100)2 100
Por lo tanto, P (]X — 500| < 100) > 1 — 1—(1)0 = %, la probabilidad de que la produccién
semanal se encuentre entre 400 y 600 articulos es al menos 0.99. O

El que mucho abarca poco aprieta. Las desigualdades de Markov y Chebyshev son im-
portantes porque nos permiten deducir cotas sobre las probabilidades cuando solo se conocen
la media o la media y la varianza de la distribuciéon de probabilidades. Sin embargo, debe
tenerse en cuenta que las desigualdades de Markov y de Chebyshev producen cotas universales
que no dependen de las distribuciones de las variables aleatorias (dependen pura y exclusiva-
mente de los valores de la esperanza y de la varianza). Por este motivo su comportamiento
serd bastante heterogéneo: en algunos casos produciran cotas extremadamente finas, pero en
otros casos solamente cotas groseras. [
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5. La ley débil de los grandes niimeros

Teorema 5.1 (Ley débil de los grandes nimeros). Sea X1, X»,... una sucesién de variables
aleatorias independientes idénticamente distribuidas, tales que V(X;) < co. Sea S,,, n > 1, la
sucesién de las sumas parciales definida por S, := Y " | X;. Entonces, para cualquier € > 0

Iim P < > E) =0.
n—oo

Demostracién. Se obtiene aplicando la desigualdad de Chebyshev a la variable aleatoria
Sp/n. Usando que la esperanza es un operador lineal se obtiene que

ZX] ZE[Xi] =E[X1].

Como las variables X7, Xo,... son independientes tenemos que

V (S, /n) = V(ZX) QZV X).

Entonces, por la desigualdad de Chebyshev, obtenemos la siguiente estimacién

Sp
— —E[X4]
n

[n/n

Sh V(X
P (‘ —E[X1]| > e) M 21). (36)
n ne
Como V(X1) < oo el lado derecho de la tltima desigualdad tiende a 0 cuando n — oo. O

Nota Bene. La ley débil de los grandes ntimeros establecida en el Teorema 5.1 sirve como
base para la nocién intuitiva de probabilidad como medida de las frecuencias relativas. La
proposicién “en una larga serie de ensayos idénticos la frecuencia relativa del evento A se
aproxima a su probabilidad P(A)” se puede hacer tedricamente méas precisa de la siguiente
manera: el resultado de cada ensayo se representa por una variable aleatoria (independiente de
las demads) que vale 1 cuando se obtiene el evento A y vale cero en caso contrario. La expresion
“una larga serie de ensayos” adopta la forma de una sucesion X1, Xo, ... de variables aleatorias
independientes cada una con la misma distribucion que la indicadora del evento A. Notar que
X; = 1 significa que “en el i-ésimo ensayo ocurrié el evento A” y la suma parcial S, = Y ;" | X;
representa la “frecuencia del evento A” en los primeros n ensayos. Puesto que E[X;] = P(A)
y V(X1) =P(A)(1 —P(A)) la estimacién (36) adopta la forma

P < Sn _ ]P’(A)‘ > e> < P(A){A = P(4)) (37)

n ne2
Por lo tanto, la probabilidad de que la frecuencia relativa del evento A se desvie de su prob-
abilidad P(A) en mds de una cantidad prefijada €, puede hacerse todo lo chica que se quiera,
siempre que la cantidad de ensayos n sea suficientemente grande.

Ejemplo 5.2 (Encuesta electoral). Se quiere estimar la proporcién del electorado que pre-
tende votar a un cierto candidato. Cudl debe ser el tamano muestral para garantizar un
determinado error entre la proporcién poblacional, p, y la proporcién muestral S, /n?
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Antes de resolver este problema, debemos reflexionar sobre la definicién de error. Habit-
ualmente, cuando se habla de error, se trata de un nimero real que expresa la (in)capacidad
de una cierta cantidad de representar a otra. En los problemas de estimacién estadistica,
debido a que una de las cantidades es una variable aleatoria y la otra no lo es, no es posible
interpretar de un modo tan sencillo el significado de la palabra error.

Toda medida muestral tiene asociada una incerteza (o un riesgo) expresada por un modelo
probabilistico. En este problema consideramos que el voto de cada elector se comporta como
una variable aleatoria X tal que P(X = 1) = py P(X =0) = 1—p, donde X = 1 significa que
el elector vota por el candidato considerado. Por lo tanto, cuando se habla de que queremos
encontrar un tamano muestral suficiente para un determinado error maximo, por ejemplo
0.02, tenemos que hacerlo con una medida de certeza asociada. Matematicamente, queremos
encontrar n tal que P (“S;L—" — p‘ < 0.02) > 0.9999 o, equivalentemente, queremos encontrar n
tal que

S
P (‘" —p‘ > 0.02) < 0.0001.
n
Usando la estimacion (37) se deduce que

P<&1—p‘>o.o2> gm.

n

El numerador de la fraccién que aparece en el lado derecho de la estimacién depende de p y
el valor de p es desconocido. Sin embargo, sabemos que p(1 — p) es una parabola convexa con
raicesen p = 0y p = 1 y por lo tanto su méximo ocurre cuando p = 1/2, esto es p(1—p) < 1/4.
En la peor hipétesis tenemos:

Sn 1
Pl|— — 02) < — .
<’ n p‘ > 00 ) ~ 4n(0.02)?

Como méximo estamos dispuestos a correr un riesgo de 0.0001 y en el peor caso tenemos aco-
tada la maxima incerteza por (4n(0.02)?)~!. El problema se reduce a resolver la desigualdad
(4n(0.02)%)~1 < 0.0001. Por lo tanto,

n > ((0.0001)4(0.02)%)~! = 6250000.

Una cifra absurdamente grande!! Més adelante, mostraremos que existen métodos mas sofisti-
cados que permiten disminuir el tamano de la muestra. [
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6. Distribuciones particulares

Para facilitar referencias posteriores presentaremos tablas de esperanzas y varianzas de
algunas distribuciones importantes de uso frecuente y describiremos el método para obtener-

las.
Discretas

No. Nombre Probabilidad Soporte | Esperanza Varianza

1. Uniforme biiﬂ a<z<b| (a+0b)/2 | (b—a)(b—a—2)/12

2. Bernoulli p*(1—p)t== x € {0,1} D p(1 —p)

3. Binomial (Z)pl’(l —p)" T 0<x<n np np(l — p)

4. | Geométrica (1—p)*~1p xeN 1/p (1—p)/p?

5. Poisson % —A r € Ny A A

Cuadro 2: Esperanza y varianza de algunas distribuciones discretas de uso frecuente.

Continuas

No. Nombre Densidad Soporte | Esperanza Varianza

1. Uniforme — z € a,b] | (a+0b)/2 (b—a)?/12
2. | Exponencial e A x>0 /A 1/\2

3. Gamma %1‘”_16_)"” x>0 v/ v/\?

Ditve) -1 -1

4. Beta %xm (1 —ax) r e (0,1) 1/11—/431/2 (V1+V2)ZI(Z?+V2+1)
5. Normal 217”76*(‘”*“)2/2"2 reR 7 o?

Cuadro 3: Esperanza y varianza de algunas distribuciones continuas de uso frecuente.
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Cuentas con variables discretas
1. Distribucién uniforme discreta.

Sean a y b dos nimeros enteros tales que a < b. Se dice que la variable aleatoria X tiene
distribucién uniforme sobre el “intervalo” de numeros enteros [a,b] := {a,a + 1,...,b}, y se
denota X ~ Ula,b], si X es discreta y tal que

P(X =2) = 1{zx € {a,a+1,...,b}}.

b—a+1
Notando que la distribucion de X coincide con la de la variable X* + a — 1, donde X*
estd uniformemente distribuida sobre {1,...,b — a + 1}, resulta que

1+ (b— 1 b
E[X] = E[X*]|+a—1= “2‘”)+a—1: “; .
Para calcular la varianza de X, consideramos primero el caso mas simple donde a = 1y b = n.

Por induccién en n se puede ver que

E[X?) = leik2 _ (n—l—l)é2n+ 1).
k=1

La varianza puede obtenerse en términos de los momentos de orden 1 y 2:

V(X) = E[X?)-E[X]?= (n—i-l)é?n—l—l) B (n_znz

(n+1[22n+1)=3(n+1)] n?-— L

12 12
Para el caso general, notamos que la variable aleatoria uniformemente distribuida sobre [a, b]
tiene la misma varianza que la variable aleatoria uniformemente distribuida sobre [1,b—a+ 1],
puesto que esas dos variables difieren en la constante a — 1. Por lo tanto, la varianza buscada
se obtiene de la férmula anterior sustituyendon =56 —a + 1
b—a+1)?-1 (b—a)b—a+2)

X) = .
V(X) 12 12

2. Distribucion Bernoulli.

Seap € (0,1). Se dice que la variable aleatoria X tiene distribucién Bernoulli de pardmetro
p, y se denota X ~ Bernoulli(p), si X es discreta y tal que

P(X =2) =p"(1 —p)'*, donde z =0, 1.
Por definicién,
EX]=0-P(X=0)+1-P(X=1)=0-1—-p)+1-p=np.
Por otra parte,
EX? =0 P(X =0)+1* P(X =1) =p.
Por lo tanto,

V(X) =E[X?] -E[X]? =p—p*=p(1 —p).
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3. Distribucion Binomial.

Sean p € (0,1) y n € N. Se dice que la variable aleatoria X tiene distribucién Binomial
de pardmetros n y p, y se denota X ~ Binomial (n,p), si X es discreta y tal que

P(X =2)= <n>px(l —p)" % donde x =0,1,...,n.

Por definicién,

BX] = S aP(x =)= (") =30
=0 1

r=

n! —T - n—1)! T— n—x
= Loyt 0T e (x)!(x) A

x=1 =1

n—1
= npyz_(:) (n ; 1>py(1 _p)nflfy — np(p + (1 _p))nfl = np.

Andlogamente se puede ver que
E[X?] = np((n —1)p+1).
Por lo tanto,

V(X) = E[X? -E[X]*=np((n—1p+1)— (np)
= np((n—1)p+1—np)=np(l—p).

4. Distribucion Geométrica.

Sea p € (0,1). Se dice que la variable aleatoria X tiene distribuciéon Geométrica de
pardmetro p, y se denota X ~ Geométrica(p), si X es discreta y tal que

P(X =)= (1—p)* p1{z € N}.
Por definicién,
EX] =Y aP(X=2)=Y a(l—p)* 'p=p> =(l—p)*"
r=1 =1 r=1

La serie se calcula observando que x(1 — p)*~! = —%(1 — p)* y recordando que las series de
potencias se pueden derivar término a término:

24



Para calcular V(X)) usaremos la misma técnica: derivamos dos veces ambos lados de la
igualdad Y > (1 —p)*~ ! =p~! y obtenemos

273 — 771:7 1— 171: -1 —9)(1 — rx—3
P L 0 - E ( p) IE 1(93 )@ —2)(1—p)

o0

— >+ Da Zx S et — .
=1 =1

Multiplicando por p los miembros de las igualdades obtenemos, 2p~2 = E[X?] + E[X] =
E[X?] + p~!. En consecuencia, E[X?] = 2p~2 — p~L. Por lo tanto,

V(X)=E[X’|-EXP=2p2-p ' —p?=p?—p =p2(1-p).

5. Distribucion de Poisson.

Sea A > 0. Se dice que la variable aleatoria X tiene distribucién de Poisson de intensidad
A, y se denota X ~ Poisson(\), si X es discreta y tal que

Aﬁ?
P(X =x) = ge_’\l{aj € No}.

Por definicién,

E[X] = g:cP(X =uz) :ga:;e = 7)‘50: AI : = de 7’\§: x)\xi = e et
= A
Derivando término a término, se puede ver que
E[X? = ixQP(X =)= ixj)\—fe*)‘ =X imQ AIT e i .
= = = z! (z—1)!
= /\e_)‘% :01 (a:)fl)' = )\e_)‘% (Ae*) = e <e/\ + )\e)‘) =+ 22

Por lo tanto,

V(X)=E[X?] —E[X] = A+ -\ =\

Cuentas con variables continuas
1. Distribucién uniforme.

Sean a < b. Se dice que la variable aleatoria X tiene distribucién wuniforme sobre el
intervalo [a,b], y se denota X ~ Ula,b], si X es absolutamente continua con densidad de
probabilidades

f(z) = %al{l' € [a,b]}.
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Por definicién,

E[X] = /Ooxf(x)dx_/ooxbial{xe[a’b]}dx_b_la/abxdx_bia<b2;a2>

— 0o —o0
a+b
5

Por otra parte,

[e%S) 1 b 1 b3_ 3 2 b b2
E[XQ]Z/ 2* f(x)dz = /xQd:E: < a):a ravt .

—0o0

Finalmente,

_a2+ab+b27 a+b 2_a2—2ab—l—b2_(b—a)2
B 3 2 B 12 12

2. Distribucion exponencial.

Sea A > 0. Se dice que la variable aleatoria X tiene distribucién exponencial de intensi-
dad A\, y se denota X ~ Exp(A), si X es absolutamente continua con funcién densidad de
probabilidades

f(x) = e 1{z > 0}.

El calculo de E[X] y V(X) se reduce al caso X ~ Exp(1). Basta observar que Y ~ Exp(\)
siy solo si Y = A71X, donde X ~ Exp(1) y usar las identidades E]A"!X] = AT'E[X] ¥
V(A™LIX) = A72V(X). En lo que sigue suponemos que X ~ Exp(1).
Integrando por partes se obtiene,
oo [e'e]
+ / e “dx
0 0

E[X] = /°° zf(z)dx = /OO ze “1{x >0} = /000 Ave Pdr = —ze "

— 00 —00

= 1

Por otra parte,

E[XQ] :/ fo(x)dx :/ 2l dr = —a:Qe_x‘go —i—/ 2xe Tdx = 2.
0 0

—00

Por lo tanto, V(X) = E[X?] - E[X]?=2-1=1. O

3. Distribucion gamma.

La funcion gamma se define por
oo
I'(t) := / e dx t>0.
0

Integrando por partes puede verse que I'(t) = (¢ — 1)I'(¢t — 1) para todo t > 0. De aqui se
deduce que la funciéon gamma interpola a los nimeros factoriales en el sentido de que

F(n+1)=n! para n=0,1,...
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Sean A > 0y v > 0. Se dice que la variable aleatoria X tiene distribucion gamma de pardmetros
v, A\, ,y se denota X ~ T'(v,\), si X es absolutamente continua con funcién densidad de
probabilidades

2’ Le M 1{z > 0}.

El célculo de E[X] y V(X)) se reduce al caso X ~ I'(v,1). Para ello, basta observar que Y ~
C(v,\) siysolosiY =A"1X, donde X ~T'(v,1) y usar las identidades E]A'X] = A" E[X]
y VIA71X) = A72V(X). En lo que sigue suponemos que X ~ I'(v,1)

E[X] = /000 zf(x)de = /000 F(ly)x”e_mdx = F(ly)f‘(l/ +1)=v.

Del mismo modo se puede ver que E[X?] = (v + 1)v = v? + v. Por lo tanto, V(X) =
E[X?] - E[X]? = v. O
4. Distribucién beta

Sean v;1 > 0y 1n > 0. Se dice que la variable aleatoria X tiene distribucién beta de
pardametros vy, Vo, y se denota X ~ [(vq,19), si X es absolutamente continua con funcién

densidad de probabilidades

Ly +ve)

=" — )2 "4z .
@) = pstse =2 1o € (0.1)
Por definicién,
BX] = [ af@de= [ a0 ey e e 0,1 do

( 1 v gyl gy — Py +v2) T + DI (v2) 1t
r(yl)r(yg)/o P =) A = T o T e +1) 1+ s

Por otra parte,

00 v v 1
E[XZ] = /_ :czf(x)dx = 11:((1/11);:(1/22)) /0 x”1+1(1 — :1:)”2_1 dz
. F(lll =+ 1/2) F(Vl + 2)F(ll2) . 1/1(1/1 + 1)
 T)l(e) T 4+1e+2) (i +ve)( +ra+1)
Finalmente,
B B 141 (1/1 + 1) B 121 2
V(X) — E[X2] _E[X]2 - (Vl _|_ 1/2)(1/1 + Vs + 1) (Vl + I/2>

1240 %]
(1 +12)2(v1 + 12+ 1)
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5. Distribucion normal.

Sean ;4 € Ry 0 > 0. Se dice que la variable aleatoria X tiene distribucién normal de
pardmetros pu, o2, y se denota X ~ N (u,0?), si X es absolutamente continua con funcién

densidad de probabilidades

F@) = e m?/20

V2ro
El célculo de E[X] y V(X) se reduce al caso X ~ N(0,1). Para ello, basta observar que
Y ~ N(p,0?)siysolosi Y = oX +p, donde X ~ N(0,1) y usar las identidades E[o X + ] =
oB[X]+py V(e X +pu) = 02V(X). En lo que sigue suponemos que X ~ N(0,1) y denotamos
su densidad mediante
1 —z2/2

p(z) = N

Es evidente que E[X] = 0. En consecuencia,

oo
V(X)=E[X? = / o(x)dx
— 0o
Observando que ¢'(z) = —zp(z) e integrando por partes se obtiene,

V) = [ alwpla))ds = —apla)

—00

—i—/ o(x)dx =0+ 1.
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1. Funciones de variables aleatorias

Sea X una variable aleatoria definida sobre un espacio de probabilidad (Q2,.4,P). Sea
g : D C R — R una funcién cuyo dominio D contiene al rango de X: X (Q) := {z(w) : w € Q}.
Entonces Y = g(X) estd bien definida y serd una variable aleatoria si y sélo si

{fwe:g(X)<y}e A  paratodoyeR. (1)

En palabras, si g~ ((—o0,y]) := {z € R: g(x) < y}, el conjunto {X € g~!(—o0,y]} debe tener
asignada probabilidad. Este es tipicamente el caso. Por ejemplo, si X es discreta, cualquier
funcién g cuyo dominio contenga al rango de X satisface (1). Si X no es discreta, cualquier
funcién g seccionalmente continua cuyo dominio contenga al rango de X satisface (1).

1.1. Método basico: eventos equivalentes

Si queremos hallar la funcién de distribucién de Y = g(X) tenemos que calcular
Fy(y) =P(Y <y) =P(g(X) <y) =P(X € g~ (~00,y)). (2)
Los siguientes ejemplos ilustran el método bdsico para hacerlo.

Ejemplo 1.1 (Del péndulo a la distribucién de Cauchy). Sea © el dngulo de un péndulo
medido desde la vertical cuyo extremo superior se encuentra sostenido del punto (0,1). Sea
(X,0) el punto de interseccién de la recta que contiene al péndulo y el eje x -ver la Figura 1-.
Trigonometria mediante, sabemos que

X =tan©



Figura 1: Péndulo.

Si el 4ngulo © es una variable aleatoria uniformemente distribuida sobre el intervalo (-3, 5),

cudl es la distribucion de X7
Primero observamos que para cada 6 € (—7/2,7/2) tenemos que
0—(-n/2) O04+7/2 1 0

A e - A

De alli se deduce que
1 1
P(X <z)=P(tan® < z) = P(O < arctanx) = B + — arctan z,
T

y derivando obtenemos que

1
fx(z) = (1t

0

Teorema 1.2. Sea X una variable aleatoria continua con funcion de distribucion creciente.

Entonces, Y = Fx(X) ~ U(0,1).

Demostracion. El analisis se reduce a examinar el comportamiento de la funciéon de dis-

tribucién de Y sobre el intervalo (0, 1). Para cada y € (0,1) vale que

Fy(y) =P(Y <y) =P(Fx(X) <y) =P(X < Fx'(y)) = Fx(Fx'(y)) = v.

O

Corolario 1.3. Sea X wuna variable aleatoria continua con funcion de distribucion creciente.
Sea Y una variable aleatoria cualquiera. Entonces X puede transformarse en una copia de'Y

haciendo lo siguiente: Y = Fy ' (Fx (X)), donde Fyt es la inversa generalizada de Y .

Ejemplo 1.4. Construir una moneda equilibrada X usando una variable aleatoria 1" con

distribucién exponencial de intensidad 1.

X 1
X:1{2<1—6T<1}.



El siguiente ejemplo puede considerarse un prototipo que ilustra cémo tratar con las
funciones de variables aleatorias cuando no son inyectivas.

Ejemplo 1.5 (Prototipo). Sea X una variable aleatoria cualquiera y sea Y = X?2. Queremos
determinar la distribucién de Y.

1. Calculo explicito de la funcién de distribucién. La funcién de distribucion de Y se
calcula observando que g(z) = #? y utilizando la férmula: Fy (y) =P (X € g~ '((—00,])). En
este caso, el conjunto g~ !((—o0,y]) adopta la forma

9 ' (=00, 9) = {:c eR:z22< y} = { [_\/% VYl zi z i 8,

Por lo tanto,

Fy(y) =P(=Vy < X < Vy) Uy > 0} = (Fx(Vy) = Fx(=vy—)) H{y > 0}. 3)

En particular, si X es continua, P(X = z) = 0 para todo € R y la identidad (3) adopta la
forma

Fy(y) = (Fx(Vy) — Fx(=vy)) 1{y > 0}. (4)
2. Calculo explicito de la densidad de probabilidades. Si X es absolutamente continua

con densidad de probabilidades fx(z), la densidad de probabilidades de Y = X? se obtiene
derivando la funcién de distribucién Fy (y). De la identidad (4) se deduce que:

frly) = ijy(y)=<fx(\/z7)1—fx(—x/§)_l ﬂ) 1{y > 0}

2i

- 2% (Fx (V) + fx(—vi) 1{y > 0}, (5)

O]

Ejemplo 1.6 (De continua a discreta). Sea U ~ U(0,1]. Hacemos Y = [10U], donde [z]
representa la parte entera de x € R. Queremos determinar la funciéon de probabilidad de Y.

En primer lugar observamos que la variable aleatoria Y es el primer digito del desarrollo
decimal de un nimero elegido al azar sobre el intervalo (0,1). Los posibles valores de Y son
0,1,...,9. Para cada y € {0,1,...,9} vale que

Y y+1 1

PY=y)=P( = < TV ) = —.

(¥'=v) <10<U— 10> 10

En otras palabras, Y ~ U{0,1,...,9}. O

Ejemplo 1.7. Sea T' ~ Exp (\) la duracién en minutos de una llamada telefénica. Se factura
un pulso cada tg minutos o fraccion. Queremos determinar la distribucion de la cantidad de
pulsos facturados por la llamada.

La cantidad de pulsos facturados por la llamada se describe por:

N = an{(n — Dty < T < ntp}.

n>1

Notando que N > n <= T > nty obtenemos que
n
P(N > n) = e o = <e_’\t°) =P(T > ty)".

Por lo tanto, N ~ Geométrica (P(T" < tp)). O



Ejemplo 1.8 (Variables discretas). Sea X una variable aleatoria discreta a valores (z;)i>1.
De la relacién Y = g(X) se deduce que los posibles valores de Y son y; = g(z;), i > 1. Si la
funcién de probabilidad de X esta dada por px(x;) = p;, i > 1, la funcién de probabilidad de
Y se determina por

py (i) =P(Y = yi) =P(X € g ' (y)) = Z Pa-
97 (ys)

Ejercicios adicionales

1. Sea X una variable aleatoria discreta tal que P(X = —1) = 1/2, (X =0) = 1/4y
P(X =1) =P(X = 2) = 1/8. Hallar la funcién de probabilidad de Y para Y = 2X 41 y para
Y =2X2 + 1.

1.2. Funciones a trozos: dividir y conquistar

Sea X una variable y sea Ay, Ao, ... una particién de R tal que P(X € A;) > 0 para todo
1 > 1. Consideramos una funcién a trozos definida por

= gi(@)1{x € A},
1>1

donde, para cada i > 1, g; : R — R, es una funcién tal que g;(X) es una variable aleatoria. Si
se quiere hallar la distribucion de

= gi(X)1{X € 4;}
i>1
se puede hacer lo siguiente: considerar las variables truncadas X; = X|X € A;, hallar las
distribuciones de las variables Y; = gi(X /) v luego ponderarlas con los pesos P(X € A;):

= Fy,(y)P(X € Aj). (6)

i>1
En efecto, por una parte tenemos que
Fy(y) = P> g(X)H{X e A} <y| =D P[> g(X)I{X €A} <y, X € 4
j>1 i>1 j>1
= D> Pa(X) <y X ed) =) P(Xeg ' (~o0,y]NA). (7)
i i>1

Por otra parte,
P(X € g~'(—o0,y] N A))

Fy,(y) = P(g:(X;) <y) = P(X; € g7 (—00,y]) =
Equivalentemente,

P(X € g~ (=00, 4] N A;) = Fy,(y)P(X € A). (8)

Combinando (7) y (8) se obtiene (6). O



1.3. Funciones inyectivas suaves

Teorema 1.9 (Cambio de variables). Sea X una variable aleatoria absolutamente continua
con densidad de probabilidades fx(z). Sea Y = ¢g(X), donde g es una funcién monétona
con derivada no nula. Entonces Y es absolutamente continua y admite una densidad de
probabilidades de la forma

fy(y) = (9)

Demostracién.
1. La funcién g es creciente: g(x1) < g(x2) para x; < x9. En tal caso la funcién inversa
¢~ ! también es creciente. En consecuencia,

Fy(y)=PY <y)=Pg(X)<y) =P (X <g ' (y) =Fx (7' (v))- (10)

La funcién Fy (y) es derivable porque es una composicién de funciones derivables. Derivando
con respecto a y y usando la regla de la cadena se obtiene

d Cd o Ix(gT (W)
dyFY(y) - dyFX(g (y)> - g/(g_l(y)) :

2. La funcién g es decreciente: g(x1) > g(x2) para 21 < zo. En este caso la funcién inversa
¢~ ! también es decreciente. En consecuencia,

Fy(y) =P(Y <y) =P(g(X) <y) =P (X > g '(y)) =1 - Fx (97 '(v)). (11)
Derivando con respecto a y se obtiene
d d _fx(g (W)

oYW=y (1= Fx(e™ ) = g9 )

O]

Corolario 1.10 (Cambio lineal). Dados a > 0 y b € R, la densidad de probabilidades de
Y = aX + b adopta la forma

i =atx (U50) (12)

a

En palabras, desde el punto de vista de la densidad de probabilidades, el cambio lineal
y = ax + b efectiia una traslacion en b seguida de un cambio de escala de 1 en a sobre la
densidad original. Cuando el pardametro a se achica, los valores de Y tienden a estar més
concentrados (alrededor del valor medio) y cuando a se agranda, tienden a dispersarse.  [J

Ejemplo 1.11 (Variables exponenciales). Se dice que la variable aleatoria Y tiene distribucion
exponencial de intensidad A > 0, y se denota Y ~ Exp()), si Y = %X, donde X es una
variable aleatoria absolutamente continua que admite una densidad de probabilidades de la
forma fx(z) = e *1{z > 0}. De (12) se deduce que Y admite una densidad de probabilidades
de la forma fy (y) = e 1{y > 0}. O

Ejemplo 1.12 (Variables Normales). Sean p € R y o > 0. Se dice que la variable aleatoria
Y tiene distribucién normal de pardmetros ju, 0%, y se denota Y ~ N(u,02),si Y = 0 X + p,
donde X es una variable aleatoria absolutamente continua con densidad de probabilidades

o(z) = \/%76_962/ 2. De (12) se deduce que Y admite una densidad de probabilidades de la
N2
forma fy(y) = ﬁexp (—%) O]



1.4. Funciones suaves

Nota Bene. Las férmulas (10) y (11) permiten calcular explicitamente la funcién de dis-
tribucién, Fy, para transformaciones monétonas (continuas) Y = g(X), independientemente
de la clase de variable que sea X. ;Qué hacer cuando la transformacion g es suave pero no es
inyectiva?

Ejemplo 1.13. Sea X ~ N(0,1). Segin la férmula (5) la densidad de probabilidades de
g2
Y = X2 es fyr(y) = 74 (9(v/5) + @(~/5)) 1{y > 0}, donde p(z) = —L-e~**/2. Por lo tanto,

fr(y) = \/12?1/1

En otras palabras, si X ~ N(0, 1), entonces X2 ~ I'(1/2,1/2). O

12e7v121{y > 0}.

El Teorema 1.9 puede generalizarse del siguiente modo

Teorema 1.14 (Cambio de variables II). Sea X una variable aleatoria absolutamente con-
tinua con densidad de probabilidades fx(z). Sea Y = g(X), donde g es una funcién deriv-
able con derivada no nula (salvo en contables puntos). Si para cada y € R, el conjunto
g 1(y) = {z € R: g(x) = y} es discreto, entonces Y es absolutamente continua y admite una
funcién densidad de probabilidades de la forma

Friy) = Z fx (@)

(@)
=, 9@

Se sobreentiende que si g7 !(y) =0, fy(y) = 0.

Ejercicios adicionales

2. [James p.98] Si X tiene densidad fx(z), cudl es la densidad de Y = cos X?

2. Funciones de vectores aleatorios

2.1. Meétodo basico: eventos equivalentes

Sea X = (Xi,...,X,) un vector aleatorio definido sobre un espacio de probabilidad
(Q, A, P) y sea g : R* — R una funcién cualquiera. Entonces, Y := g(X) serd una variable
aleatoria si y solo si {w € Q: g(X(w)) <y} € A para todo y € R. La funcién de distribucién
de Y, Fy(y), se puede calcular mediante la funcién de distribucién de X de la siguiente
manera:

Fy(y) =P(Y <y) =P(g(X) <y) =P(X € B,), (13)

donde B, := g7 !((—00,y]) = {x e R": g(x) < y}.



Caso bidimensional continuo. Sea (X,Y) un vector aleatorio con densidad conjunta
fx.y(z,y). Cualquier funcién continua a valores reales g : R — R define una nueva variable
aleatoria Z := ¢g(X,Y’). La funcién de distribucién de Z, Fz(z) = P(Z < z), se puede obtener
a partir de la densidad conjunta de X e Y de la siguiente forma:

1. Para cada z € R se determina el conjunto B, C R? de todos los puntos (z,y) tales que
9(z,y) < z.

2. Integrando la densidad conjunta fx y(x,y) sobre el conjunto B, se obtiene la funcién
de distribucién de Z:

Fy(2) = [[ fxy (@, y)dady. (14)
B
3. La densidad de Z se obtiene derivando la funcién de distribucion respecto de z. ]

Ejemplo 2.1. Sean X e Y dos variables aleatorias independientes cada una con distribucién
uniforme sobre el intervalo [—1,1]. Se quiere hallar la funcién de distribucion y la densidad
de Z =X -Y].

La funcién de distribucién de la variable Z = |X — Y| se puede obtener observando la
Figura 2.

1 y=x+=z

Figura 2: La regiéon sombreada representa los puntos del cuadrado [—1,1] x [—1, 1] tales que
lz—y| <2, 0<z2<2ysudreaesd— (2—2)?=4z— 2%

Debido a que las variables aleatorias X e Y son independientes y uniformemente dis-
tribuidas obre el intervalo [—1, 1], tenemos que P((X,Y) € B) = drea(B)/4, para cualquier
regiéon B contenida en el cuadrado [—1,1] x [—1,1] para la que tenga sentido la nocién
de drea. En consecuencia, Fy(z) = P(|X — Y| < 2) = (42 — 2?)/4 para todo z € [0,2].
Derivando esta ultima expresion respecto de z se obtiene la densidad de Z = |X — Y|

fz(2) = (252) 1{z € (0,2)}. ]




Caso bidimensional discreto. Sea (X,Y) un vector aleatorio discreto sobre un espacio
de probabilidad (£, A,P), con funcién de probabilidad conjunta pyy(x,y). Sea g : R* —
R una funcién cualquiera, Z := g(X,Y) es una nueva variable aleatoria, cuya funcién de
probabilidad, pz(z), se obtiene de la siguiente manera:

pz(2) =P(Z=2)=P(g(X,Y)=2)= Y pxy(zy) (15)
(w,y)€B

donde B, = {(z,y) € X(Q) xY () : g(x,y) = z}. O

2.1.1. Suma de variables

Ejemplo 2.2 (Suma). Sean X,Y dos variables aleatorias con densidad conjunta fxy (z,y)
ysea Z = X +Y. Paracada z € R, B, = {(z,y) € R?: y < 2z — x}. Usando la férmula (14)
se obtiene la funcion de distribucién de Z

Fa) = [ Z ( / OO fx,y@,y)dy) dz. (16)

La densidad de Z se obtiene derivando respecto de z la funcién de distribucién Fz(2)

Falz) = d%FZ(z) _ /_ " ey (o2 — a)da. (17)

Ejemplo 2.3 (Suma de variables independientes). Sean X, Y dos variables aleatorias contin-
uas e independientes con densidad conjunta fxy(z,y) = fx(z)fy(y). Segin la férmula (17)
la densidad de probabilidades de la suma Z = X + Y es

fz(z) = /Oo fxy(z,z—x)de = /OO fx (@) fy(z — x)dx (18)

y se denomina el producto convolucion, fx * fy, de las densidades marginales fx y fy.
Si las densidades marginales fx(x) y fy(y) concentran la masa en [0,00) la férmula (18)
del producto convolucién es un poco mas sencilla:

(fx #* fy)(z) = /0 T i (@) fr (e — o) = /0 " fx(@)fy (= — z)d. (19)

0

Ejemplo 2.4 (Suma de exponenciales independientes de igual intensidad). Sean X e Y
variables aleatorias independientes con distribucién exponencial de intensidad A > 0. La
densidad de la suma X + Y es

fxay(z) = /0 e M2 Ty = \2ze M, (20)

En el lado derecho de la identidad (20) se puede reconocer la densidad de la distribucién
Gamma: I'(2, \). O



2.1.2. Minimo

Queremos caracterizar la funcién de distribucién del minimo entre dos variables aleatorias
X eY, U :=min{X,Y}. En primer lugar observamos que para cada u € R vale que

Fy(u) = PU <u)=Pmin{X,Y} <u)=1-Pmn{X,Y} > u)
= 1-P(X >uY >u). (21)

Si (X,Y) es continuo con funcién de densidad conjunta fx y(z,y) tenemos que

Fol)=1= [ [ frteudody (22)
Si (X,Y) es discreto con funcién de probabilidad conjunta px y (x,y) tenemos que

Fy(u)=1-Y > pxy(z,y). (23)

T>UY>U

Si X e Y son independientes tenemos que
Fyu)=1-=P(X > u)P(Y > u). (24)
Etcétera...

Ejemplo 2.5 (Minimo de exponenciales independientes). Sean X; e Xy variables aleatorias
exponenciales independientes de intensidades A; y Ao respectivamente. De acuerdo con la
identidad (24) tenemos que la funcién de distribucién del minimo U = min{ X1, X2} es

Fy(u) = (1 — e MUe ) 1{y > 0} = (1 — e~ M1H2)0) 10y > 0}, (25)

En palabras, el minimo de dos variables exponenciales independientes es una exponencial cuya
intensidad es la suma de las intensidades de las variables originales.

O]

2.2. El método del Jacobiano

Teorema 2.6 (Cambio de variables en la integral multiple). Sea f : R™ — R wuna funcion
integrable. Sean Gy C R™ y G C R™ regiones abiertas y sea h : Go — G, h = (h1,...,hy)

una biyeccion entre Go y G, cuyas componentes tienen derivadas parciales de primer orden

continuas. Esto es, para todo 1 < 1i,j <n, las funciones Bigi;y) son continuas. Si el Jacobiano
J

de h es diferente de cero en casi todo punto, entonces,

/ f(x)dx = / S Tn(y)ldy,
A h—1(A)

para todo conjunto abierto A C G, donde

- (29 ),

10



El siguiente resultado, que caracteriza la distribucién de un cambio de variables aleatorias,
es una consecuencia inmediata del Teorema 2.6.

Corolario 2.7. Sea X un vector aleatorio n-dimensional con funcién densidad de probabilidad
fx(x). Sean Gy C R™ y G C R" regiones abiertas y sea g : G — G una biyeccién cuya funcién
inversa h = g~! satisface las hipdtesis del Teorema 2.6. Si P(X € G) = 1, entonces, el vector
aleatorio Y = ¢(X) tiene funcién densidad de probabilidad fy(y) de la forma:

() = fx(g7 @)1 (y)l- (26)

Demostracién. Cualquiera sea el conjunto abierto B C GG tenemos

P(YEB) = Py(X)cB) =X ey (B)= [ gy X0
.

1

Poniendo f = fx y h = ¢~ en el Teorema 2.6 se obtiene

/gl(B) fX(X)dXZ/BfX(g_l(y))!Jg1(y)\dy_

En consecuencia,

P(Y D)= /B Fx (g7 )1y (3)ldy.

Por lo tanto, el vector aleatorio Y tiene funcién densidad de probabilidad de la forma fy (y) =
fx(g7 ) Tg1(y)l- m

Nota Bene. Operativamente, la férmula (26) para hallar la densidad conjunta de Y = g(X)
involucra los siguientes pasos: 1. Invertir las variables (i.e., despejar las x’s en funcién de las
y’s). 2. Calcular el Jacobiano de la inversa de g (i.e., calcular el determinante de la matriz
formada por las derivadas parciales de las x; respecto de las y;). 3. Substituir los resultados
obtenidos en los pasos 1. y 2. en la férmula (26). Aunque mecdnico, el método del
jacobiano es un método de naturaleza analitica muy poderoso. O

Nota Bene. Con frecuencia es mas facil obtener el jacobiano de y en relacién a x, pues Y

es una funcién de X. Hay que recordar que los dos jacobianos son reciprocos y que J,-1(y) se

puede obtener a partir de .Jy(x), invirtiendo este dltimo y substituyendo x por g~!(y). Esta

regla es analoga a la regla para la derivada de una funcién inversa en el caso unidimensional:
dg—'(y) _ 1 1

dy 9 (@) |pegryy 997 W)

O
Ejemplo 2.8 (Transformaciones lineales). Si (X1, X2) = (aY] + bY2, c¢Y] + dY3). Entonces,

Iy va (W1, y2) = |ad — bel fx, x, (ay1 + bya, cy1 + dy2).

En general, si X = AY, donde A € R™*"™ es una matriz inversible, se obtiene

fy(y) = | det(A)|fx (Ay). (27)

11



Ejemplo 2.9 (Suma y resta de normales independientes). Sean X; y X9 dos variables aleato-
rias independientes con distribuciones normales N (u1,0?) y N (2, 0?), respectivamente. Su
densidad conjunta es

1

2mo?

Ix1.x, (21, 22)

exp (~ 0z (01 = )? + (02— ) ) 29

Consideramos el cambio de variables (y1,y2) = g(z1,22) = (1 + 2,21 — z2) cuya inversa es
(z1,22) = g7 (y1,42) = 3 (Y1 + Y2, 41 — y2). De acuerdo con la férmula (27) tenemos que

2 2
Foova (i yn) = 1 exp [ — 1 ity (e
Y1,Y2\Y1, Y2 dno? 902 9 H1 9 k2

1 1
X exp (—402 (v —2( + uz)y1)> exp <—402 (v3 —2(m1 — uz)yz)>

_ 2 N
5 exp (_ (11 2((;;10;)@)) >exp <_(y2 2(ét2102)uz)) ) (29)

De la identidad (29) podemos concluir que las variables Y7 e Y2 son independientes y que
se distribuyen de la siguiente manera: Y7 ~ N'(uy + p2,20%), Yo ~ N(p1 — p2,20%). En
otras palabras, st X1 y Xo son dos wvariables aleatorias independientes con distribuciones
normales N'(py,0%) y N(uz, 0?), entonces X1+ Xo y X1 — Xo son independientes y X1+ Xo ~
N(M1+,LL2,202) yXl—XQNN(/Ll—,u27202) O

Nota Bene. Sean X; y X, dos variables aleatorias independientes con distribuciones nor-
males N (p1, o%) y N (2, a%), respectivamente. Cédlculos similares permiten deducir que Xy +
Xo ~ N(p1 + p2, 0% +02) y X1 — Xo ~ N(p1 — p2, 0% + 02). Mds atin, X1 + Xo y X1 — Xo
son independientes si y solo si o3 = 03. O
Ejemplo 2.10 (Persistencia de la mala suerte). Sean X; y Xy variables aleatorias inde-
pendientes con distribucién comun exponencial de intensidad A. Vamos a hallar la densidad
conjunta de (Y7,Y3) donde
(Y1,Y2) = (X1 + X0, X1/ X5).

Para ello consideramos la transformacion

g(x1,22) = (x1 + 22, 21/22) = (Y1, 92)-

La transformacion inversa de g es

Y1y2 Y1
T = , Ty = 30
R 2T 14y (30)

y se obtiene resolviendo un sistema de dos ecuaciones en las variables x1 y xo:

= = 1 = T =
{2?1-1-332 Y1 {3?1-1-332 Y1 {(4‘3/2)962 Y1 { 2_5{322

161/!752 = Y2 T1 = Y222 T1 = Y222

El Jacobiano de la transformacién inversa J,-1(y1,y2) = det ((a:’“) ' ) es
7/7]

0y,
i - Bt () () (1)
g ’ Oy1 Oya Oy Oy L+y2 ) \(1+y2)? (1+92)?2) \ 1+
e U S S /1€ S o ) B 7 (31)
(14+y2)3  (1+y2)? (1+1y9)3 (1+y2)?

12



Substituyendo los resultados (30) y (31) en la férmula (26) se obtiene:

Y1y2 Y1 > 1] (32)

viva(yi,v2) = fxi.x, <1+y2’ Trm) Ot

Por hipétesis,
le,X2 (931,3:2) = )\6_)‘$11{1:1 > O})\e_’\”l{xg > 0} = )\2€_>\($1+$2)1{l’1 > 0,20 > 0}. (33)

De (32) y (33) se obtiene

_ Y1
(i) = Ae /\ylml{yl > 0,y2 > 0}

— <)\2y16_/\y11{y1 > 0}) ( 51{y2 > 0}> : (34)

(1+y2)

De (34) se deduce que las variables Y7 e Y» son independientes.

Nota Bene sobre la persistencia de la mala suerte. De (34) se deduce que la densidad
del cociente Y3 = X1/Xs de dos variables exponenciales independientes de igual intensidad
es de la forma

fva(y2) = 5 1{y2 > 0}. (35)

1
(L4 y2)
En consecuencia, la variable Yo tiene esperanza infinita. Se trata de un hecho notable que
ofrece una explicacién probabilistica de un fenémeno conocido por cualquiera que haya entrado
en una fila de espera denominado la persistencia de la mala suerte®

i Por qué? Supongamos que la variable X representa el tiempo de espera para ser atendi-
dos en la fila elegida (a la que llamaremos la fila 1) y que X5 representa el tiempo de espera
en otra fila que estamos observando mientras esperamos ser atendidos (a la que llamaremos
la fila 2). El cociente X /X5 representa la proporcion del tiempo esperado en la fila 1 en en
relacién al tiempo de espera en fila 2. Por ejemplo, X;/X2 > 3 significa esperamos por lo
menos el triple del tiempo que hubiésemos esperado en la otra fila.

Integrando (35) se deduce que

P(Ys <yo) = /y2 : dy =1- L __» ) y2 >0
o (I+y)? T+ys 14y
Equivalentemente,
P(Y2 > y2) = ! , y2 >0
1499

En particular, la probabilidad de que tengamos que esperar por lo menos el triple del tiempo
que hubiésemos esperado en la otra fila es 1/4. Aunque de acuerdo con este modelo, en
promedio, la mitad de las veces esperamos menos tiempo que en la otra fila, en la préctica, el
fenémeno de la mala suerte se ve sobredimensionado porque no le prestamos atencién a los
tiempos cortos de espera.

'Basta elegir una fila en las miltiples cajas de un supermercado para sufrir este fenémeno y observar que
en la fila elegida el tiempo de espera es el doble o el triple que el tiempo de espera en las otras filas.

13



Para percibir qué significa el resultado E[X;/X3] = +00 basta simular algunos valores de
la variable X7/Xs. Por ejemplo, en 10 simulaciones obtuvimos la siguiente muestra:

1.2562, 0.8942, 0.9534, 0.3596, 29.3658, 1.2641, 3.3443, 0.3452, 13.5228, 7.1701.

El lector puede extraer sus propias conclusiones. O

Ejemplo 2.11 (Gammas y Betas). Sean X; y Xy variables aleatorias independientes con
distribuciones I'(1, A) y I'(r2, A). Vamos a hallar la densidad conjunta de (Y7, Y2) donde

X1
Vi=X;+X Yo = ————.
! 1+ 42 ¢ 2T X+ X,
Para ello consideramos la transformacién
Tr1,2T2) = | 1 + X2, = s .
g(xy, x2) < 1+ 22 $1+x2) (y1,12)
La transformacion inversa de g es
T = Y1y2, v =y1(1 —12). (36)

El Jacobiano de la transformacién inversa es
8951 8$2 8:1:1 8%2

- = = T (=) — (1 —yn) = —
Jg-1(y1,92) 99 90s O O yo(—y1) —y1(1 —y2) = —y1 (37)

Substituyendo los resultados (36) y (37) en la férmula (26) se obtiene:

iy (W1,92) = fxix (1y2, v1 (1 —v2)) [y (38)
Por hipétesis,
AL :L’?l —16—>\x1 1/21,52—16—)@2
fx1,%x, (%1, 22) () {1 > 0} () {z2 > 0}
)\1/1+1/2$11/1*1x52*167/\(11+x2)
= 1 0 0}. 39
F(Vl)F(UQ) {‘Tl >0, x2 > } ( )

De (38) y (39) se obtiene
N2 (1) (g1 (1= go)) 2 e

My ye) = ToOT () H{yiy2 > 0,y1(1 — y2) > 0}y
)\V1+V2ylv1+l/2*16—)\y1
= 1 >0
( F(Vl +I/2) {yl }
D(v +vp)ys' (1 — yo)> !
1{0 < <1 . 40
( F(Vl)F(VQ) { Y2 } ( )

Por lo tanto, Y7 e Y3 son independientes y sus distribuciones son Y; ~ I'(vy + 12, ), Yo ~

B(v1, v2):

)\V1+V2 vi+rve—1_—Ayp
le (yl) = F(I/l + I/Q)yl € l{yl > 0}7
[(vy + 1o _ _
Palm) = pE T - )0 < < 1)
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Nota Bene. Algunos autores utilizan (y promueven!) el método del Jacobiano como una
herramienta para obtener la densidad de variables aleatorias de la forma Y7 = g1 (X7, X2).
Hacen lo siguiente: 1. Introducen una variable auxiliar de la forma Yo = g2(X1, X2) para
obtener un cambio de variables (g1, g2) : R? — R2. 2. Utilizan la férmula del Jacobiano (26)
para obtener la densidad conjunta de (Y7,Y2) a partir de la densidad conjunta de (X7, X»).
3. Obtienen la densidad de Y3 marginando (i.e., integrando la densidad conjunta de (Y7, Y?)
con respecto de y2). Por ejemplo,

Suma: (Xl,XQ) — (Xl + X2,X2) =: (Yi,)@) En tal caso, (.’El,:Eg) = (yl — y2,y2) y el

_ Oz Oxo Ox1 Oxo

Jacobiano tiene la forma J(y1,y2) = By Bys ~ O By = 1. De donde se obtiene

fY1(y1) = /RfXLXQ(yl _y27y2)dy2'

Producto: (X, Xs) — (X71X2,X1) =: (Y1,Y2). En tal caso, (x1,22) = (y2,91/y2) y el

Jacobiano tiene la forma J(y1,y2) = %% = %%? = —y%. De donde se obtiene

le(yl):/Rle,Xz(y%yl/y2)|?/2|_1dy2'

Cociente: (X1, Xo) — (X1/X2,X2) =: (Y1,Y2). En tal caso, (z1,22) = (y1y2,y2) v €l

Jacobiano tiene la forma J(y1,y2) = 9y Jzz _ 921923 — o) De donde se obtiene

~ Oy Oy2 Jy2 Oy1

le(yl):/fol,Xz(y1y2,@/2)|y2|dy2-

Ejercicios adicionales

3. [James p.97] Si X,Y, Z tienen densidad conjunta
6
l+z+y+2)

Hallar la densidad de la variable aleatoria W = X +Y + Z de dos maneras diferentes (método
bésico y método del Jacobiano)

Ixyz(w,y,2) = ( c1{z >0,y >0,z > 0}.

2.3. Funciones k£ a 1

Si la funcién g : R” — R™ no es 1 a 1 también podemos utilizar el método del jacobiano
para determinar la distribucién de Y = g(X). Basta con que g sea 1 a 1 cuando se la restringe
a una de k regiones abiertas disjuntas cuya unién contiene al valor de X con probabilidad 1.

Supongamos que G, GG1, ..., G} son regiones abiertas de R” tales que G71,...Gy son dis-
juntas dos a dos y que
k
P (X e Gg> =1.
/=1

Supongamos ademds que la restriccion de g a Gy, g|Gy, es una correspondencia 1 a 1 entre
Gy y G, para todo £ = 1,...,k y que la funcién inversa de g|Gy, denotada por h® | satisface
todas las condiciones de la funcién h del Teorema 2.6.
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Teorema 2.12. Bajo las condiciones enunciadas mds arriba, si X tiene densidad fx(x),
entonces Y tiene densidad

k
Fr(y) =D fx(h 9y J0 (v)Iy € G}. (41)
(=1
Demostracion. Sea B C G,
k k
P(YeB) = Pg(X)eB)=> PgX)eB,XeG)=> PXech¥(B)
=1 =1
= Z / x)dx = (cambio de variables en la integral)
W)(B

= Z/fx Y)|Tpo (¥)ldy = /(fo (RO ()| 0 (y )\) dy.

O

Ejemplo 2.13. Sean X e Y dos variables aleatorias independientes con distribucion comin
N(0,1). Mostrar que Z = X?+Y?y W = X/Y son independientes y hallar sus distribuciones.

Solucién. La funcién g : R? — R2, definida por g(z,y) = (22 + 4%, 2/y) = (z,w), es 2 a 1.
Sean G = {(z,w) : z > 0}, G1 = {(z,y) : y > 0}, G2 = {(z,y) : y < 0}. Entonces,
las restricciones g|G1 y g|G2 son correspondencias 1 a 1 entre las regiones abiertas G; y G,
i=12yP(X,Y)eGiUGy) = 1.
Tenemos que calcular los jacobianos de las funciones inversas h) y h(?) en G. Para
ello calculamos los jacobianos de las restricciones g|G1 y g|Ga, que son los reciprocos de los
jacobianos de las inversas, y substituimos el valor (z,y) por el valor h(V)(z,w) o h®(z,w).

Tenemos
-1 -1
2 2y x? 1
= —(—2(%L +1 I
nen = (|1 2 ]) = (2(G) =
y
[
250 = T 1 1)
Por lo tanto, la densidad de (Z, W) es
Pz (zw) = (FO . w) + FO (2 w)) g 1{(z.0) € G},
A 2(w? +1) ’
Como ) )
_ e @Hy/2 - —z/2
fla,y) =5 e 5-¢ %
tenemos
fzw(z,w) =2 ! e~#/? #1{z>0weR}— 1ef'z/2l{z>0} o
ZW — ¢ 2(w? + 1) ’ —\2 m(w?+1)

Como la densidad conjunta es el producto de dos densidades, concluimos que Z y W son
independientes, Z ~ Exp(1/2) y W ~ Cauchy. O
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Ejemplo 2.14 (Minimo y maximo). Sean X;, Xy dos variables aleatorias con densidad con-
junta fx, x,(x1,22). Hallar la densidad conjunta de U = min(X;, X2) y V = max(X;, X»).

La funcién g(z1,x2) = (min(x, x9), max(x1, x2)), es 2 a 1.

Sean G = {(u,v) : u < v}, G = {(x1,22) : 1 < w2} y G2 = {(x1,22) : T2 < 21}

Las restricciones g|G1(z1,x2) = (z1,22) y g|Ga(z1,x2) = (x2,21) son correspondencias 1
a 1 entre las regiones abiertas G; y G, i = 1,2; P((X,Y) € G; UG2) = 1 y los jacobianos de
las funciones inversas h(!) y h(?) en G valen 1y —1, respectivamente. Usando la férmula (41)
obtenemos la densidad conjunta de (U, V):

fU,V(u7v) - (thXz (’U,,U) + le,Xz(Uv u)) 1{u < 'U}.

OJ
Ejercicios adicionales
4. La distribucién de (X,Y") es uniforme sobre el recinto sombreado
Hallar la densidad conjunta de (U, V') = (]2Y], [3X]).
5. [James p.99] Sean Xi,..., X, variables aleatorias independientes e idénticamente dis-

tribuidas, con densidad comun f. Mostrar que la densidad conjunta de

U= min X; y V = méax X;

1<i<n 1<i<n

es
fuv (u,0) = n(n = D[F(v) = F(u)]" 2 f(u) f(0)1{u < v}.

(Sugerencia. Primero hallar P(u < U,V < wv). Después, calcular las derivadas parciales

cruzadas de la distribucién conjunta.)

6. [James p.99] Sean Xi,...,X,, variables aleatorias independientes e idénticamente dis-
tribuidas, con distribucién uniforme sobre el intervalo [0, 1]. Sean

U= min X; y V = max X;

1<i<n 1<i<n
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(a) Mostrar que la densidad conjunta de (U, V') es

fov(u,v) =n(n—1)(v—u)"21{0 <u<v <1}

(b) Mostrar que la densidad de W =V — U es

fw(w)=nn—-1Dw" 21 -w)1{0<w < 1}

3. Minimo y maximo de dos exponenciales independientes

Teorema 3.1. Sean X7 y X5 dos variables aleatorias independientes con distribuciones ex-
ponenciales de intensidades A1 y Ag respectivamente. Si U = min(X1, Xs), V = max (X1, X2),
W=V-UyJ=1{U = X1} +21{U = X5}, entonces

(a) U~ Exp (A1 + A2).

(b) P(J =14) = XNi(A1 + Xo) "1, i =1,2.
(c
(d) fw(w) =P(J =1)fx,(w) + P(J = 2)fx, (w).

)
)
) Uy J son independientes.
) f
(e) U y W son independientes.

Demostracién. Primero observamos que para cada u > 0 el evento {J = 1,U > u} equivale
al evento {X2 > X1 > u}. En consecuencia,

P(J=1,U>u) = / Ape M </ )\26)‘2"”2dx2> dx :/ Aje e A2 gy
u T u

A > _
A A ()\1+/\2)x1d
/\1+/\2/U (M + A2)e T

AL —(Mi+A2)u
— - . 42
<)\1 + >\2) ‘ (42)

De (42) se deducen (a), (b) y (c).

Sig:{(u,v) : 0 <u<v} — {(uyy,w): u>0,w > 0} es la funcién definida por
g(u,v) = (u,v — u), tenemos que (U, W) = g(U, V). La funcién g es biyectiva y su inversa
h(u,w) = (u,u+ w) tiene jacobiano idénticamente igual a 1. Aplicar el método del jacobiano
del Corolario 2.7 obtenemos:

fU,W(u¢w) = fU,V(u’u+w)' (43)

Por el Ejemplo 2.14 sabemos que la densidad conjunta de U y V es

Jurw (s v) = Mg (e=Gretde) g = (urbden)) 140 < u < v}, (44)
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Combinando (43) y (44) obtenemos:
frw(u,w) = Ak (e_(’\1“+)‘2(“+w)) + 6_(’\1(“+w)+)‘2“)) 1{u > 0,w > 0}
= Ahge it (e**ﬂ” + e*M> 1{u > 0,w > 0}

= (AL + Ag)e”MiFAuggy, > 0}

)\1 —\ )\2 -\
A Wy ——A w1 0}. 45
X<)\1+)\2 2€ +)\1+)\2 1e > {w > 0} (45)
De (45) se deducen (d) y (e). O

Ejercicios adicionales

7. Un avién tiene dos motores cada uno de los cuales funciona durante un tiempo exponen-
cial de media 10 horas independientemente del otro. El avién se mantiene volando mientras
funcione alguno de sus motores. Calcular la probabilidad de que el avién se mantenga volando
durante mas de cinco horas después de que dej6é de funcionar un motor.

8. Una cueva serd iluminada por dos lamparas Lj y Lo cuyas duraciones (en horas) son inde-
pendientes y tienen distribuciones exponenciales de medias 8 y 10, respectivamente. Sabiendo
que desde que se apagd una lampara la cueva se mantuvo iluminada durante mas de una hora
calcular la probabilidad de que se haya apagado primero la lampara Ls.

4. Funciones regulares e independencia

Definicion 4.1. Una funcion g se dice regular si existen numeros --- < a_1 < ag < a1 < -+,
con a; — 00 Yy a_; — —00, tales que g es continua y mondtona sobre cada intervalo (a;,a;y1).

Ejemplo 4.2. La funcién senx es regular; todos los polinomios son funciones regulares. Un

ejemplo de una funcién que no es regular es 1{z € Q}. O
Teorema 4.3. Sean Xi,...,X, variables aleatorias independientes. Si g1,...,gn son fun-
ciones regulares, entonces g1(X1), ..., gn(Xy) son variables aleatorias independientes.

Demostracién. Para simplificar la prueba supondremos que n = 2. De la regularidad de
las funciones g1 y g2 se deduce que para todo y € R podemos escribir

A(y) =z gq1(2) <y} =Uidi(y) vy Aa(y) = {z: g2(x) <y} = Uida2,(y),

como uniones de intervalos disjuntos dos a dos. Por lo tanto,

P(n(X1) S y1,01(X2) S o) = 303 P(X0 € Avi(y), Xa € Aai(y2)
= > > P(X1 € Ari(y)P(X2 € Agi(y2))
i

- ZIP’(Xl € A1()) ZP(Xz € Azi(y2))

J
= P(g1(X1) < y1)P(92(X2) < 1)
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O
En rigor de verdad, vale un resultado mucho ma&s general.

Teorema 4.4. Siparal <i<n, 1< j<m; X;; son independientes y f; : R™ — R son
medibles entonces fi(Xiq,...,Xim,;) son independientes.

Demostracién. Durrett(1996), p.25-27. O
Un caso concreto que usaremos permanentemente al estudiar sumas es el siguiente: si
X1,..., X, son independientes, entonces X = X; +--- 4+ X,,_1 y X,, son independientes.

Ejercicios adicionales

9. (Fragmentaciones aleatorias.) Si Uy, ..., U, son independientes con distribucién comiin
U(0, 1), entonces

- logH Ui ~T'(n,1).
i=1

10. Una varilla de 1 metro de longitud es sometida a un proceso de fragmentacion aleatoria.
En la primera fase se elige un punto al azar de la misma y se la divide por el punto elegido en
dos varillas de longitudes L; y Ls. En la segunda fase se elige un punto al azar de la varilla
de longitud L; y se la divide por el punto elegido en dos varillas de longitudes L1 1 y L1 2.
Calcular la probabilidad de que L1,; sea mayor que 25 centimetros.
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1. Condicionales

1.1. Caso discreto

Sean X e Y dos variables aleatorias discretas definidas sobre un mismo espacio de probabil-
idad (22, A, P). Fijemos un valor z € R tal que px(z) > 0. Usando la nocién de probabilidad
condicional podemos definir la funcion de probabilidad condicional de Y dado que X = x,
mediante

PX =z,Y=y) pxy(zy)

Pyix=2(y) = P(Y = y[X = z) = P(X=xz)  px(z)

(1)

Funcion de distribucion condicional de Y dado que X = z. La funcion de distribucion
condicional de Y dado que X = x se define por

Fyx=(y) =P(Y <y|X =2) = ZP(Y =z X =12)= ZPY|X:z(2)- (2)

z<y z<y

Esperanza condicional de Y dado que X = z. La esperanza condicional de Y dado que
X = x se define por

E[Y|X =a]:= ) ypyix=u(y)- 3)



Nota Bene 1. La funcién Fy|x—, : R — R definida en (2) es una funcion de distribucion
genuina: es no decreciente, continua a derecha, tiende a 0 cuando y — —oo y tiende a 1
cuando y — oo. Por lo tanto, podemos interpretarla como la funcién de distribucién de una
nueva variable aleatoria, Y'|X = z, cuya ley de distribucién coincide con la de Y cuando se
sabe que ocurrié el evento X = x. Motivo por el cual la llamaremos Y condicional a que
X =z

Nota Bene 2. Todas las nociones asociadas a las distribuciones condicionales se definen
de la misma manera que en el caso de una tnica variable aleatoria discreta, salvo que ahora
todas las probabilidades se determinan condicionales al evento X = x. Las definiciones tienen
sentido siempre y cuando x € Sop(px).

Nota Bene 3. Si se quieren calcular las funciones de probabilidad de las variables Y| X = z,
x € Sop(px), la férmula (1) dice que basta dividir cada fila de la representacién matricial
de la funcién de probabilidad conjunta de X e Y, pxy(z,y) por el correspondiente valor de
su margen derecho, px(x). En la fila x de la matriz resultante se encuentra la funcién de
probabilidad condicional de Y dado que X = z, py|x—.(y)-

Ejemplo 1.1. En una urna hay 3 bolas rojas, 2 amarillas y 1 verde. Se extraen dos. Sean
X e Y la cantidad de bolas rojas y amarillas extraidas, respectivamente. La representacion
matricial de la funcién de probabilidad conjunta px y (z,y) y de sus marginales px (), py (v)
es la siguiente

X\Y| 0 1 2 | px
0 0 2/15 1/15]3/15
1 |3/15 6/15 0 |9/15
2 |3/15 0 0 |3/15
py | 6/15 8/15 1/15

Cuadro 1: Distribucién conjunta de X e Y y sus respectivas marginales.

Dividiendo cada fila de la matriz pxy (z,y) por el correspondiente valor de su margen
derecho se obtiene el Cuadro 2 que contiene toda la informacién sobre las funciones de prob-
abilidad de las condicionales Y| X = x.

X\Y| 0o 1 2
0 0 2/3 1/3
1 ]1/3 2/3 0
2 10 0

Cuadro 2: Distribuciones de las variables condicionales Y dado que X = z. Interpretacion
intuitiva de los resultados: a medida que X aumenta el grado de indeterminacion de Y dis-
MInuYe.

Por ejemplo, la funcion de probabilidad condicional de Y dado que X = 0, es la funcién de
y definida en la primera fila del Cuadro 2: py|x—o(0) = 0, py|x—o(1) = 2/3 y py|x=0(2) = 1/3.



Notar que la funcién de probabilidad condicional obtenida es diferente de la correspondi-
ente a la marginal de Y, py (y). Del Cuadro 2 y la definicién (3) se deduce que

E[Y|X = 2] = §1{x =0} + gl{x =1}. (4)
0

Nota Bene. Observar que en general la funcién de probabilidad condicional py|x—.(y) es
diferente de la funcién de probabilidad py (y). Esto indica que se pueden hacer inferencias
sobre los valores posibles de Y a partir de los valores observados de X y viceversa; las dos
variables son (estocésticamente) dependientes. Mas adelante veremos algunas maneras de
hacer este tipo de inferencias.

1.2. Mezclas

Definicién 1.2 (Mezcla). Sea (92, A,P) un espacio de probabilidad. Sea M : Q — R una
variable aleatoria discreta tal que M(Q) = M y pyr(m) =P(M =m) > 0 para todo m € M.
Sea (X, : m € M) una familia de variables aleatorias definidas sobre el mismo espacio de
probabilidad (€2,.4,P) e independiente de M. En tal caso, la variable aleatoria X := Xy,
estd bien definida y se llama la mezcla de las variables X, obtenida mediante la variable
mezcladora M.

Nota Bene. La distribucion de probabilidades de M indica la proporcion en que deben
mezclarse las variables X,,,: para cada m € M, la probabilidad pys(m) representa la propor-
cién con que la variable X, participa de la mezcla X ;.

Calculo de la funcion de distribucion. La funcién de distribucién de la mezcla X se
obtiene utilizando la férmula de probabilidad total:

Fx(x) = P(Xy<z)= > P(Xy <z|M=m)P(M=m)
meM
= Y P(Xp < a|M =m)py(m)
meM
= Z P(X,, < z)pr(m) (pues (X, : m € M)y M son indep.)
meM

= Y Fx, (@)pu(m), (5)

meM

donde, para cada m € M, Fx, (z) = P(X,, < x) es la funcién de distribucién de la variable
Xm.

Variables discretas. Si las variables aleatorias X,, son discretas con funciones de prob-
abilidad px, (x) = P(X,, = z), respectivamente, la mezcla X es discreta y su funcién de
probabilidad es

px(x) = Y px,(@)pa(m). (6)

meM



Variables absolutamente continuas. Si las variables X, son absolutamente continuas
con densidades fx,, (z), respectivamente, la mezcla X es absolutamente continua y tiene
densidad

fx@) =Y fxn(@)par(m). (7)

meM

Ejemplo 1.3. Para simular los valores de una variable aleatoria X se recurre al siguiente al-
goritmo: se simula el valor de un variable aleatoria M con distribucién Bernoulli de parametro
p=1/5.Si M =0, se simula el valor de una variable aleatoria X, con distribucién uniforme
sobre el intervalo (0,4). Si M = 1, se simula el valor de una variable aleatoria X; con dis-
tribucién uniforme sobre el intervalo (2,6). Se quiere hallar la densidad de probabilidades de
la variable X asi simulada.

La variable X es una mezcla. La variable mezcladora es M y las variables aleatorias que
componen la mezcla son Xy y X11. Por hipdtesis, la variable mezcladora M se distribuye de
acuerdo con la funcién de probabilidad pys(0) = 4/5, pas(1) = 1/5 y las distribuciones de las
variables componentes son Xy ~ U(0,4) y X7 ~ U(2,6). En otras palabras, las densidades de
las variables componente son fx,(z) = $1{0 <z <4} y fx,(z) = 11{2 < z < 6}. Usando la
féormula de probabilidad total (7) se obtiene la densidad de la mezcla X

fx@) = puOfx) +pun@ = (3) jH0<o <)+ (3) 1z <o <o)
_ 24—01{0<x§2}+%1{2<x<4}+%1{4§x<6}. (8)

O]

1.3. Sobre la regla de Bayes

Sean (€2, A,P) un espacio de probabilidad; M : 2 — R una variable aleatoria discreta tal
que M(Q) = M y py(m) = P(M = m) > 0 para todo m € M. Sea (X,, : m € M) una
familia de variables aleatorias definidas sobre el mismo espacio de probabilidad (€2, .4,P) e
independiente de M. Supongamos ademas que las variables X,,, m € M son absolutamente
continuas con densidades de probabilidad continuas fyx, (z),m € M, respectivamente.

Sea X := X s la mezcla de las variables M,,, obtenida mediante la variable mezcladora M.
. Qué sentido deberia tener la expresion P(M = m|X = )7 No debe olvidarse que la variable
X es absolutamente continua y en consecuencia P(X = x) = 0. Por lo tanto, no tiene ningin
sentido definir P(M = m|X = z) mediante un cociente de la forma

P(X=2,M=m) 0

P(M =m|X =x) = P(X = 1) =5

. Qué hacer? El obstaculo se puede superar siempre y cuando fx(z) > 0. En tal caso, si
“engordamos” el punto x mediante el intervalo de radio h > 0 (suficientemente chico) centrado
en z, By(x) :={x —h <t <z+ h}, el evento {X € By(x)} tiene probabilidad positiva

z+h

P(X € By(z)) = / fr(t)dt = 2nfx(B(h),  O(R) € By(x). (9)

z—h



y la probabilidad condicional del evento {M = m}, dado que ocurri6 el evento {X € Bj(x)}
estd bien definida y vale
P(M =m, X € Bp(z))

P(X € Ba())

P(M =m|X € Bp(z)) =

Por otra parte,

P(M =m, X € Bp(x)) = pu(m)P(X,, € Bp(x)|M =m) = py(m)P(X,, € Bp(x))

z+h
— o) [ FrOdt =2 (), Ou(h) (10
para algun 6,,(h) € By(x). De (9) y (10) se deduce que
_ pm (m) fx,, (6m(h))
P(M =m|X € Bp(z)) e 0(h) (11)
Para “adelgazar” el punto “engordado” hacemos h — 0 y obtenemos
) - (M) fx,, (Om(h))  pu(m) fx,, (%)
HmPQL=mlX e b)) = Jm =200y - @ P

Finalmente, para cada = € R tal que fx(x) > 0 definimos P(M = m|X = x) mediante la
féormula

P(M =m|X =) = pM(?)i{;m (@),

Ejemplo 1.4 (Deteccién de senales). Un emisor transmite un mensaje binario en la forma
de una senal aleatoria Y que puede ser —1 o +1 con igual probabilidad. El canal de comu-
nicacion corrompe la transmisién con un ruido normal aditivo de media 0 y varianza 1. El
receptor recibe la sefial X = N 4+ Y, donde N es un ruido (noise) con distribucién N (0, 1),
independiente de Y. La pregunta del receptor es la siguiente: dado que recibi el valor x, cudl
es la probabilidad de que la senal sea 17

(13)

La senal que recibe el receptor es una mezcla. La variable mezcladora es Y y las variables
aleatorias que componen la mezcla son X_; = N —1y X; = N + 1. Por hipdtesis, la variable
mezcladora Y se distribuye de acuerdo con la funcién de probabilidad py (—1) = py (1) = 1/2
y las distribuciones de las variables componentes son X 1 ~ N(—1,1) y X; ~ N(1,1). En
otras palabras, las densidades de las variables componente son

1 241)2 1 212
fX71(x) = \/72?6 (@+1)%/2 y fX1(~75) = \/%6 (z-1) /2.

Usando la férmula de probabilidad total (7) se obtiene la densidad de la mezcla X

1 1 2 1 1 2
x) =py(—1 x) + py(1 z) == [ ——e @+ /2> + = (e(Z1) /2> .
() = pr(=D () + Do) = 5 (S 3 (7
El receptor pregunta P(Y = 1|X = z) =7 La respuesta se obtiene usando la regla de Bayes
(13)

py (1) fx,(z) e—(x=1)%/2 o

P(Y = HX = 1’) = fX(x) - 67(x71)2/2 + e,($+1)2/2 = eT + e—T’

(14)

O]



091

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4r

031

0.2

Figura 1: Gréfico de la probabilidad condicional P(Y = 1|X =) : R — R vista como funcién
de z.

1.4. Caso continuo

Sean X e Y dos variables aleatorias definidas sobre (€2,.4,P) con densidad conjunta
fxy(xz,y) continua. A diferencia del caso en que X es discreta en este caso tenemos que
P(X = z) = 0 para todo = € R, lo que hace imposible definir la funcién de distribucién
condicional de Y dado que X =z, P(Y < y|X = ), mediante el cociente (2):

PY <y, X=z) 0

P(X=2) 0
Este obstaculo se puede superar observando que para cada = € Sop(fx) y para cada h > 0 el
evento {X € Bp(z)} = {# —h < X < x + h} tiene probabilidad positiva

z+h

POX € Bya)) = [ Fxlo)ds =2fx(Orh). 0u(h) € Bula).

Por otra parte,

z+h

P(Y <y, X € By(z)) = /x ( /_ yoo fX,Y(s,t)dt> ds = 2h /_ yoo Fey (0a(R), t)dt,

—h
donde 62(h) € Bp(x).
Six € Sop(fx), la probabilidad condicional P(Y < y|X € Bj(x)) estd bien definida y vale

P(Y <y, X € By(z)) _ J' fxy(02(h), t)dt
P(X € By(z)) fx(61(h))

P(Y <y|X € Bu(x)) =

En consecuencia,

) [V fxy (@ t)dt
lim P(Y' < y|X € By()) = (@) : (15)




El lado derecho de (15) define una genuina funcién de distribucién Fyx—, : R — R,

fi’oo fX7y (:L’, t)dt
fx(x)

que se llama la funcion distribucion condicional de Y dado X = x y se puede interpretar como
la funcién de distribucién de una nueva variable aleatoria que llamaremos Y condicional a
que X = x y que serd designada mediante el simbolo Y|X = x.

La funcién de distribucién Fy|x_,(y) es derivable y su derivada

fY\X:z(y) s ;;FHXJ:(?J) = W (17)

FY\X:a:(y) = ) (16)

se llama la densidad condicional de Y dado que X = x.

Curva peligrosa. Todo el argumento usa la hipétesis fx(z) > 0. Si fx(x) = 0 las ex-
presiones (15)-(17) carecen de sentido. Sin embargo, esto no es un problema grave ya que
P(X € Sop(fx)) = 1. Para los valores de z tales que fx(z) = 0 las variables condicionales
Y|X = z serén definidas como idénticamente nulas. En tal caso, Fy|x—,(y) = 1{y > 0}.

Regla mnemotécnica. De la férmula (17) se deduce que fxy(z,y) = fy|x=(¥)fx(z) ¥y
puede recordarse mediante el siguiente “versito”: “la densidad conjunta es igual a la densidad
condicional por la marginal de la condicion”.

Ejemplo 1.5 (Dos etapas: conjunta = marginal x condicional). Se elige un nimero al
azar X sobre el intervalo (0,1) y después otro ntimero al azar Y sobre el intervalo (X,1).
Se quiere hallar la densidad marginal de Y. Por hipétesis, fx(z) = 1{0 < =z < 1} y
fyix=2(y) = ﬁl{x < y < 1}. La densidad conjunta de X e Y se obtiene multipli-
cando la densidad condicional fy|x—.(y) por la densidad marginal fx(z): fxy(v,y) =
fyix=(y)fx(z) = ﬁl{o < x <y < 1}. La densidad marginal de Y se obtiene integrando
la densidad conjunta fxy(x,y) con respecto a x

1
1—=x

fy(y) = /Oo11{0<:L‘<y<1}da::1{0<y<1}/0y dx

ool —2
= —log(l—y)1{0 <y < 1}.
O

Foérmula de probabilidad total. La densidad de probabilidades de Y es una combinacién
convexa de las condicionales:

fr(y) = /_Oo fyix=2(y) fx(z)dz.

Inmediato de la relacién “conjunta = marginal x condicional”. Integrando respecto de y se
obtiene que la funcién de distribucién de Y es una combinacién convexa de las condicionales:

Fy(y) = / : fy (t)dt = / : < / Z Frix=a(t) fx(:z)dg;) d
— /_Z (/_Z; fYXa:(t)dt> fx(z)de = /_Z Fyx—a(y) fx (x)da.



Esperanza condicional de Y dado que X = z. Paracadax € R, la esperanza condicional
de Y dado que X = x se define por

o)

E[Y|X = o := / yFy ix e () dy. (18)

siempre y cuando la integral del converja absolutamente. Si fx(z) =0, E[Y|X = z] = 0.

Varianza condicional

En cualquier caso, definidas las esperanzas condicionales de Y y de Y2 dado que X = z,
la varianza condicional de'Y dado que X = x se define mediante

VY |X =2) =E|(Y —E[Y|X =2])?|X :m} (19)
Desarrollando el término derecho se obtiene

V(Y|X =) = E[Y?|X = 2] - E[Y|X = )% (20)

Nota Bene. La definicién es consistente y coincide con la varianza de la variable aleatoria
Y|X = z cuya funcién de distribucién es Fy|x—,(y).

Ejemplo 1.6 (Dardos). Volvamos al problema del juego de dardos de blanco circular A =
{(z,y) € R? : 22 +4? < 1}. Por hipétesis, el dardo se clava en un punto de coordenadas
(X,Y) uniformemente distribuido sobre A.

Y

A

Figura 2: Para cada = € [—1,1] se observa que Y|X =z ~ U | =1 — 22,1 — 22 |.



La densidad conjuntade X e Y es fxy(z,y) = %1{x2+y2 < 1}. Por definicién, para cada
€ [—1,1], la densidad condicional de Y dado que X = =z es el cociente entre la densidad
conjunta fxy(z,y) y la densidad marginal de X

@) = 2T e 1),

Por lo tanto,

fyix=2(y) = 2\/11_75621{v l—a?<y<v1-z} (21)

En otras palabras, dado que X = z, z € [—1,1], la variable Y se distribuye uniformemente

sobre el intervalo | —v1 — 22, v/1 — 22 ] . En consecuencia,

EYX=z]=0 vy VY|X=z)=02VI1-22?/12=(1-27)/3.

2. Prediccion y Esperanza condicional

Planteo del problema

En su versién mas simple un problema de prediccién o estimacion involucra dos variables
aleatorias: una variable aleatoria Y desconocida (o inobservable) y una variable aleatoria X
conocida (u observable). El problema consiste en deducir informacién sobre el valor de Y a
partir del conocimiento del valor de X. Para ser mds precisos, se busca una funcién ¢(X) que
(en algin sentido) sea lo més parecida a Y como sea posible. La variable aleatoria Y= o(X)
se denomina un estimador de Y.

Ejemplo 2.1 (Deteccion de senales). Un emisor transmite un mensaje binario en la forma de
una senal aleatoria Y que puede ser —1 o +1 con igual probabilidad. El canal de comunicacién
corrompe la transmisién con un ruido normal aditivo de media 0 y varianza o2. El receptor
recibe la sefial X = Y + N, donde N es un ruido con distribucién N(0, 0?), independiente
de Y. El receptor del mensaje observa la senal corrompida X y sobre esa base tiene que
“reconstruir” la senal original Y. ;Cémo lo hace?, ;Qué puede hacer?

En lo que sigue desarrollaremos herramientas que permitan resolver este tipo de proble-
mas. Sean X e Y dos variables aleatorias definidas sobre un mismo espacio de probabilidad
(Q, A, P). El objetivo es construir una funcién ¢(X) que sea lo mds parecida a'Y como sea
posible. En primer lugar, vamos a suponer que E[|Y|] < co. Esta hipétesis permite precisar el
sentido del enunciado parecerse a Y. Concretamente, queremos construir una funcion de X,
©(X), que solucione la siguiente ecuacién funcional

Elp(X)h(X)] = E[Y h(X)], (22)

para toda funciéon medible y acotada h: R — R.

10



Esperanza condicional

Sean X e Y dos variables aleatorias definidas sobre un mismo espacio de probabilidad
(Q, A, P). Supongamos que E[|Y|] < oco. Definimos la esperanza condicional de Y dada X,
E[Y|X], como cualquier variable aleatoria de la forma ¢(X), donde ¢ : R — R es una funcién
(medible), que solucione la ecuacién funcional (22).

Existencia. La existencia de la esperanza condicional depende de teoremas profundos de
Teoria de la medida y no sera discutida en estas notas. El lector interesado puede consultar
Billingsley(1986) y/o Durrett(1996).

Unicidad. Supongamos que ¢(X) y ¥ (X) son dos soluciones de la ecuacién funcional (22).
Entonces, p(X) = ¢ (X) casi seguramente (i.e., P(o(X) # (X)) = 0).

Demostracion. Por cuestiones de simetria, la prueba se reduce a mostrar que para cada
e > 0, P(A;) = 0, donde A, := {p(X) — ¢(X) > €}. Observar que, por hipétesis, para
toda funcién medible y acotada h : R — R vale que E[p(X)h(X)] = E[¢(X)h(X)] o lo
que es equivalente E[(¢(X) — ¢(X))h(X)] = 0. Poniendo h(X) = 1{X € A.} tenemos que
0=E[(p(X) —¢(X))I{X € A}] > Ele1{X € A.}] = eP(A.). Por lo tanto, P(A.) = 0. O

Lema 2.2 (Técnico). La esperanza condicional satisface E[|E[Y|X]|] < E[|Y]].

Demostracién. La variable aleatoria ¢(X) satisface la ecuacién (22). Poniendo h(X) =
1{p(X) > 0} y usando (22) se obtiene

E[p(X)1{p(X) > 0}] = E[Y 1{p(X) > 0}] <E[]Y]].

Anélogamente se puede ver que E[—p(X)1{¢o(X) < 0}] = E[-Y1{¢(X) < 0}] < E[|Y]]. Por
lo tanto,

Ellp(X)l] = E[p(X)1{p(X) > 0} — o(X)1{p(X) < 0}]
= Elp(X)1{p(X) > 0}] - E[p(X)1{p(X) < 0}]
= E[Y1{p(X) > 0}] - E[Y1{p(X) < 0}]
[

= EY1{p(X) > 0} - Y1{p(X) < 0}] <E[]Y]]].

Propiedades que merecen ser subrayadas

Aunque se deducen inmediatamente de la definicién, las propiedades siguientes merecen ser
subrayas porque, como se podrd apreciar mas adelante, constituyen poderosas herramientas
de calculo.

1. Férmula de probabilidad total:
E[E[Y|X]] = E[Y]. (23)

2. Sea g : R — R una funcién tal que E[|g(X)Y|] < o,
Elg(X)Y[X] = g(X)E[Y]X]. (24)

3. Si X e Y son independientes, entonces E[Y|X]| = E[Y].

11



Demostracién. La férmula de probabilidad total se deduce de la ecuacién (22) poniendo
h(X) = 1. La identidad (24) se obtiene observando que g(X)E[Y'|X] es una funcién de X que
soluciona la ecuacién Elg(X)E[Y|X]h(X)] = E[(¢(X)Y)h(X)]. Si X e Y son independientes
E[Yh(X)] = E[Y]E[A(X)] = E[E[Y]A(X)]. O

2.1. Ejemplos
2.1.1. Caso continuo

Sean X e Y dos variables aleatorias continuas definidas sobre un mismo espacio de prob-
abilidad (€2,A,P) con densidad de probabilidades conjunta fxy(z,y) y E[|Y|] < oo. La
esperanza condicional de Y dada X es E[Y|X] = ¢(X), donde ¢ : R — R es la funcién de
regresion de Y sobre X definida por

o0

p(z) = E[Y|X =] = / ufy x e () dy. (25)

Demostracién. Basta ver ¢(X) verifica la ecuacién funcional (22) para cualquier funcién
h medible y acotada.

o0

E[p(X)h(X)] = /°° pla)h(o)fx(@)de = [ EIY|X = alh(o) fx (o)

— 00

= [ ([ stvixeaay) no)tx(oraa

2.1.2. Regla de Bayes para mezclas

Volvamos el Ejemplo 2.1 la pregunta es ;Qué puede hacer el receptor para “reconstruir” la
senal original, Y, a partir de la senal corrompida X7 Lo “mejor” que puede hacer es estimar
Y mediante la esperanza condicional E[Y|X]. El receptor recibe la mezcla de dos variables
aleatorias X|Y = —1 ~ N (—1,02%) e X|Y = 1 ~ N(1,0?), mezcladas en igual proporcién:
py(—1) = py (1) = 1/2. Las densidades de las componentes de la mezcla son

1 20 2 1 276 2
= — —(1‘+1) /20 _ — _($_1) /20 .
Ixy=—1(x) \/ﬂae y o fxpy=1() ¢

De la férmula de probabilidad total se deduce que la densidad de la mezcla X es

fx@) = py(=1)fxpy=—1(2) +py (1) fxpy-1(z)
- —(w+1)2/202> 1( ! —(m—1)2/202>
2 <\/§06 T 2 mae : (26)

12



Para construir la esperanza condicional E[Y|X] el receptor debe calcular la funcién de regre-
sién p(z) = EY|X = 2] = 1P(Y = 1|X = z) — 1P(Y = —1]X = ). Que de acuerdo con la
regla de Bayes para mezclas adopta la forma

pY(l)fX|Y:1($) _pY(—l)fx\Y:_ﬂfU) _ e?/o% _ /0
fx (@) - et/o? 4 eu/o?

p(z) =

= tanh(z/o?). (27)

Figura 3: Lineas de regresién de Y sobre X para distintos valores de la varianza o2. (a) o2 = 1:
¢(z) = tanh(z); (b) 02 = 1/4, p(x) = tanh(4z).

El receptor reconstruye Y basandose en X mediante E[Y|X] = tanh(X/o?). O

2.1.3. Caso discreto

Sean X e Y dos variables aleatorias discretas definidas sobre un mismo espacio de probabil-
idad (€2, A, P),con funcién de probabilidad conjunta px y (z,y) y E[|Y]] < co. Para simplificar
la exposicién supongamos que Sop(px) = X (€2). En tal caso, la esperanza condicional de Y
dada X es E[Y|X] = ¢(X), donde ¢ : R — R es la funcién de regresién de Y sobre X definida

por

p(x) =EY|X =2]= Y ypyix=o(v) (28)
yeY (Q)

Demostracién. Basta ver ¢(X) verifica la ecuacién funcional (22) para cualquier funcién
h medible y acotada.

Elp(X)h(X)] = Y e@)h(@px(@) =Y E[Y|X = a]h(z)px(z)

= Z (Z pr|X:;r(y)> h(z)px(z) = Z th(ﬂf)l?mxzx(y)l?x(x)
y

x x oy

= Zzyh(fU)pX,Y(m,y) = E[Yh(X)].
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Ejemplo 2.3 (Férmula de probabilidad total). Una rata estd atrapada en un laberinto.
Inicialmente puede elegir una de tres direcciones. Si elige la primera se perderd en el laberinto
y luego de 4 minutos volvera a su posicién inicial; si elige la segunda volverd a su posicion inicial
luego de 7 minutos; si elige la tercera saldra del laberinto luego de 3 minutos. Suponiendo que
en cada intento, la rata elige con igual probabilidad cualquiera de las tres direcciones, cual es
la esperanza del tiempo que demora en salir del laberinto?

Sean Y la cantidad de tiempo que demora la rata en salir del laberinto y sea X la direccion
que elige inicialmente. Usando la férmula de probabilidad total puede verse que

3 3
EY] =EE[Y|X]] =) E[Y|X =2P(X =) = %ZE[Y|X = 1]

r=1 r=1

Si la rata elige la primera direccién, se pierde en el laberinto durante 4 minutos y vuelve a su
posicién inicial. Una vez que vuelve a su posicion inicial el problema se renueva y la esperanza
del tiempo adicional hasta que la rata consiga salir del laberinto es E[Y]. En otros términos
E[Y|X = 1] = 4+ E[Y]. Anédlogamente puede verse que E[Y|X = 2] =7+ E[Y]. La igualdad
E[Y|X = 3] = 3 no requiere comentarios. Por lo tanto,

1
3

Finalmente, E[Y] = 14. O

E[Y] =2 (4+E[Y]+7+E[Y]+3) = = (2E[Y] + 14).

W =

2.2. Propiedades

La esperanza condicional tiene propiedades similares a la esperanza.
Linealidad. E[aY] + bY2|X]| = aE[Y1|X] + bE[Y2| X].
Monotonia. SiY; <Y3, entonces E[Y;]|X] < E[Y3|X].

Desigualdad de Jensen. Sig:R — R es una funcién convexa y E[|Y], E[|g(Y)|] < oo,
entonces

g(E[Y|X]) < E[g(Y)|X]. (29)
En particular, si E[Y2] < oo, poniendo g(t) = t? en la desigualdad de Jensen se obtiene
E[Y|X]? < E[Y?[X] (30)

Definicién 2.4 (Varianza condicional). Sean X e Y dos variables aleatorias definidas sobre
el mismo espacio de probabilidad (€2, A, P). Si E[Y?] < oo, la varianza condicional de Y dada
X, V(Y|X), se define por

V(Y |X) :=E[Y?X] - E[Y|X]? (31)

14



Prediccion

Existen diversas maneras en las que dos variables pueden considerarse cercanas entre si.
Una manera es trabajar con la norma dada por || X|| := /E[X?] y definir la distancia entre
dos variables aleatorias X e Y, d(X,Y’) mediante

d(X,Y) =Y — X|| = VE[Y — X)2. (32)

Definicién 2.5 (Predictor). Sean X e Y variables aleatorias definidas sobre el mismo espacio
de probabilidad (€2, A, P), tales que E[Y?] < oo. El predictor de error cuadrético medio minimo
(o mejor predictor) de Y dada X es la funcién ¥ = h(X) de X que minimiza la distancia
d(Y,Y) definida en (32).

El mejor predictor de Y dada X es una variable aleatoria Y perteneciente al espacio
vectorial H = {h(X) : h: R — R, E[h(X)?] < oo} tal que E[(Y — Y)?] < E[(Y — Z)?] para
toda Z € H.

Interpretacién geométrica. Sea Lo(£2,.A,P) el conjunto de todas la variables aleatorias
definidas sobre (€2, .A4,P) que tienen varianza finita. H es un subespacio de Lo(2,A,P). Si
Y ¢ H entonces el camino mds corto desde Y hasta H es por la recta ortogonal al subespacio
H que pasa por Y. Por lo tanto, Y debe ser la proyeccién ortogonal de Y sobre H. En tal caso
Y — Y es ortogonal a cualquier vector de H. En otras palabras, (Y — }7, Z) = 0 para todo
Z € H, donde (X,Y) es el producto interno en Ly(f2,.A,P) definido por (X,Y) := E[XY].

La esperanza condicional E[Y|X] es el mejor predictor de Y basado en X
1) La condicién E[Y?] < oo implica que E[Y|X] € H:

E[E[Y|X)?] < EE[Y?X]] = E[Y?] < .

2) La ecuacién funcional (22) significa que Y — E[Y|X] L H:
(Y —EYIX], (X)) =0 = E[(Y —E[Y|X])h(X)] = 0
< E[E[Y|X]h(X)] =E[Yh(X)].

Por lo tanto, la esperanza condicional, E[Y'|X], satisface las dos condiciones que caracterizan
a la proyeccion ortogonal sobre el subespacio H y en consecuencia es el predictor de Y basado
en X de menor error cuadratico:

E[Y|X] = arg min, E[(Y — (X))’

El error cuadratico medio minimo se puede expresar en la forma

Y —E[Y|X]|* = E[(Y -E[Y|X])’] = EE[(Y — E[Y|X])?|X]]
= E[V(Y|X)].

La tltima igualdad se obtiene desarrollando el cuadrado (Y — E[Y|X])? y usando las
propiedades de la esperanza condicional. (Ejercicio)

15



Y
E[Y?]
vy E[V(Y]X)]
0
H
E[Y]2
E[Y] E[Y]X]
V(E[Y[X])

Figura 4: Teorema de Pitdgoras: V(X) = E[V(Y|X)] + V(E[Y|X]) .

Por tltimo, como E[Y] € H, el Teorema de Pitdgoras implica que

V(YY) = [IY —EN]|* = [IY - E[Y|X] +E[Y|X] - E[Y]|?
= Y -EY|X]|* + |E[Y |X] - E[Y]|* = EV(Y]X)] + V(E[Y|X]).  (33)

En otras palabras, la variabilidad de Y se descompone de la siguiente manera: la variabilidad
(media) de Y alrededor de su esperanza condicional, mas la variabilidad de esta tltima.

2.3. Ejemplo: sumas aleatorias de variables aleatorias

Sea X1, Xo,... una sucesién de variables aleatorias idénticamente distribuidas de media
p y varianza o2. Sea N una variable discreta a valores en N que es independiente de las Xj.
El problema consiste en hallar la media y la varianza de la variable aleatoria S = Zf\il X,

llamada wvariable aleatoria compuesta. Este problema se puede resolver utilizando las identi-
dades

E[S]=EE[SIN] y  V(S)=E[V(SIN)] + V(E[S|N]).

En la jerga probabilistica esta técnica de cédlculo se conoce bajo el nombre de cdlculo de
esperanzas y varianzas mediante condicionales.
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Calculo de la esperanza por condicionales.

N
E[SIN =n] = E[ZXi‘N:n =E
=1

gXi|N:n]

= E [Z XZ] por la independencia de las X; y N
i=1
= nu.

En consecuencia, E [S|N] = puN. Por lo tanto, E[S] = E[E[S|N]] = E [uN] = pE[N]. O

Calculo de la varianza por condicionales.

N n
V(SN =n) = V(ZXZ-\N:n>:V<ZXi\N:n>
=1 =1

n
=V (Z Xi> por la independencia de X; y N
=1

= Tl0'2.

En consecuencia, V(S|N) = ¢?N. Por lo tanto, E[V(S|N)] = E[¢2N] = o?E[N]. Por otra
parte, V[E(S|N)] = V[uN] = 2 V[N]. Finalmente,

V(S) = E[V(S|N)] + V(E[S|N]) = 0 E[N] + p? V[N].

2.4. Ejemplo: esperanza y varianza de una mezcla.

Sea (€2, A,P) un espacio de probabilidad. Sea M : Q@ — R una variable aleatoria discreta
tal que M (Q2) = M y ppr(m) =P(M =m) > 0 para todo m € M y sea (X, : m € M) una
familia de variables aleatorias definidas sobre el mismo espacio de probabilidad, independiente
de M. El problema consiste en hallar la media y la varianza de la mezcla X := X,,.

La forma natural de resolver este problema es usar la técnica del cdlculo de esperanzas y
varianzas mediante condicionales:

EX] =EEX|M]] vy  V(X)=E[V(X|M)] + V(E[X|M]).

Calculo de la esperanza por condicionales. En primer lugar hay que observar que
X|M =m ~ X,, por lo tanto,

E[X] = EEX|M]] = 3 E[X|M =m]P(M =m) = 3 E[Xplpa(m).
meM meM
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Calculo de la varianza por condicionales.

EVXIM)] = 3 VXM =m)P(M =m) = 3 V(Xy)par(m).
meM meM

Por otra parte,

VEX|M]) = E[E[X|M]-E[X])? = 3 (BIX|M = m] - E[X])’P(M = m)

meM
= Y (B[X:] — E[X])*par(m)
meM
Finalmente,
V(X) = > V(Xm)pa(m) + Y (E[X] — E[X])*par(m).
meM meM
Nota Bene. Comparar con el Teorema de Steiner para el momento de inercia. O

3. Prediccion lineal y coeficiente de correlacion

Definicién 3.1 (Predictor lineal). Sean X e Y dos variables aleatorias definidas sobre un
mismo espacio de probabilidad (2, A,P), tales que E[X?] < co y E[Y?] < oo. La recta de
regresion de Y basada en X es la funcién lineal Y = a X 4 b que minimiza la distancia

Calculo explicito de la recta de regresion. El problema consiste en hallar los valores
de a y b que minimizan la siguiente funcién de dos variables

g(a,b) =E[(Y — (aX +))?].

Usando técnicas de cédlculo diferencial en varias variables el problema se reduce a resolver el
sistema de ecuaciones Vg = (. Desarrollando cuadrados se puede ver que

89(8‘;’ Y _ guEx? - 2E[XY] + 2E[X],
dg(a,b)
. 26 — 2E[Y] + 2aE[X].

El problema se reduce a resolver el siguiente sistema lineal de ecuaciones

{ aE[X2] + bE[X] = E[XY]
aE[X] + b= E[Y]

Sumando la primera ecuacién y la segunda multiplicada por —E[X], se obtiene

~ Cov(X,Y)

a(E[X?] - E[X])?) = E[XY] - E[X]E[Y] < a V()
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Sustituyendo el valor de a en la segunda y despejando b se obtiene

~ Cov(X,Y)

b=ElY] - =555

E[X].

Por lo tanto, la recta de regresion de Y basada en X es

-~ Cov(X,Y) Cov(X,Y)
Y = WX +E[Y] - WE[X]
~_ Cov(X,Y)
_AfwyrﬂX—EWD+Mﬂ. (34)
Ademés el error cuadrdtico medio es igual a
E[(Y - V)’ =V(Y) (1-p(X,Y)?), (35)
donde
o Cov(X,Y)
MKY%—RXEWS (36)

es el llamado coeficiente de correlacion de las variables X, Y.

Coeficiente de correlacion

El coeficiente de correlacion definido en (36) es la covarianza de las variables normalizadas

_ X - E[X]

Y - E|Y
X* = Y*'—i[ ]

o(X) =) (37)

Este coeficiente es independiente de los origenes y unidades de medida, esto es, para constantes
ai,az,by, by con a; >0, ag > 0, tenemos p(a; X + by, a2 + b2) = p(X,Y).

Desafortunadamente, el término correlacion sugiere implicaciones que no le son inherentes.
Si X e Y son independientes, p(X,Y) = 0. Sin embargo la reciproca no es cierta. De hecho,
el coeficiente de correlacion p(X,Y) puede anularse incluso cuando Y es funcion de X.

Ejemplo 3.2.

1. Sea X una variable aleatoria que toma valores +1,+2 cada uno con probabilidad i y
sea Y = X?2. La distribucién conjunta esta dada por

p(=1,1) =p(1,1) = p(=2,4) = p(2,4) = 1/4.

Por razones de simetria (E[X] =0y E[XY] =0) p(X,Y) = 0 incluso cuando Y es una
funcién de X.

2. Sean U y V variables independientes con la misma distribucién, y sean X = U + V,
Y = U — V. Entonces E[XY] = E[U?] — E[V?] = 0 y E[Y] = 0. En consecuencia,
Cov(X,Y) = 0 y por lo tanto también p(X,Y) = 0. Por ejemplo, X e Y podrian ser
la suma y la diferencia de los puntos de dos dados. Entonces X e Y son ambos pares
6 ambos impares y por lo tanto dependientes.
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Nota Bene. El coeficiente de correlacién no es una medida general de la dependencia entre
X e Y. Sin embargo, p(X,Y) estd conectado con la dependencia lineal de X e Y. En efecto,
de la identidad (35) se deduce que |p(X,Y)| <1y que p(X,Y) = £1 si y solo si Y es una
funcién lineal de X (casi seguramente).
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1. Ensayos Bernoulli

Se trata de ensayos repetidos en forma independiente en los que hay sélo dos resultados
posibles, usualmente denominados “Czito” y “fracaso”, cuyas probabilidades, p y 1 — p, se
mantienen constantes a lo largo de todos los ensayos.

El espacio muestral de cada ensayo individual estd formado por dos puntos S y F. El
espacio muestral de n ensayos Bernoulli contiene 2" puntos o secuencias de n simbolos Sy
F, cada punto representa un resultado posible del experimento compuesto. Como los ensayos
son independientes las probabilidades se multiplican. En otras palabras, la probabilidad de
cada sucesion particular es el producto que se obtiene reemplazando los simbolos S y F por p
y 1 — p, respectivamente. Ast,

P(SSFSE...FFS) =pp(1 —p)p(1—p)--- (1 —p)(1—pp.

Ejemplo 1.1. Si repetimos en forma independiente un experimento aleatorio y estamos in-
teresados en la ocurrencia del evento A al que consideramos “éxito”, tenemos ensayos Bernoulli
con p =P(A). O

Modelando ensayos Bernoulli. Los ensayos Bernoulli (con probabilidad de éxito p) se
describen mediante una sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente dis-
tribuidas (X; : ¢« € N) cada una con distribucién Bernoulli(p),

P(X; =z;) =p"(1—p)'™™, ;i €{0,1}. (1)
Esto es, P(X; = 1) = py P(X; = 0) = 1 — p. En este contexto, X; = 1 significa que “el

resultado del i-ésimo ensayo es éxito”.

Preguntas elementales. Se pueden formular varios tipos de preguntas relacionadas con
los ensayos Bernoulli. Las mas sencillas son las siguientes:

(a) ;Cual es la cantidad total de éxitos en los primeros n ensayos?

(b) (En n ensayos, cudl es el nimero de éxitos més probable?
) {Cuédnto “tiempo” hay que esperar para observar el primer éxito?
) (Cudnto “tiempo” hay que esperar para observar el k-ésimo éxito?

En lo que sigue expresaremos las preguntas (a)-(d) en términos de las variables aleatorias
X, 1 > 1, que describen los ensayos Bernoulli.

La cantidad de éxitos en los primeros n ensayos se describe mediante la suma de las
primeras variables Xi,..., X,

S, = ZX (2)



La pregunta (a) interroga por la distribucién de probabilidades de la variable aleatoria
Sy, definida en (2). Esto es, para cada k = 0,...,n, se trata de determinar cuénto valen
las probabilidades P(S,, = k). En cambio, la pregunta (b) interroga por el valor de k que
maximiza a la funcién de k, P(S,, = k).

El tiempo de espera hasta el primer éxito se describe mediante la variable aleatoria

Ty :=min{i e N: X; =1}, (3)

y en general, el tiempo de espera hasta el k-ésimo éxito, k > 1 se describe, recursivamente,
mediante

Ty = ml’n{z >Tr 1: X; = 1} (4)

La pregunta (c) interroga por la distribucién de probabilidades de la variable T} definida en
(3): cuénto valen las probabilidades P(T7 = n), n € N7 Finalmente, la pregunta (d) interroga
por la distribucién de probabilidades de las variables T}, k > 2, definidas en (4): cudnto valen
las probabilidades P(T, = n), n > k?

1.1. La distribucién binomial: cantidad de éxitos en n ensayos

La cantidad de éxitos puede ser 0,1,...,n. El primer problema es determinar las corre-
spondientes probabilidades. El evento en n ensayos resultaron k éxitos y n — k fracasos

{(Xl,...,Xn) = (z1,...,2,) : le :k:}
i=1

puede ocurrir de tantas formas distintas como k simbolos 1 se puedan ubicar en n lugares.
En otras palabras, el evento considerado contiene (z) puntos, cada uno de probabilidad

n

’ (ﬂ{Xi = :m'}> = [[rma=p'7 =p=mi( —p)r =
=1

=1
= pFL—p) "
Por lo tanto,
P(S, = k) = (Z)pk(l —p" Tk 0<k<n (5)

En particular, la probabilidad de que no ocurra ningin éxito en n ensayos es (1 — p)" y la
probabilidad de que ocurra al menos un éxito es 1 — (1 — p)™.

La distribucién de S,, determinada en (5), se denomina la distribucion binomial de
pardametros n y p y se denota Binomial(n, p).

Nota Bene. Por definicién, la distribucién binomial de parametros n y p es la distribucion
de una suma de n wvariables aleatorias independientes cada con distribucion Bernoulli de
pardmetro p.



Ejemplo 1.2. Se tira un dado equilibrado 11 veces y en cada tiro se apuesta al 6, ;cudl es
la probabilidad de ganar exactamente 2 veces? Como el dado es equilibrado, la probabilidad
de éxito es 1/6 y la cantidad de éxitos en 11 tiros tiene distribucién Binomial (11,1/6). Por
lo tanto, la probabilidad requerida es

() (5) (2 = 0amo...

Ejemplo 1.3. Cada articulo producido por una maquina serd defectuoso con probabilidad
0.1, independientemente de los deméas. En una muestra de 3, ;jcual es la probabilidad de
encontrar a lo sumo un defectuoso?

Si X es la cantidad de articulos defectuosos en la muestra, entonces X ~ Binomial(3, 0.1).
En consecuencia,

O]

PX<1)=P(X=0)+P(X=1)= <3> (0.1)°(0.9)% + <i’> (0.1)'(0.9)2 = 0.972.

0

Ejemplo 1.4. Un avién se mantendrd en vuelo mientras funcionen al menos el 50 % de sus
motores. Si cada motor del avién en vuelo puede fallar con probabilidad 1 — p independien-
temente de los demds, ;para cudles valores de p € (0, 1) es més seguro un avién de 4 motores
que uno de 27

Como cada motor puede fallar o funcionar independientemente de los demads, la cantidad
de motores que siguen funcionando es una variable aleatoria con distribuciéon binomial. La
probabilidad de que un aviéon de 4 motores realice un vuelo exitoso es

()= (g)ru=ns ()= wo o

mientras que la correspondiente probabilidad para un aviéon de 2 motores es

@p(l _p)+ (;)ﬁ —%(1-p) + 7

En consecuencia, el avién de 4 motores es mas seguro que el de 2 si

6p*(1 —p)? +4p*(1 — p) +p* > 2p(1 — p) + p*

lo que es equivalente a las siguientes expresiones simplificadas
3p° —8p* +Tp—2>0 < 3(p—2/3)(p—1)? >0 < p>2/3.

Por lo tanto, el avién de 4 motores es mas seguro cuando la probabilidad de que cada motor
se mantenga en funcionamiento es mayor que 2/3, mientras que el avién de 2 motores es mas
seguro cuando esa probabilidad es menor que 2/3. O

Ejemplo 1.5. Si la probabilidad de éxito es p = 0.01, cudntos ensayos se deben realizar para

asegurar que la probabilidad de que ocurra por lo menos un éxito sea al menos 1/27
Buscamos el menor entero n tal que 1 — (0.99)" > %, o equivalentemente & > (0.99)".

Tomando logaritmos —log2 > nlog(0.99) y despejando n resulta n > —log(2)/1og(0.99) ~

68.96. Por lo tanto, n = 69. ]



1.2. Término central

De la férmula (5) se puede ver que

P(S, =k  (MPFA-p"* (k- Dlin—k+ Dl
P, =F=1) ~ (L)p G —p 1~ B=RIi-p)
B (n—k—i—l)p_ (n+1)p—k
R R Ty (6)

De (6) se deduce que P(S,, = k) crece cuando k < (n+ 1)p y decrece cuando k > (n+ 1)p. Si
(n + 1)p es un nimero entero, entonces P(S, = (n+ 1)p) = P(S, = (n + 1)p — 1). En otras
palabras, la cantidad més probable de éxitos en n ensayos es m := [(n+ 1)p]. Salvo en el caso
en que m = (n + 1)p, donde también lo es m — 1.

Cuando p = % el resultado anterior se puede observar directamente en el tridngulo de
Pascal: en el centro de las filas pares esta el maximo. En la regién central de las filas impares

hay dos méaximos.

Ejemplo 1.6. Se tira un dado equilibrado n veces y en cada tiro se apuesta al 6. ; Cudl es la
cantidad mas probable de éxitos cuando n = 127 y cuando n = 117

La cantidad de éxitos tiene distribucién Binomial (n,p), donde p = 1/6. Cuando n = 12,
(n+ 1)p = 13/6 = 2.16... y entonces la cantidad més probable de éxitos es m = 2. Cuando
n =11, (n + 1)p = 2 y entonces la cantidad més probable de éxitoses m =1om =2. [

1.3. La distribucién geométrica: tiempo de espera hasta el primer éxito

El tiempo que hay que esperar para observar el primer éxito en una sucesion de ensayos
Bernoulli puede ser n = 1,2,.... El evento T} = 1 significa que se obtuvo éxito en el primer
ensayo y tiene probabilidad p. Para cada n > 2, el evento 17 = n significa que en los primeros
n — 1 ensayos se obtuvieron fracasos y que en el n-ésimo se obtuvo éxito, lo que tiene proba-
bilidad (1 — p)"~!p. Por lo tanto, la distribucién de T} es

P(Ty =n) = (1—p)" !p, n € N. (7)

El evento 71 > n significa que los primeros n ensayos de la sucesiéon resultaron fracaso. Por
lo tanto,

P(Ty >n)=(1-p)", n > 1. (8)

La distribucion de T} se denomina distribucion geométrica de pardmetro p y se designa me-
diante Geométrica(p).

Ejemplo 1.7. Se arroja repetidamente un dado equilibrado. ;Cuédl es la probabilidad de
que el primer 6 aparezca antes del quinto tiro?. La probabilidad de obtener 6 es 1/6 y la
cantidad de tiros hasta obtener el primer as tiene distribucién Geométrica(1/6). Por lo tanto,
la probabilidad requerida es

1—(5/6)*

1/6+(5/6)(1/6) + (5/6)*(1/6) + (5/6)°(1/6) = (1/6) < T (5/6)

) =1-(5/6)* =0.5177...

O]



Ejemplo 1.8 (Ocurrencias casi seguras). Si al realizarse un experimento aleatorio un evento
A tiene probabilidad positiva de ocurrir, entonces en una sucesion de experimentos indepen-
dientes el evento A ocurrira casi sequramente.

En efecto, el tiempo de espera hasta que ocurra el evento A es una variable aleatoria T4
con distribucién geométrica de pardmetro p = P(A). Si se observa que

{TAa>1}2{T4>2} D2{T4>3}D---

y que

{Ta =00} = ({Ta > n}

n>1
y se usa la propiedad de continuidad de P, se obtiene que

P(Ty =o0) =P | ({Ta >n} = lim P(Ty >n) = lim (1 —p)" =0.

n—oo
n>1
Por lo tanto, P(T4 < o0) = 1. O

Pérdida de memoria

La variable aleatoria, T', con distribuciéon geométrica de parametro p tiene la propiedad
de pérdida de memoria,

P(T >n+m|T >n)=P(T >m) n,m e N 9)
La identidad (9) se obtiene de (8) y de la férmula de probabilidad condicional:
P(T >n+m,T > n)

P(T'>n+m|T >n) =

P(T > n)
_ P(T>n+m) (1—ptm
- P(T>n)  (1-p)r

= (1-p)™ =P(T >m).

De hecho, la propiedad de pérdida de memoria definida en (9) caracteriza a la distribucién
geométrica.

Teorema 1.9. Si T es una variable aleatoria a valores en N con la propiedad de pérdida de

memoria, entonces T' ~ Geométrica(p), donde p = P(T' = 1).

Demostracién. Sea G(n) :=P(T > n). Si T pierde memoria, tenemos que
G(n+m)=G(n)G(m) (10)

De (10) sigue que G(2) = G(1)G(1) = G(1)%, G(3) = G(2)G(1) = G(1)® y en general
G(n) = G(1)" cualquiera sea n € N. En otros términos, la distribucién de T es tal que

P(T >n)=G1)".
Por lo tanto,

P(T=n)=P(T>n—-1)-P(T>n)=G1)" ' -G1)"=G1)"(1-aG(1)).



1.4. La distribucién Pascal: tiempo de espera hasta el k-ésimo éxito

Si se quieren observar k-éxitos en una sucesiéon de ensayos Bernoulli lo minimo que se
debe esperar es k ensayos. ;Cuando ocurre el evento T, = n, n > k7 El n-ésimo ensayo debe
ser éxito y en los n — 1 ensayos anteriores deben ocurrir exactamente k — 1 éxitos. Hay (Zj)
formas distintas de ubicar k — 1 simbolos 1 en n — 1 lugares. Por lo tanto,

Mﬂ:m:<

n—1

k_lyﬁu—pw* 0>k (11)

La distribucién de T} se denomina distribucion Pascal de parametros k y p y se designa
mediante Pascal(k, p).

La distribucion Pascal de pardmetros k y p es la distribucion de una suma de k variables
aleatorias independientes cada una con ley Geométrica(p). Lo cual es intuitivamente claro si
se piensa en el modo que arribamos a su definicion.

En efecto, definiendo T := 0 vale que

k
Ty => (Ti—Ti1).
i=1
Basta ver que para cada ¢ = 1, ...,k las diferencias T; — T;_1 son independientes y todas se

distribuyen como 77 ~ Geométrica(p). De acuerdo con la regla del producto

P (ﬂle{Ti —Ti1 = mz‘}> = P(Th =m)

n—1
< [T P (T - Tir = mil 02 4T3 = Ty1 = my}) - (12)
i=2
Si se sabe que 171 = myq,..., 1,1 — T;_o = m;_1, entonces el evento T; — T;_1 = m; depende
las variables aleatorias XZ;'_;II 1 ’XZ}=1mj y equivale a decir que las primeras m; — 1
de esas variables valen 0 y la tdltima vale 1. En consecuencia,
P(Ty = Tt = mil MZ5 Ty = Ty = my}) = (1= p)™p. (13)
De (12) y (13) se deduce que
k
P (AT~ T = mi}) = [Ja - p)™ ', (14)
i=1
De la factorizacién (14) se deduce que 11,7y — T, ..., T — Tx—1 son independientes y que
cada una tiene distribucién geométrica de parametro p. ]

Ejemplo 1.10. Lucas y Monk disputan la final de un campeonato de ajedrez. El primero
que gane 6 partidas (no hay tablas) resulta ganador. La probabilidad de que Lucas gane
cada partida es 3/4. ;Cuél es la probabilidad de que Lucas gane el campeonato en la novena
partida? La cantidad de partidas que deben jugarse hasta que Lucas gane el campeonato tiene
distribucién Pascal(6,3/4). Por lo tanto, la probabilidad requerida es

B)E) () o



Ejemplo 1.11. En una calle hay tres parquimetros desocupados. Se estima que en los proxi-
mos 10 minutos pasardn 6 coches por esa calle y, en media, el 80 % tendrd que estacionarse
en alguno de ellos. Calcular la probabilidad de que los tres parquimetros sean ocupados en
los préximos 10 minutos.

La probabilidad requerida es la probabilidad de que la cantidad, N, de ensayos hasta el
tercer éxito sea menor o igual que 6. Como N tiene distribucién Pascal(3, 0.8) resulta que

6

MNS@:ZZWW:MZE:@;ﬁm@%$%3

o . @ (0.2)! + (3) (0.2)% + @ (0.2)3]

= mﬁﬁ[@>@2W+
+6(0.2)* + 10(0.2)°]

= (0.8)% [1+3(0.2)
= 0.983...

Notar que una forma alternativa de obtener el mismo resultado es sumar las probabilidades
de observar 3,4, 5,6 éxitos en 6 ensayos Bernoulli. ]

Relacién entre las distribuciones Binomial y Pascal. Sean S,, ~ Binomial(n,p) y
Ty, ~ Pascal(k, p). Vale que

P(Sn = k) = P(T), < n). (15)

En efecto, decir que en n ensayos Bernoulli ocurren por lo menos k éxitos es lo mismo que
decir que el tiempo de espera hasta observar el k-ésimo éxito no supera a n. ]

1.5. La distribucién multinomial

La distribucién binomial se puede generalizar al caso de n ensayos independientes donde
cada ensayo puede tomar uno de varios resultados. Sean 1,2, ..., r los resultados posibles de
cada ensayo y supongamos que para cada k € {1,2,...,r} la probabilidad p; de observar el
valor k se mantiene constante a lo largo de los ensayos. La pregunta es: ; Cudntas veces ocurre
cada uno de los resultados en los primeros n ensayos?

Consideramos una sucesién X7, Xo,... de variables aleatorias independientes e idénti-
camente distribuidas a valores {1,2,...,7r} tal que P(X; = k) = pi. Fijado n, para cada
k=1,...,r definimos la variables M}, = > | 1{X; = k}. La variable M}, cuenta la cantidad
de veces que ocurre el resultado k£ en n ensayos. La probabilidad de que en n ensayos el
resultado 1 ocurra m; veces, el resultado 2 ocurra mo veces, etc. es

n!
HI)(]\41:7711,JM2:7”I12,...,]\47n:7n7,):

M1 M2y 16
mllmg!-~-mT!p1 P2 Pr ( )
donde los my, son enteros no negativos sujetos a la condicién mi + mg + - -+ +m, = n.

Sir = 2, entonces (16) se reduce a la distribucién Binomial con py = p, pe =1—p, k1 =k

yk‘g:n—/{?.



1.6. % Miscelanea de ejemplos

Observacién 1.12 (Desarrollo de Taylor). Para todo x € (0, 1) vale que

(1—i:)k+1 = <n Z k) ", (17)

n>0

La identidad (17) se obtiene desarrollando la funcién h(z) = (1 — z)~*+1) en serie de
Taylor alrededor del 0: observando que h(™(0) = (k + 1)(k 4 2)--- (k + n), se obtiene que

h(7;>!(0) = ("i’“) -

Ejemplo 1.13 (Variable compuesta). Sean Ni; X1, Xo,... una sucesién de variables aleato-
rias independientes. Supongamos que N7 ~ Geométrica(py) y que X; ~ Bernoulli(pz), i > 1.
Entonces,

Ni—1
e p1
Ny = E X; ~ Geométrica <> — 1. 18

— p1+p2(l—p1) 1)

Por definicién No|N; = n ~ Binomial(n — 1, p2). Aplicando la férmula de probabilidad total
obtenemos

P(Ny=k) = » P(Ny=Ek|N; =n)P(Ny =n)

n>1
= 2 (n L 1>p’§(1 —p2)" P = p)"
n>k+1
= > <m;r k)p’fj(l —p2)™ (1 —p1)"™py
m>0
= 1 -p)m Y (”Z’“) (1= p)(1 = po)]™ (19)

m>0

Usando (17) vemos que

m+k m 1
2 (" mma - =

m>0

1
(p1 + p2(1 — p1))k+t”

Combinando (19) y (20) obtenemos que

o (mO-p))'p pa(l1—p1) \* P1
PN = k)= (p1 4+ p2(1 — p1))Ftt <p1 + p2(1 p1)> <p1 + pa(1 p1)> ' (21)

O]

Ejemplo 1.14 (Rachas). Para cada nimero entero m > 1 sea Y, la cantidad de ensayos
Bernoulli(p) que se deben realizar hasta obtener por primera vez una racha de m éritos segui-
dos. En lo que sigue vamos a calcular E[Y},] mediante condicionales. Para ello introducimos

10



una variable aleatoria auxiliar N que cuenta la cantidad de ensayos que deben realizarse hasta
obtener por primera vez un fracaso y usaremos la identidad E[Y,,] = E[E[Y,,|N]].
Observando que

n+Y, sin<m,

YN =n ~ .
m| {m si n>m,

obtenemos la expresion de la funcion de regresién

o(n) = E[Y;u|N = n] =

n+E[Y,,] sin<m,
si n>m.

En consecuencia, E[Y,,|N] = N1{N < m} + E[Y,,]1{N < m} + m1{N > m}, de donde se
deduce que E[Y,,] = E[N1{N < m}] + E[Y,,]P(N < m) + mP(N > m). Equivalentemente,

N1{N < m}]
P(N > m)

E[Y,,] = & (22)

Debido a que N1{N < m} = N — N1{N > m} el primer término del lado derecho de la
igualdad (22) se puede expresar de siguiente forma

EINI{N <m}] _ E[N]-E[N1{N>m}  E[N]|
PN >m) P(N > m) PN s m)  DNIN>m]
___E[N]
__MN>m_mm—m (23)

La dultima igualdad se deduce de la propiedad de pérdida de memoria de la distribucion
Geométrica. De N|N > m ~ m + N, resulta que E[N|N > m] = m + E[N].
Combinando (22) y (23) obtenemos

E[N] E[N]P(N < m) 1—pm
E[Y,,| = ————— — E[N] = = . 24
[¥on] P(N >m) V] P(N >m) (1—p)pm (24)
O
Ejemplo 1.15 (Coleccionista I). Sea M una variable aleatoria a valores 1,2,...,m. Sea

(M,, : n € N) una sucesién de variables aleatorias independientes tal que M, ~ M para
todo n € N. Sea K = min{n > m : {Mi,...,M,} = {1,2,...,m}} el tamanio de muestra

minimo que se necesita para “coleccionar” todos los valores 1,2, ..., m. En lo que sigue vamos
a calcular E[K| mediante condicionales. Introducimos un elemento aleatorio C' que indica el
orden en que se obtuvieron los valores 1,2,...,m y usamos la identidad E[K] = E[E[K|C]].
Sea S(m) al conjunto de todas las permutaciones de los nimeros 1,2,...,m. Para cada
permutacién o = (01,092, ...,0,) € S(m) vale que:
m—1
P(M =
P(C = o) = PM=on)
el 2iek P(M = 04)
Por otra parte
m—1
K]C:a~1+ZN(ai:1§1§k),
k=1

11



donde N(o; : 1 <i < k) ~ Geométrica(d 7", ., P(M = 0;)). Por lo tanto,

E[K] = > E[K|C=0]P(C =0)
oeS(m)
1 T P(M =oy)
= 1+ . (25)
5 (08 ) T
En el caso particular en que P(M = i) = 1/m para todo ¢ € {1,2,...,m} tenemos que
E[K] = 1+
= (S et Tn
1 = 1 U
( Z D 1/m> m! kZO >t L/m =i
O
Ejemplo 1.16 (Coleccionista II). Sea X7, Xo,... una sucesién de variables aleatorias inde-
pendientes e idénticamente distribuidas a valores 1,2,...,r. Sea N, = min{n >1: X,, =r}.

Para cada i = 1,...,r — 1 sea M; = Y 0! 1{X = i}. Queremos hallar la funcién de
probabilidad de M;.

Por definicién N, ~ Geométrica(p,) y M;|N, = n ~ Binomial(n —1,pi(1 —pr)’l). De
acuerdo con el Ejemplo 1.13 tenemos que

s Pr L. DPr
M; ~ Geométrica — 1 = Geométrica — 1.
’ <pr+p¢(1—pr)1(1—pr)> (pr+pi>
En particular, E[M;] = p;/pr v V(M;) = pi(pr + p;)/p2. ]

2. La distribucion de Poisson

2.1. Motivacién: Aproximaciéon de Poisson de la distribucién binomial

En diversas aplicaciones tenemos que tratar con ensayos Bernoulli donde, para decirlo
de algin modo, n es grande y p es pequeno, mientras que el producto A = np es modera-
do. En tales casos conviene usar una aproximacién de las probabilidades P(S,, = k), donde
Sy, ~Binomial(n,p) y p = A/n. Para k = 0 tenemos

A n
(s, =0 = (1-p" = (1-2) . (27)
n
Tomando logaritmos y usando el desarrollo de Taylor,
1 1 1
log(1—t) = —t— —t* — -3 — ¢+ — ...
og(l 1) 2" 3" 1 ’
se obtiene
logP(S,, = 0) 1 1 A A A% (28)
o —0)=nlo AR I AN
g n g n om



En consecuencia, para n grande se tiene que
P(S, =0)~ e, (29)

donde el signo &~ se usa para indicar una igualdad aproximada (en este caso de orden de
magnitud 1/n). Méas ain, usando la identidad (6) se puede ver que para cada k fijo y n
suficientemente grande

P(S,=k)  (n—k+1)p A
P(S,=k—1)  k(l—p)  k (30)

Recursivamente se concluye que

P(S,=1) ~ X-P(S, =0)~ ",
A A2
P(S,=2) =~ = -P(S,=1)~Ze?
(Sn=2) ~ 5 BSi=1)~ e
y en general
)\lc
P(S, = k) ~ Ee”. (31)

La igualdad aproximada (31) se llama la aprozimacion de Poisson de la distribucion binomial.

0.35

0.3f L4

0.25

0.2 [ ]

0.15-

0.1}

0.051

Figura 1: Comparacién. Funciones de probabilidad de las distribuciones Binomial(10,1/5)
(bolita negra) y Poisson(2) (cuadradillo vacio).

Otro modo de obtener el mismo resultado.

(s, =) = ok~ (1 )k (1 X
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Ejemplo 2.1 (Articulos defectuosos). Una industria produce tornillos. Supongamos que la
probabilidad de que un tornillo resulte defectuoso sea p = 0.015, entonces la probabilidad de
que una caja de 100 tornillos no contenga ninguno defectuoso es (0.985)1%° = 0.2206... La
aproximacién de Poisson es e 1® = 0.2231... y es suficientemente préxima para la mayoria de
los propdsitos practicos. Si se pregunta: Cuantos tornillos deberia contener la caja para que la
probabilidad de encontrar al menos 100 tornillos sin defectos sea 0.8 o mejor? Si 100+ x es el
numero buscado, entonces x es un niimero pequeno. Para aplicar la aproximacién de Poisson
para n = 100 + = ensayos debemos poner A = np, pero np es aproximadamente 100p = 1.5.
Buscamos el menor entero x para el cual

15 1.5)"
e 1P <1 +T+ (,)> > 0.8 (32)
€T

Para = 1 el valor del lado izquierdo de la inecuacién (32) es aproximadamente 0.558, para
x = 2 es aproximadamente 0.809. Por lo tanto, la aproximacién de Poisson permite concluir
que se necesitan 102 tornillos. En realidad la probabilidad de encontrar al menos 100 tornillos
sin defectos en una caja de 102 es 0.8022. ... O

2.2. La distribucion Poisson

Sea A > 0. Una variable aleatoria N tiene distribucién Poisson(A) si sus posibles valores
son los enteros no negativos y si

o

P(N=n)=e n=0,1,... (33)

nl’

Media y varianza. Usando el desarrollo de Taylor de la funcién exponencial e* = 7 zo

se demuestra que E[N] = Ay V(N) = A

Aditividad. El rasgo mas importante de la distribuciéon Poisson es su aditividad.

Teorema 2.2 (Aditividad). Si N1 y Na son variables aleatorias independientes con distribu-
cion Poisson de medias A1 y A2, respectivamente. Entonces,

Ni + No ~ Poisson(A + A2).
Demostracion.

n n
P(Ni+Ny=n) = > P(Ny=m,Ny=n—m)= > PN, =m)P(N;=n—m)
m=0 m=0

- AT ApTm e~itre) Iy
E : - 1 _—X 2 _ E : miyn—m
m:oe 1 m! € 2 (n—m)! nl = <m> AT A

(ta) A+ A2)"

= 6_
n!
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Nota Bene. El resultado del Teorema 2.2 se extiende por induccién a la suma de una
cantidad finita de variables aleatorias independientes con distribucién Poisson.

Teorema 2.3 (Competencia). Sean Ny, Na, ..., Ny, variables aleatorias independientes, cada
N; con distribucién Poisson de media \;, respectivamente. Sea S = Ny +---+ N,,. Entonces,
para cada n > 1 vale que

o At A Am
N1, Na, ..., Ny)IS = n ~ Mult [(n, 2L 22 Am))
( 1,4V2, ) )| n uttrmomaea (’I’L PRDY )\)
donde A =}, \;. En particular,

Aj

B(N; =15 =1) = 3.

Demostracién. Lasuma S = Nj+---+ N, tiene distribucién Poisson de media A = ) 5 Ajs
y entonces siempre que nj + - - - + n, =N,

P(Nl :nl,...,Nm :nm)
P(S =n)

: H<>/ %)

(3

P(Ni =n1,...,Npp =np|S=n) =

O]

Nota Bene. En el caso particular n = 2, el resultado del Teorema 2.3 se reduce a que,
si N1 y N son variables aleatorias independientes con distribucién Poisson de medias A\ y
Ao, respectivamente, entonces, dado que Ny + No = n, la distribucién condicional de N7 es

Binomial(n, p), donde p = /\1)_‘~_1A2. -

Teorema 2.4 (Adelgazamiento). Sea N una variable aleatoria Poisson de media \. Sea M
una variable aleatoria tal que

M|N = n ~ Binomial(n,p).

Entonces, M y N — M son variables aleatorias independientes con distribucion Poisson de
medias pA y (1 — p)A, respectivamente.

Demostracion. Sean m,k > 0

P(M=mN-M=k) = P(M=m,N—M=k|N=m+kPN =m+k)
= P(M =m|N =m+ kPN =m+k)

(("”k) -0
( > <e(1m((1 —kI'?)A)k> .

15



Ejercicios adicionales

1. Sea N una variable aleatoria con distribuciéon Poisson de media A. Mostrar que

A
P(N =n)==P(N =n-—1), n=12...
n

Usar ese resultado para encontrar el valor de n para el cual P(N = n) es maximal.

2. gé? Se lanza una moneda una cantidad aleatoria N de veces, donde N tiene distribucion
Poisson. Sean N y Ns la cantidad de total de caras y de cecas observadas, respectivamente.
Mostrar que las variables aleatorias N7 y N2 son independientes y que tienen distribucién
Poisson.

3. Sea X1, Xo,... una sucesién de variables aleatorias independientes, cada una con distribu-
cién Bernoulli(p). Para cada n > 1 se define S,, := Y | X;. Por convencién, Sy := 0. Sea N
una variable aleatoria con distribucién Poisson(\). Mostrar que Sy ~ Poisson(p)).

2.3. %} La aproximacién Poisson. (Técnica de acoplamiento)

En lo que sigue mostraremos que cuando se consideran una gran cantidad de eventos inde-
pendientes y cada uno de ellos tiene una probabilidad muy pequena de ocurrir, la cantidad de
tales eventos que realmente ocurre tiene una distribucién “cercana” a la distribucién Poisson.

0.8

0.7}

0.6

0.5

0.4}

0.3

0.2

0.1}

Figura 2: Comparacién de las funciones de probabilidad de las distribuciones Bernoulli(1/4)
(bolita negra) y Poisson(1/4) (cuadradillo vacio)
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Construccién conjunta de variables Bernoulli y Poisson (Acoplamiento).
Para cada p € [0, 1] dividimos el intervalo [0,1) en dos intervalos

Io(p) =10,1-p),  L(p)=[1-p1) (34)

y en la sucesién de intervalos

k—1 k k k
_ —pP —pP
Jop) =10,e7),  Julp)=|> e o e pk!) o k=1,2,.... (35)
=0 =0

Consideramos una variable aleatoria U con distribucién U[0, 1) y construimos dos variables
aleatorias V' 'y W con distribuciones Bernoulli(p) y Poisson(p), respectivamente:

Vi=1{U e L(p)}, W := imw e Ju(p)}. (36)
k=0

De la desigualdad 1 —p < e™P resulta que Ip(p) C Jo(p) y que Ji(p) C I1(p). En consecuencia,
V=W <= U € Iy(p) U Ji(p). Por ende,

P(V =W)=P(U € I(p) UJi(p)) =1 —p+e Pp, (37)
y en Consecuencia,
P(V#W)=p—ePp=p(l—e?)<p’ (38)

Usando la desigualdad (38) pueden obtenerse las siguientes cotas:

sup P(V =k) —P(W =Fk)| < p* (39)
NPV =k)-P(W =k)| < 2% (40)
k

La cota (39) se deduce de observar que

PV =k) —PW =Fk)| = [E[{V =k} -EL{W = k}]
[E{V =k} — {W = k}]]
E[[H{V =k} = {W = k]
E[{V # W}]

P(V # W).

IN A

La cota (40) se deduce de observar que para todo k = 0,1, ...

PV =k)—P(W =k)| = [P(V=kW#£k) —PW =k V £E)|
< PV=kVAW) +PW =k V #W),

y luego sumar sobre los posibles valores de k:

DS P(V =k) —PW = k)| < 2P(V # W).
k

17



Nota Bene. Esta técnica, denominada técnica de acoplamiento de variables aleatorias,
permite probar (sin usar la férmula de Stirling) que la distribucién Binomial converge a la
distribucién Poisson.

Teorema 2.5 (Le Cam). Sean Xi,...,X, variables aleatorias independientes con distribu-
cion Bernoulli de pardmetros pi, ..., pn, respectivamente y sea S =Y | X;. Entonces

SO P(S = k) — BN = B)] <2352, (41)
k =1

donde N es una variable aleatoria con distribucion Poisson de media X =Y | p;.

Demostracién. Sean Uy, ..., U, variables aleatorias independientes con distribucién comin
U0, 1). Construimos variables aleatorias acopladas V; ~ Bernoulli(p;) y W; ~Poisson(p;),
1=1,...,n

Vii=1{Ui € L(p)},  Wi:=)Y_ kL{Ui € Ju(pi)},
k=0

y las sumamos

Por construccién, las variables Vi, ..., V,, son independientes y con distribucién Bernoulli(p;),
respectivamente, y entonces, la variable S* tiene la misma distribucién que S; las variables
Wi, ..., W, son independientes y tienen distribucién Poisson(p; ), respectivamente, y entonces,
la variable N tiene distribucién Poisson de media A = >/ | p;.

Observando que cada k

|IP(S* =k) —P(N =k)| <P(S*=k,N #k)+P(N =k S"#k).
se obtiene que

> P(S* =k) - P(N = k)| < 2P(S* # N).
k

Si S* £ N, entonces V; # W; para algin ¢ = 1,...,n. En consecuencia,
P(S*#N) <> P(V; W) <Y 1.
i=1

i=1

Corolario 2.6 (Aproximacién Poisson). Para cada k >0

. (n AMN\"TF ANk
()00 G) -
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Demostracion. Sean Uy, ..., U, variables aleatorias independientes con distribucién comun
U[0,1). Paracadai = 1, ..., n definimos parejas de variables aleatorias (V;, W;) independientes

Vi =1{U; € Li(p)}, Wi = Zkl{Ui € Ji(p)}.
k=0

Por construccién, V; ~ Bernoulli(p) y W; ~ Poisson(p), en consecuencia las sumas

son variables aleatorias con distribuciones Binomial(n, p) y Poisson(np), respectivamente. De
acuerdo con la demostracién del Teorema de Le Cam tenemos que

IEONORS

Teorema 2.7. Supongamos que para cada n, Xy 1,...,Xp,, son variables aleatorias inde-
pendientes con distribucion Bernoulli(py, ). Si

)\2
=|P(S=k)—P(N =k)| < 2np* = 2 0.

O]

rznpn,k — A > 07

max ppr — 0, (42)
Tn
k=1 -

1<k<

entonces

= . BV .
P(ZXnvk:z>—>e Aﬁ, i=0,1,2,.... (43)
k=1

Si A =0, el limite (43) se interpreta como 1 para i =0 y 0 para i > 1. En el caso r, = n
Y Pk = A/n, (43) es la aproximacion Poisson a la binomial. Notar que si X > 0, entonces
(42) implica que r, — oo.

Demostracion. Sea Uj,Us,... una sucesion de variables aleatorias independientes, con
distribucién comtin U0, 1). Definimos

Vn,k = 1{Uk < Il(pn,k)}-

Las variables V,, 1, ..., Vi, son independientes y con distribucién Bernoulli(py, ;). Puesto que

Vais--s Vo, tienen la misma distribucion que Xy, 1,..., Xy, (43) se obtiene mostrando
Tn .

que V,, = > )", Vp, i, satisface

)\i
P(V, =1i) — e*AF. (44)
Ahora definimos

ka = Zil{Uk S Ji(pn’k)}
=0
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W, i tiene distribucién Poisson de media p,, .. Puesto que las W,, ;. son independientes, W,, =
22”:1 W, tiene distribucién Poisson de media \,, = Z;"zl Pn,k- De la desigualdad 1—p < e™P,
se obtiene como consecuencia que

P(Vok #Wak) = P(Var=1#Wni) =PUr € Ii(pnk) — J1(Pnk))
= Pnk — eipn’kpn,k < p?‘[,,k?

y por (42)

Tn
]P)(Vn 7é Wn) < szhk < )\n lgllci}’f‘ Pnk — 0.
k=1 =

(44) y (43) se obtienen de observar que

A AT
P(W, =i) =e 0 o e,
n! n!

3. Cuentas con exponenciales

3.1. Motivacion: pasaje de lo discreto a lo continuo

Para fijar ideas consideraremos una conversacion telefénica y supondremos que su duracion
es un numero entero de segundos. La duraciéon de la conversacién sera tratada como una
variable aleatoria T' cuya distribucién de probabilidades p,, = P(T' = n) es conocida. La linea
telefénica representa un sistema fisico con dos estados posibles “ocupada” (Ey) y “libre” (E1).

Imaginemos que cada segundo se decide si la conversacion contintia o no por medio de
una moneda cargada. En otras palabras, se realiza una sucesiéon de ensayos Bernoulli con
probabilidad de éxito p a una tasa de un ensayo por segundo y se continua hasta el primer
éxito. La conversacion termina cuando ocurre el primer éxito. En este caso la duracién total
de la conversacién, el tiempo de espera, tiene distribucién geométrica p, = (1 —p)"!p. Si en
un instante cualquiera la linea estd ocupada, la probabilidad que permanezca ocupada por
mas de un segundo es (1 — p), y la probabilidad de transicién Ey — E; en el siguiente paso
es p. En este caso esas probabilidades son independientes de cuanto tiempo estuvo ocupada
la linea.

La descripcién de los tiempos de espera mediante modelos discretos presupone la cuanti-
zacién del tiempo y que los cambios solo pueden ocurrir en las épocas ¢, 2¢, . ... El tiempo de
espera T mas sencillo es el tiempo de espera hasta el primer éxito en una sucesion de ensayos
Bernoulli con probabilidad de éxito p(e). En tal caso P(T" > ne) = (1 — p(e))™ y el tiempo
medio de espera es E[T] = ¢/p(e). Este modelo puede se puede refinar haciendo que € sea
cada vez mas chico pero manteniendo fija la esperanza ¢/p(¢) = 1/\. Para un intervalo de
duracién t corresponden aproximadamente n & t/c ensayos, y entonces para £ pequeno

P(T > t) ~ (1 — Xe)/® m e, (45)

Este modelo considera el tiempo de espera como una variable aleatoria discreta distribuida
geométricamente y (45) dice que “en el limite” se obtiene una distribucién exponencial.
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Si no discretizamos el tiempo tenemos que tratar con variables aleatorias continuas. El rol
de la distribucién geométrica para los tiempos de espera lo ocupa la distribucion exponencial.
Es la inica variable continua dotada de una completa falta de memoria. En otras palabras, la
probabilidad de que una conversacién que llegé hasta el tiempo ¢ contintie mas alla del tiempo
t + s es independiente de la duracién pasada de la conversacién si, y solo si, la probabilidad

que la conversacion dure por lo menos ¢ unidades de tiempo estd dada por una exponencial
—At
e .

Nota Bene Sien un momento arbitrario ¢ la linea estd ocupada, entonces la probabilidad
de un cambio de estado durante el préximo segundo depende de cuan larga ha sido la con-
versacién. En otras palabras, el pasado influye sobre el futuro. Esta circunstancia es la fuente
de muchas dificultades en problemas mas complicados.

3.2. Distribucién exponencial

Se dice que la variable aleatoria T tiene distribucion exponencial de intensidad A > 0 y se
denota T' ~ Exp(A) si la funcién de distribucién de T' es de la forma

Fr(t) =P(T < t) = (1 - e_)‘t) 1{t > 0}. (46)
En tal caso T admite la siguiente funcién densidad de probabilidades

fr(t) = Xe7M1{t > 0}. (47)

Media y Varianza. Los valores de la esperanza y la varianza de T son, respectivamente,
E[T] =1/Ay V(T) = 1/)2.

3.3. Suma de exponenciales independientes de igual intensidad

Teorema 3.1. Sean T1,7T5,...,T, variables aleatorias independientes, idénticamente dis-
tribuidas, con distribucién exponencial de intensidad A > 0. La suma S, = T + --- + T,
admite una densidad de probabilidades de la forma

n—1
fs, (1) = Aekt((itzl)!uwo} (48)

y su funcién de distribucién es

n—1 i
Fg, (t) _ <1 M Z ()\Zt')> 1{t > 0} (49)
i=0

En otras palabras, la suma de n variables aleatorias independientes exponenciales de intensi-
dad A > 0 tiene distribucién Gamma de parametros n y A: I'(n, A).
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Demostracién. Por induccién. Para n = 1 no hay nada que probar: S; = 171 ~ Exp()).
Supongamos ahora que la suma S, = T + - -- + T}, admite una densidad de la forma (48).
Debido a que las variables aleatorias S,, y Ty,+1 son independientes, la densidad de S,+1 =
Sy + Th+1 se obtiene convolucionando las densidades de Sy, y Ty11:

o) = (s, * fro)(t / fsu(t — @) oy (2)da

t
— / )\€_>\(t w) ()\(t — x )\ )\xdx
0

(n— 1).

B A\ t o B A7 +n
= )e )‘t(n_l)!/o(t—a:) Lde = Xe )\t(n—l)!g
SO
= Jde o

Las funciones de distribucién (49) se obtienen integrando las densidades (48). Sea t > 0,
integrando por partes puede verse que

t t n—1
Fs (t) = /OfSn(S)dSZ/ (As) e Ads

n—1 t t n—2
_ Q) e 4 / (As) e Mds
C(n—1)! o Jo (n—2)!
(A 75) - Y
= Fg, . (t). 50
Iterando (50) obtenemos (49). O
Nota Bene. En la demostracion anterior se utilizo el siguiente resultado: si 171, ...,7T), son

variables aleatorias independientes, entonces funciones (medibles) de familias disjuntas de las
T; también son independientes. (Para mas detalles ver el Capitulo 1 de Durrett, R., (1996).
Probability Theory and Examples, Duxbury Press, New York.) O

3.4. DMinimos

Lema 3.2. Sean 77 y 15 dos variables aleatorias independientes y exponenciales de intensi-
dades A1 y A2, respectivamente. Vale que

A1
AL+ A

P(Tl < TQ) (51)

Demostracién. La probabilidad P(T} < T») puede calcularse condicionando sobre T;:

P(Tl < Tg) = / P(Tl < Tg‘Tl = t)le (t)dt = / ]P’(t < TQ))\le_)\ltdt
0 0

- N / Tt gy = ), / Teiang o M
0 0 A1+ A2
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Teorema 3.3. Sean 11,715, ...,T, variables aleatorias exponenciales independientes de in-
tensidades A1, Aa, ..., A\, respectivamente. Sean 1" y J las variables aleatorias definidas por

T :=minT;, J := indice que realiza T.
7

Entonces, T tiene distribucién exponencial de intensidad Ay +---+ A\, ¥

s
PJ=j)= — L ——.

( 7) M+ Ay
Ma3s aun, las variables T' y J son independientes.

Demostracién. En primer lugar, hay que observar que T > t si y solo si T; > t para
todo i« = 1,...,n. Como las variables T%,75,...,T;, son exponenciales independientes de
intensidades Aq, Ao, ...\, tenemos que

]P)(T > t) = HP(E > t) = Hefz\it — e—()\1+...+)\n)t.

i=1 i=1

Por lo tanto, T tiene distribucién exponencial de intensidad A\ + - - - + A,,.
En segundo lugar hay que observar que J = j si y solo si 7" = Tj. Por lo tanto,

)\.
P(J =j)=P(T; =minT;) =P(T; < T)=—">"
(J =j)=P(T; miln) ( rgéljn) T

La ultima igualdad se obtiene utilizando el Lema 3.2 pues las variables T y min,;»; T; son
independientes y exponenciales con intensidades \; y Z#j i, respectivamente.
Finalmente, si para cada j definimos U; = min,; T;, tenemos que

P(I=j,T21) = PE<T <Uj)
= / P(T; < Uj|Tj = s)\je Yi%ds
t

= )\j/ P(U; > s)e N%ds = ), / 2izj M)S A% g
t

Aj
— A RN W —(At+An)s g
et v AR AL ;

— #e—(hww\n)t.
M+ A,

Lo que completa la demostracion. ]

Ejercicios adicionales

4. Sean Ty y T» variables aleatorias independientes exponenciales de intensidad 2. Sean
T(1y = min(T1,T2) y T(o) = méx(Ty, T2). Hallar la esperanza y la varianza de T{;y y de T(y).
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5. Suma geométrica de exponenciales independientes. Sean T1,T5,... variables aleatorias
independientes idénticamente distribuidas con ley exponencial de intensidad A. Se define
T = Zfil T;, donde N es una variable aleatoria con distribucién geométrica de pardmetro
p, independiente de las variables 77, Tb, . ... Hallar la distribucién de T'. (Sugerencia: Utilizar
la férmula de probabilidad total condicionando a los posibles valores de N y el desarrollo en
serie de Taylor de la funcién exponencial.)
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1. Proceso puntual de Poisson

1.1. Procesos puntuales

Informalmente, un proceso puntual aleatorio es un conjunto enumerable de puntos aleato-
rios ubicados sobre la recta real. En la mayoria de las aplicaciones un punto de un proceso
puntual es el instante en que ocurre algin evento, motivo por el cual los puntos también se
llaman eventos o arribos. Por ejemplo, los tiempos de arribo de clientes a la caja de un super-
mercado o de los trabajos al procesador central de una computadora son procesos puntuales.
En teorfa fiabilidad, un evento podria ser el instante en que ocurre una falla. El ejemplo basico
de este tipo de procesos es el proceso de Poisson.

Definicién 1.1 (Proceso puntual aleatorio). Un proceso puntual aleatorio sobre la semi-
recta positiva es una sucesion {Sy : n > 0} de variables aleatorias no negativas tales que, casi
sequramente,

(a) Sp =0,
(b) 0< ST <S8y <+,
(¢) limy,— 00 Sy = +o0.

La condicién (b) significa que no hay arribos simultdneos. La condicién (c) significa que
no hay explosiones, esto es, no hay una acumulacion de arribos en tiempos finitos.
La sucesién de variables aleatorias {T,, : n > 1} definida por

T, := S, — Sp_1 (1)

se llama la sucesion de tiempos de espera entre arribos.

Introducimos una familia de nuevas variables aleatorias N(t), t > 0, de la siguiente manera:
para cada t > 0 definimos N (¢) como la cantidad de arribos ocurridos durante el intervalo de
tiempo (0, ],

N(t) = Y 1{S, <t} (2)

n>1
= max{n >0: S5, <t} (3)
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Figura 1: Realizacién tipica de un proceso puntual aleatorio sobre la semi-recta positiva.

Observacidn 1.2. Notar que N(t) es una funcion de t y de las variables aleatorias Ty, T, . . .
a valores enteros no negativos. Indicaremos esa relacion de la siguiente manera

N(t) =V(t; Ty, Ts,...), (4)
donde U es la relacion definida en (2).

La cantidad de arribos ocurridos durante el intervalo de tiempo (s,t] C RT, N(s,t], es el
incremento N (t) — N(s)

N(s,1] := N(t) = N(s) = > _1{s < S, < t}. (5)

n>1
De (3) se obtiene la relacién bésica que conecta a las variables N (t) con las Sy:
N({t)>n < S, <t. (6)
De alli se desprende que

N(t)=n < S, <t < Spi1. (7)

Proceso de conteo. La familia de variables aleatorias {N(¢) : ¢ > 0} es un proceso es-
tocastico denominado el proceso de conteo de la sucesién de arribos {S,, : n > 0}. Debido a que
la sucesion de arribos se puede reconstruir a partir de N, N también recibe la denominacién
“proceso puntual”.

Propiedades. Por definicién, el proceso de conteo satisface las siguientes propiedades:
(i) Para cada t > 0, la variable aleatoria N(t) tiene valores enteros no negativos.
(ii) N(0) =0y limy_,oo N(t) = 00.



(iii) Si s < ¢, entonces N(s) < N(t).

(iv) Como el intervalo (0,t] es cerrado a la derecha, la funcién (aleatoria) N : RT — Ny
es continua a derecha. Ademads, en los puntos de discontinuidad tiene saltos de longitud 1.

En otras palabras, el grafico de la funcién aleatoria N : Rt — Ny es una escalera no
decreciente, continua a derecha y con saltos de longitud 1 en cada uno de los arribos del
proceso puntual.

Programa. En lo que sigue estudiaremos la distribucién conjunta de las N(t) bajo ciertas
condiciones sobre los tiempos de espera entre arribos 7;, y vice versa.

1.2. Procesos de Poisson

Existen varias definiciones equivalentes de procesos de Poisson. Adoptamos la que nos
parece més sencilla y generalizable. !

Definicién 1.3 (Proceso de Poisson). Un proceso puntual {S,, : n > 0} sobre la semi-recta
positiva es un proceso de Poisson de intensidad X > 0 si satisface las siguientes condiciones

(i) El proceso tiene incrementos independientes: para cada coleccién finita de tiempos 0 =
to < t1 < --+ < tp, los incrementos N (t;—1,t;] = N(t;) — N(ti—1), i = 1,...,n son
independientes.

(ii) Los incrementos individuales N (s,t] = N(t) — N(s) tienen la distribucién Poisson:

P(N(s,1] = n) = e—A(t—s)(A(t;!S))"

, n=0,1,...,0<s<t. (8)
Nota Bene. La condicién (ii) de la Definicién 1.3 se puede descomponer en dos partes.
(a) Los incrementos son temporalmente homogéneos (i.e., la distribucién de los incrementos
depende solamente de la longitud del intervalo de tiempo pero no de su posicién) y (b) la
distribucion de cada incremento individual es Poisson de media proporcional a la cantidad de
tiempo considerado.

Que un proceso puntual sea temporalmente homogéneo y que tenga incrementos independi-
entes significa que si se lo reinicia desde cualquier instante de tiempo ¢, el proceso asi obtenido
es independiente de todo lo que ocurrié previamente (por tener incrementos independientes)
y que tiene la misma distribucién que el proceso original (por ser temporalmente homogéneo).
En otras palabras, el proceso no tiene memoria.

Es de suponer que, bajo esas condiciones, los tiempos de espera entre arribos tienen
que ser variables aleatorias independientes, cada una con distribucion exponencial del mismo
parametro. Esto dltimo es consistente con la condicién sobre la distribucién que tienen los
incrementos individuales (8).

'Elegimos la Definicién 1.3 porque tiene la virtud de que se puede extender a R? sin ninguna dificultad:
un subconjunto aleatorio (numerable) II de R? se llama un proceso de Poisson de intensidad X si, para todo
A € B(R%), las variables aleatorias N(A) = |[II N A| satisfacen (a) N(A) tiene la distribucién Poisson de
pardmetro A|A|, y (b) Si A1, As,..., A, € B(R?) son conjuntos disjuntos, entonces N(A1), N(Az),... N(A,)
son variables aleatorias independientes.



En efecto, de la relacién bésica (6) se deduce que si {S,, : n > 0} es un proceso de Poisson
de intensidad A, entonces las variables S,, tienen distribucién I'(n, \):

n—1 n—1 \ ()\t)k
P(S, > 1) =P(N(t) <n) =Y BN(t)=k) =) e k!
k=0 k=0

1.3. Construccién

En lo que sigue mostraremos una forma de construir un proceso puntual de Poisson {S,, :
n > 0} de intensidad A. Los arribos, S, se construyen utilizando una sucesién de variables
aleatorias a valores positivos {7}, : n > 1}:

n
Sy =0, Spi=>» T, n=1,2.... (9)
=1

Teorema 1.4. Sea {T,, : n > 1} una sucesidn de variables aleatorias independientes, cada
una con distribucion exponencial de intensidad \. El proceso de arribos {S,, : n > 0} definido
en (9) es un proceso puntual de Poisson de intensidad X. (Ver la Definicién 1.3).

Demostracion.

1. Proceso Puntual. Para cada n > 1, P(7;,, > 0) = 1 y por la ley fuerte de los grandes

numeros % Yo T — % casi seguramente. Por lo tanto, {S,, : n > 0} es un proceso puntual.

2. Distribuciones Poisson. Para cadan > 1, S,, = T1 + - - - + T}, tiene distribucién I'(n, \):

n—1 0o
Fs (t) =P(S, <t) = (1 —e My (Akt')k> 1{t >0} = (e_)‘t > (Ak'?k> 1{t > 0}.
k=0 ’ k=n )

Observando que {N(t) = n} = {N(t) < n+ 1} \ {N(t) < n} y usando la relacién bésica,
N(t) <n < S, >t, se deduce que

P(N(t)=n) = P(N(t)<n+1)—P(N() <n)=P(Spt1 >t) —P(S, >1)
n n—1

RN O A VR YD A O _
= e k‘z:k;'_e : T—C T, TL—O,].,.... (10)
0 =0

Por lo tanto, para cada t > 0 fijo, el incremento N () tiene una distribucién Poisson de media
At:
N(t) ~ Poisson(\t).

3. Pérdida de memoria. Fijamos ¢t > 0 y consideramos los arribos posteriores al instante t.
Por (3) tenemos que Sy() <t < Sy()41- El tiempo de espera desde t hasta el primer arribo
posterior a t es Sy(y)41 —¢; el tiempo de espera entre el primer y el segundo arribo posteriores
ates T4 y ast siguiendo. De este modo

T = Sn@y+1 — t, 7y = TN (t)+25 Tsft) =TN()+3 - - (11)



definen los tiempos de espera entre arribos posteriores a t.

Debido a la independencia de las T}, y la propiedad de pérdida de memoria de la distribu-
cién exponencial, parece intuitivamente claro que condicionando al evento {N(t) = n} las
variables aleatorias (11) son independientes y con distribucién exponencial.

En lo que sigue mostraremos que N (t), Tl(t),Tz(t), ... son variables aleatorias independi-
entes y que

T, 1)~ (T, T, ). (12)

Basta mostrar que para todo n > 0 y para toda eleccién de ntimeros positivos t1,..., ¢,
m € N, vale que

PN =n, T > ty,... . T > t,,) = P(N(£) = n)e M ... e Mm. (13)

Para probarlo condicionaremos sobre la variable S,,,

P(N(#)=n, T >t1) = P(S, <t < Snp1,Snp1 —t> 1)
= ]P)(Sn <t Thy1 >t +1t— Sn)

t
= / P(Tn—i-l >t +1— S)fsn (S)dS
0

t
= e)‘tl/ P(Tht1 >t —s)fs,(s)ds
0

= e MP(S, <t,Thy1 >t —S,)
P(N(t) = n)e M.
Para obtener la segunda igualdad hay que observar que {S,41 > t} N {Spt1 —t > t1} =
{Sn+1 > t1 +t} y escribir S, 11 = Sy, + T,+1; la tercera se obtiene condicionando sobre Sy; la
cuarta se obtiene usando la propiedad de pérdida de memoria de la exponencial (P(T}41 >
t1+1t— 8) = ]P)(T,H_l > tl)]P)(Tn_H >t — 8) = e_Atl]P)(T,H_l >t — S))
Por la independencia de las variables T},

N =n,TY >t ..., T > t,)
= P(S, <t<Sn+1,Sn+1—t>t1,Tn+2>t2,Tn+m>t )

(
(
= P(S <t<Sn+1,Sn+1—t>t1) )\tQ-" —Atm
(N(1) = me 1 e,

ac)

|
~

4. Incrementos estacionarios e independientes. Por (6), N(t+s) — N(t) > m, o N(t+
s) > N(t) +m, siy solo si Sy(s)1m < t+5, que es la misma cosa que Tl(t) o T < s Ast

N(t+s) — N(t) =méx{m: T + ... + 7O < 5}, (14)

Comparando (14) y (3) se puede ver que para ¢ fijo las variables aleatorias N(t + s) — N ()
para s > 0 se definen en términos de la sucesién (11) exactamente de la misma manera en
que las N(s) se definen en términos de la sucesién original de tiempos de espera. En otras
palabras,

N(t+s)— N@t) =0(s; 7 1), (15)



donde ¥ es la funcién definida en la Observacién 4. De acuerdo con (12)
{N({t+s)—N(t): s>0} ~{N(s): s>0}. (16)

De (15) y lo visto en 3. se deduce que N (t) y {N(t+s)—N(t) : s > 0} son independientes.
Seann >2y 0 <t <ty<...<ty Como (N(t2) — N(t1),...,N(tn) — N(tn—1)) es una
funcién de {N(t; + s) — N(t1) : s > 0}, tenemos que

N(tl) Yy (N(tQ) - N(tl)v v 7N(tn) - N(tn—l))
son independientes. Esto es,

P(N(tl) = ml,N(tg) — N(tl) = ma,... ,N(tn) — N(tnfl) = mn)
== P(N(tl) == ml)P(N(tQ) — N(tl) = ma,... ,N(tn) — N(tnfl) == mn)

En particular, se obtiene la la independencia de los incrementos para el caso en que n = 2:
P(N(t1) = mi1, N(ta) — N(t1) = ma) = P(N(t1) = m1)P(N(t2) — N(t1) = ma).
Usando (16) se concluye que

(N(t2) = N(t1), N(t3) = N(t2), ..., N(tn) = N(tn-1))
~ (N(tQ — tl),N(tg — tl) — N(tQ — tl), - ,N(tn — tl) — N(tn_l — tl)). (17)

El caso general se obtiene por iteracién del mismo argumento, aplicado al lado derecho de
(17):

:mQ,N(tk—tl) —N(tkfl—tl) :mk,Sg k §n)
mg)P(N(tk — t1> — N(tk,1 — tl) = mk,S < k < n)
mQ)IP’(N(tk) — N(tkfl) = mk,3 < k < n)

I
~
—~ o~~~
~—~ o~~~
~
[\
|
~
—
~— ~—
Il

I
~
~

[}
~—
|
=
~

—
~

I

= H P(N(tg) — N(tp—1) = my).
k=2

Por lo tanto, si 0 =ty < t; < --- < t,, entonces

n
P(N(te) = N(tp—1) = mi, 1 <k <n) = [[ PV (t — tre1) = mu). (18)
k=1
De (18) y (10) se obtienen las dos condiciones que definen a un proceso de Poisson. O

En lo que sigue mostraremos que vale la reciproca. Esto es, los tiempos de espera entre
arribos de un proceso de Poisson de intensidad A son variables aleatorias independientes cada
una con distribuciéon exponencial de intensidad .

Teorema 1.5. Sea {S,, : n > 0} un proceso puntual de Poisson de intensidad X sobre la semi-
recta positiva. Los tiempos de espera entre arribos Ty, n > 1, definidos en (1), constituyen
una sucesion de vartables aleatorias independientes cada una con distribucion exponencial de
intensidad X.



Demostracién. La densidad conjunta de T = (71,7%...,T,) se obtendrd a partir de la
densidad conjunta de las variables S = (S, 52, ...,S,) usando el método del Jacobiano. Por
definicién,
(Tl,TQ, ey Tn) == g(Sl, 52, e ,Sn),
donde g : Gop — G es la transformacion lineal biyectiva entre los conjuntos abiertos Gy =
{(81,--,8n) ER": 0< 51 <82< <8} yG@={(t1,...,tn) : t1 >0,...,t, > 0} definida
por
9(81,82, -+, 8n) = (81,82 — S1y.+,Sn — Sp—1)-

1

La funcién inversa h = g~ es de la forma

h(t17""tn) = (tlvtl +t27at1++tn)
y sus derivadas parciales

ds; O3t
i:@ZI{jSi}, 1<i,j<n

6tj (9tj
%
ot;

son continuas en (. El jacobiano es
debido a que se trata de una matriz triangular inferior con 1’s en la diagonal. Bajo esas
condiciones tenemos que

J(s,t) = =1

fr(t) = fs(h(t))1{t € G}.

La densidad conjunta de las variables (Si,...,S2) queda univocamente determinada por la
relacion

P(S € A) = /Afs(s)ds, A= (ar,ba] % -+ (@n,ba] € Go.

Supongamos que 0 = by < a1 < by < ag < by < -+ < a, < b, y calculemos la probablhdad
del evento (', {a; < S; < b;}. Para ello observamos que [/, {a; < S; < b;} = N (a;)—
N(bji—1) =0, N(b;) — N(a;) = 1} N{N(an) — N(bp—1) =0, N(b,) — N(ay) > 1} y usamos las
propiedades de independencia y homogeneidad temporal que caracterizan a los incrementos
de un proceso de Poisson de intensidad A:

(ﬂ{al<5 <b}>

_)\ al 1 I)A(bz _ ai)e—)\(bi—ai)) e—)\(an—bn71)(1 _ e—A(bn—an))

b1 bn—l bn
= / Adsq - - / A1 / e nds,,
al an—1
bl n—1
— / / / Ae™ sy - ds,_1dsy, (19)



e (19) se deduce que la densidad conjunta de (Si,...,Sy) es
J(S1,080) (815 -+ -5 8n) = )\”e_’\s"l{() <81 << Sple
Por lo tanto,

f(T1 ..... Tn)(th R tn) = )\ne_kz?il til{tl >0,...,t, > 0}

n

= [[reM1{ti >0} (20)

=1

La identidad (20) significa que los tiempos de espera entre arribos son independientes cada
uno con distribucién exponencial de intensidad . 0

Ejemplo 1.6. Suponga que el flujo de inmigraciéon de personas hacia un territorio es un
proceso de Poisson de tasa A = 1 por dia.

(a) {Cudl es el tiempo esperado hasta que se produce el arribo del décimo inmigrante?

(b) {Cuaél es la probabilidad de que el tiempo de espera entre el décimo y el undécimo arribo
supere los dos dias?

Solucion:
(a) E[S10] = & =10 dias.

(b) P(T1; >2) = =e220.133.

Ejercicios adicionales

1. En un sistema electréonico se producen fallas de acuerdo con un proceso de Poisson de tasa
2.5 por mes. Por motivos de seguridad se ha decidido cambiarlo cuando ocurran 196 fallas.
Hallar la media y la varianza del tiempo de uso del sistema.

2. Sean T una variable aleatoria con distribucién exponencial de media 2 y {N(¢), t > 0} un
proceso de Poisson de tasa 10 (independiente de T"). Hallar Cov (T, N(T)).

3. @ A Sea A(t) = t — Sy el tiempo reverso al evento mads reciente en un proceso de
Poisson y sea B(t) = S N(t)+1 — t el tiempo directo hasta el proximo evento. Mostrar que

(a) A(t) y B(t) son independientes,
(b) B(t) se distribuye como T (exponencial de intensidad \) ,
(c) A(t) se distribuye como min(71,t):

P(A(t) < z)=(1—e?)1{0 <z < t} + 1{z > t}.



4. @ 2 Sea L(t) = A(t) + B(t) = Sn(t)+1 — Sn() la longitud del intervalo de tiempo entre
arribos que contiene a t.

(a) Mostrar que L(t) tiene densidad
di(x) = Nae™1{0 <z < t} + A1 + M)e 1{z > t}.

(b) Mostrar que E[L(t)] converge a 2E[T}] cuando ¢ — oco. Esto parece una paradoja debido
a que L(t) es uno de los T},. Dar una resolucién intuitiva de esta paradoja.

1.4. Distribucion condicional de los tiempos de llegada

Supongamos que sabemos que ocurrié exactamente un arribo de un proceso de Poisson
en el intervalo [0, t]. Queremos determinar la distribucién del tiempo en que el arribo ocurrié.
Como el proceso de Poisson es temporalmente homogéneo y tiene incrementos independientes
es razonable pensar que los intervalos de igual longitud contenidos en el intervalo [0, ¢] deben
tener la misma probabilidad de contener al arribo. En otras palabras, el tiempo en que ocur-
rié el arribo debe estar distribuido uniformemente sobre el intervalo [0,¢]. Esto es facil de
verificar puesto que, para s < t,

P(Ty < s, N(t) =

P(N(t) =1)

P(1 arribo en (0, s], 0 arribos en (s, t])
P(N(t) =1)
P(1 arribo en (0, s])P(0 arribos en (s,t])
P(N(t) = 1)
)\sef/\sef)\(tfs)
Ate— At

P(Ty < s|N(t) =1) = D

s
ot

Este resultado puede generalizarse

Teorema 1.7 (Propiedad condicional). Sea II un proceso de Poisson de intensidad A\ sobre
R*. Condicional al evento N (t) = n, los n arribos ocurridos en el intervalo [0,t] tienen la mis-
ma distribucion conjunta que la de n puntos independientes elegidos al azar sobre el intervalo
[0,t]. En otras palabras, condicional a N(t) = n los puntos en cuestion se distribuyen como
n wvariables aleatorias independientes, cada una con distribucion uniforme sobre el intervalo
0, t].

Demostracién. Sea A, Ag, ..., Ay una particién del intervalo [0, t]. Si ny+ngo+---+ng = n,
entonces
_ [, P(N(A;) = n;)
P(N(A4;) =n;,1<i<Ek|N() = = L
(N(4) =n ! IN(t) =) P(N(t) =n)

[T e (A )™ /!
e~ M (A)™/n!

_ n! 11 LU (21)
N nl‘ng'nk‘ ; t '
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Por una parte la distribucién condicional de las posiciones de los n arribos queda completa-
mente caracterizada por esta funcién de Ay, ..., Ag.
Por otra parte la distribucién multinomial (21) es la distribucién conjunta de n puntos
independientes elegidos al azar de acuerdo con la distribucién uniforme sobre el intervalo [0, ¢].
En efecto, basta observar que si Uy, ..., U, son variables aleatorias independientes con
distribucién uniforme sobre un conjunto A, y M(B) = ), 1{U; € B}, entonces

' n! k |Bil\"™
PM(B) =mivi=1,....k) = =TT {77 )
! .2:1 T

Se infiere que la distribucién conjunta de los puntos en II N [0,¢] condicional a que hay
exactamente n de ellos, es la misma que la de n puntos independientes elegidos al azar con
la distribucién uniforme sobre el intervalo [0, ¢]. O

Nota Bene. La propiedad condicional permite probar la existencia de procesos de Poisson
mediante simulacién. Sea A > 0y sea A1, Ao, ... una particién de R? en conjuntos borelianos
de medida de Lebesgue finita. Para cada i, simulamos una variable aleatoria N; con distribu-
cién Poisson de pardmetro A|A;|. Luego muestreamos n puntos elegidos independientemente
sobre A;, cada uno con distribucion uniforme sobre A;. La unién sobre i de tales conjuntos de
puntos es un proceso de Poisson de intensidad A. (Para més detalles ver el Chap 7 de Ferrari,
Galves (2001)) O

Ejemplo 1.8 (Insectos en un asado). Todo tipo de insectos aterrizan en la mesa de un asado
a la manera de un proceso de Poisson de tasa 3 por minuto. Si entre las 13:30 y las 13:35
aterrizaron 8 insectos, cudl es la probabilidad de que exactamente 3 de ellos hayan aterrizado
durante el primer minuto?

Solucién: Dado que aterrizaron 8 insectos durante 5 minutos, la distribucién de cada ater-
rizaje se distribuye, independientemente de los deméds, como una variable uniforme sobre el
intervalo [0,5]. En consecuencia, la probabilidad de que cada insecto hubiese aterrizado du-
rante el primer minuto es 1/5. Por lo tanto, la probabilidad de que exactamente 3 insectos
hayan aterrizado durante el primer minuto es

) 1 3 4 5 45
= — | =56— =0.1468...
() () () -5

1.5. Coloracion y adelgazamiento de procesos de Poisson

Teorema 1.9 (Coloracién). Sea IT un proceso de Poisson de intensidad X\ sobre RY. Col-
oreamos los puntos de 11 de la siguiente manera. Cada punto de 11 se pinta de rojo con
probabilidad p o de negro con probabilidad 1 — p. Los puntos se pintan independientemente
unos de otros. Sean Iy y Ila los conjuntos de puntos pintado de rojo y de megro, respec-
tivamente. Entonces 117 y Ilo son procesos de Poisson independientes de intensidades pA y
(1 — p)A, respectivamente.

11



Demostracién. Seat > 0 fijo. Por la propiedad condicional, si N (t) = n, esos puntos tienen
la misma distribucién que n puntos independientes elegidos al azar sobre el intervalo [0, ] de
acuerdo con la distribucién uniforme. Por tanto, podemos considerar n puntos elegidos al azar
de esa manera. Por la independencia de los puntos, sus colores son independientes unos de los
otros. Como la probabilidad de que un punto dado sea pintado de rojo es p y la probabilidad
de sea pintado de negro es 1 — p se deduce que, condicional a N(t) = n, las cantidades N1 (t)
y Na(t) de puntos rojos y negros en [0, tienen, conjuntamente, la distribucién binomial

P(N1(t) = n1, Na(t) = n2|N(t) = n) = ——p"' (1 — p)"*, donde ny +ngy =n.

Por lo tanto, la probabilidad incondicional es

P(Ni(t) = ny, Na(t) = na) = <(m+m)!pm(1 _p)n2> (e_MW>

n1!ns! (n1 + ng)!

(20 (e-“-pW((l —pw)m) |

! 79!

Vale decir, las cantidades N1 (t) y Na(t) de puntos rojos y negros en el intervalo [0, ] son inde-
pendientes y tienen distribuciones Poisson de intensidades pAt y (1 — p)At, respectivamente.

La independencia de las contadoras de puntos en intervalos disjuntas sigue trivialmente
del hecho de que II tiene esa propiedad. 0

Otra prueba. Sean Nj(t)y N(t) la cantidad de arribos de tipo I y de tipo II que ocurren
en [0, t], respectivamente. Es claro que N (t) = Ny(t) + Na(t).

Los arribos de tipo I (II) son un proceso puntual aleatorio debido a que son una subsucesién
(aleatoria) infinita de los arribos del proceso original y heredan su propiedad de independencia
para intervalos disjuntos.

La prueba de que {N1(t), t > 0} y que {Na(t), t > 0} son procesos de Poisson independi-
entes de intensidades pA y (1 — p)\, respectivamente, se completa observando que

P(Ny(t) = n, No(t) = m) = P(Ny(t) = n)P(Na(t) = m).

Condicionando a los valores de N (t) y usando probabilidades totales se obtiene
P(Ni(t) =n, Na(t) =m) = ZIP’(Nl(t) =n, Na(t) =m|N(t) = )P(N(t) = i)
i=0

Puesto que P(N1(t) = n, Na(t) = m|N(t) = i) = 0 cuando i # n + m, la ecuacién anterior
se reduce a

P(Ni(t) =n, No(t) =m) = P(Ni(t) =n, No(t) =m|N(t) =n+m)P(N(t) =n+m)
e (AR

= P(Ni(t) =n, Nao(t) =m|N(t) =n+m)e )

Dado que ocurrieron n+m arribos, la probabilidad de que n sean de tipo I (y m sean de tipo

12



IT) es la probabilidad binomial de que ocurran n éxitos en n 4+ m ensayos. Por lo tanto,

_ _ _ n-+m n o m_—At ()\t)n+m
PO = Nalt) =m) = (") g PO
(n+m)! ot - A(1-p)e A" (AD)™
— (] — p)Me P (1-p)t
ntml 7 (1=p)7e e (n+m)!
_ <e)\pt ()‘Pt)n> (e)\(lp)t (A1 _P)t)m>
n! m! '
Lo que completa la demostracion. 0

Ejemplo 1.10 (Insectos en un asado). Todo tipo de insectos aterrizan en la mesa de un
asado a la manera de un proceso de Poisson de tasa 3 por minuto y cada insecto puede ser
una mosca con probabilidad 2/3, independientemente de la naturaleza de los demds insectos.
Si a las 13:30 se sirven los chorizos, cudl es la probabilidad de que la tercer mosca tarde més
de 2 minutos en aterrizar en la mesa?

Solucién: Las moscas aterrizan en la mesa a la manera de un proceso de Poisson de tasa
%3 = 2 por minuto. En consecuencia, los aterrizajes de moscas ocurren cada tiempos exponen-
ciales independientes de intensidad 2. De aqui se deduce que el tiempo que tarda en aterrizar
la tercer mosca, S3 tiene distribucién I'(3,2). Por lo tanto, la probabilidad de que la tercer
mosca tarde mas de 2 minutos en aterrizar en la mesa es

225 (2:2) 4
P(S3>2) =e 2 2 = (14+4+8) =0.2381...
2.
=0

Ejercicios adicionales

5. A un banco llegan clientes de acuerdo con un proceso de Poisson de intensidad 20 por
hora. En forma independiente de los demas, cada cliente realiza un depésito con probabilidad
1/4 o una extraccién con probabilidad 3/4.

(a) Si el banco abre sus puertas a las 10:00, cudl es la probabilidad de que el segundo depésito
se efectué pasadas las 10:307

(b) Cada depdsito (en pesos) se distribuye como una variable U[100,900] y cada extraccién
como una variable U[100, 500]. Si un cliente realiza una operacién bancaria de 200 pesos, cuél
es la probabilidad de que se trate de un depédsito?

1.6. Superposicion de Procesos de Poisson: competencia

El siguiente teorema de superposicion puede verse como complementario del teorema de
coloracion.

Teorema 1.11 (Superposicién). Sean 11y y Ils dos procesos de Poisson independientes de
intensidades \1 y A2, respectivamente, sobre RT. El conjunto II = II; U Tly es un proceso de
Poisson de intensidad \1 + \g. ]
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Demostracién. Sean Ni(t) = [II; N [0,t]| y Na(t) = |[II2 N [0, t]|. Entonces Ny(t) y Na(t)
son variables aleatorias independientes con distribucion Poisson de parametros A\t y Aot.
Se infiere que la suma N(t) = Ni(t) + Na(t) tiene la distribucién de Poisson de pardmetro
At + Aot = (A1 + A2)t. Més atin, si Ay, Ag, . .., son intervalos disjuntos las variables aleatorias
N(A1),N(A3),... son independientes. Falta mostrar que, casi seguramente, N (¢) = |IIN[0, ¢]|
para todo t > 0, que es lo mismo que decir que I1; y P15 no tienen puntos en comun. Este es
un paso técnico (ver el Lema 1.12) y la prueba puede omitirse en una primera lectura.

Lema 1.12. Dos procesos de Poisson Il; = {S} : n >0} y Iy = {S?2 : n > 0} independientes
y de tasas \1 y Ao, respectivamente, no tienen puntos en comun.

Demostracién. Basta probar que P(D(t)) = 0 para todo ¢, donde D(t) es el evento definido
por

D(t) := {existen puntos en comun en el intervalo (0, ]}

Para simplificar la notacién lo demostraremos para D = D(1).
Sean {Ni(t),t > 0} y {Na(t), t > 0} los procesos de conteo de los procesos de Poisson
{St:n >0}y {S%: n>0}. Elevento

1 1+ 1 1 1+1 .
D, = {Nl <2n,2n} + No <2n,2n} > 2 para algin i € [0,2" — 1]}

decrece a D cuando n tiende a infinito, y por lo tanto, por la continuidad de la probabilidad
para sucesiones monotonas de eventos,

P(D) = lim P(D,) =1— lim P(DS).

n—~oo n—oo

on 1 .. ..
1 1+ 1 1 1+ 1
P(DS) — P(ﬂ {m (22 }+N2 (2”,2”]9})
=1

on_1 . .
t 1+1 1 1+1
|| — = — <),

i=1

Pero

Debido a que los procesos son temporalmente homogéneos, para cada i vale que
1 141 1 141 _ _
P<N1 <22} o <22} - 1) = P2 +M (2 <)

Y el problema se reduce a calcular P (N7 (27") + N3 (27™) < 1). La ultima probabilidad puede
expresarse como la suma de los siguientes términos

P(Ni(27") =0, N2 (27") =0) = e M e
P(Ny(277) =0, Ny (277) =1) = e M2 e 227" 0
P(N; (277) =1, Na (27%) = 0) = e M2\ 272",
En consecuencia,
P (N (277) 4+ No (277) < 1) = e WFA227" (14 (A + M9)277). (22)

14



Por lo tanto,
P(DS) = e i) (14 (A + A)27)7 (23)
La ultima cantidad tiende a 1 cuando n — oo, y se concluye que P(D) = 0. O

Teorema 1.13 (Competencia). En la situacion del Teorema 1.11, sea T el primer arribo del
proceso N = N1 + No y J el indice del proceso de Poisson responsable por dicho arribo; en
particular T es el primer arribo de Nj. Entonces

by
P(J=4T>t)=P(J =j)P(T >1) = MTJAQ((MHQ)g

En particular, J yT son independientes, P(J = j) = /\1’_17’)\2 y T tiene distribucion exponencial
de intensidad N1 + Ng.

Demostracién. Ver la demostracion del Teorema que caracteriza la distribucién del minimo
de dos exponenciales independientes. O

Ejemplo 1.14 (Insectos en un asado). Moscas y abejas aterrizan en la mesa de un asado a la
manera de dos procesos de Poisson independientes de tasas 2 y 1 por minuto, respectivamente.
Cuadl es la probabilidad de que el primer insecto en aterrizar en la mesa sea una mosca? Rta.
2/3. O

1.7. Procesos de Poisson compuestos

Un proceso estocastico se dice un proceso de Poisson compuesto si puede representarse
como

N(#)
Xt)=> Y
=1

donde {N(t), t > 0} es un proceso de Poisson, y las variables {Y;,7 > 1} son iid e independi-
entes de N.

Lema 1.15. Sea X (t) un proceso de Poisson compuesto. Si {N(t), ¢ > 0} tiene intensidad A
y las variables Y tienen esperanza finita, entonces

E[X (t)] = ME[Y1].
Mads atun, si las variables Y tienen varianza finita, entonces,

V(X (1)) = ME[Y3].

Demostracién. Para calcular la esperanza de X (¢) condicionamos sobre N (t):

E[X(®)] =E[E[X({)|N(®)]

15



Ahora bien,
[N (1)
EIX(1) [Nt =n] = E|S ¥i|N@) n]
i=1
= E zn:Yl|N(t) :n]
Li=1

'n
- E ZYZ
=1

— nE[Yi).

por la independencia de Y; y N(t)

Esto implica que
E[X(#) | N@®)] = N(®)E[Y:]
y por lo tanto,
E[X(1)] = EINQEM]] = EIN@)E[Y1] = ME[Y1].
Aunque podemos obtener E[X (t)?]
varianza condicional

condicionando sobre N(t), usaremos la férmula de la

V(X(#) = E[V(X ()N @®)] + VE[X ()N ()])-

Ahora bien,

N(t)
VIX(®) [N =n] = V (Z Y| N(t) = n)
=1

— v (iYHN(t) - n>
=1

=V (Z Y;) por la independencia de Y; y N(t)
= nV[lZ/?]l

Esto implica que
V(X(@®)[N()) = N()V(Y1)

y por lo tanto,

V(X(t) = E[N@V(Y)]+ V(N@E[}Y])
= VM)E[N(1)] +E[N]*V(N(#))

(V)M + E[V1]2Mt

tE[Y?].

&=

(I
> <

16



Ejemplo 1.16. Supongamos que la cantidad de accidentes en una fabrica industrial se rige por
un proceso de Poisson de intensidad 4 por mes y que la cantidad de trabajadores damnificados
en cada accidente son variables aleatorias independientes con distribucién uniforme sobre
{1,2,3}. Supongamos también que la cantidad de trabajadores damnificados en cada accidente
es independiente de la cantidad de accidentes ocurridos. Se quiere hallar la media y la varianza
de la cantidad anual de trabajadores damnificados en dicha fabrica.

Solucién: Sean N(t) la cantidad de accidentes en ¢ meses e Y; el nimero de trabajadores

damnificados en el i-ésimo accidente, i = 1,2,.... El nimero total de trabajadores damnifi-
cados en un ano puede expresarse en la forma X (12) = Zl]i(ll 2Y;.

Utilizando los resultados del Lema 1.15 tenemos que

E[X(12)] = (4 - 12)E[V1] = 48E[V3] = 48 - 2 = 96

V(X (12)) = (4-12)E[Y?] = 48 - %4 =224

Ejercicios adicionales

6. Una particula suspendida en agua es bombardeada por moléculas en movimiento térmico
de acuerdo con un proceso de Poisson de intensidad 10 impactos por segundo. Cuando recibe
un impacto la particula se mueve un milimetro hacia la derecha con probabilidad 3/4 o un
milimetro hacia la izquierda con probabilidad 1/4. Transcurrido un minuto, cudl es la posicién
media de la particula?

7. Un servidor recibe clientes de acuerdo con un proceso de Poisson de intensidad 4 clientes
por hora. El tiempo de trabajo (en minutos) consumido en cada servicio es una variable
aleatoria U[1, 9]. Al cabo de 8 horas, cuél es el tiempo medio de trabajo consumido por todos
los servicios?
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Normalidad y Teorema central del limite
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sdonde es mds util aplicar la fuerza de la propia voluntad:

en el desarrollo de la cantidad o en el de la calidad?

¢ Cudl de los dos aspectos es mds fiscalizable?

¢ Cudl mds fdcilmente mensurable?

gSobre cudl se pueden hacer previsiones, construir planes de trabajo?
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1. La distribuciéon normal

1.1. Presentacion

Definicion 1.1. La funcion definida por

1
p(z) = ——e "/ (1)

se llama la funcion densidad normal; su integral

B(z) = \/12? /_ gy )

es la funcién distribucion normal.
Folclore. Se sabe que la funcion e~®* no admite una primitiva que pueda expresarse medi-
ante un numero finito de funciones elementales: z¥ , sen(x), cos(z), a”, etc.... (Ver Piskunov,
N., (1983). cdlculo diferencial e integral, tomo I, Mir, Mosci). Sin embargo, usando técnicas
de cambio de variables bidimensionales se puede demostrar que ffooo o(x)dx = 1.

La funcién ®(z) crece desde 0 hasta 1. Su grafico es una curva con forma de S con

O(—z)=1—P(x). (3)
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Figura 1: (a) La funcién densidad normal ¢(z) := ﬁe_wQ/Q; (b) La funcién distribucién

normal ®(z) = \/%—W [F e PRt

Tablas. La tabla de valores de la funcién distribucién normal se puede consultar en la
mayoria de los libros sobre probabilidad y/o estadistica. En general se tabulan los valores
de ®(x) para x = dy + Cl% + 1%0, donde dy € {0,1,2,3} y di,dy € {0,1,2,...,9}. Las filas
de la tabla estan indexadas por los nimeros dy.d; y sus columnas por los niimeros 0.0ds:
en la posiciéon (do.d;, 0.0d2) de la tabla se encuentra el valor ®(dy.d; d2). Por ejemplo, si
se consulta la tabla del libro de Feller, W. (1968). An Introduction to Probability Theory
and its Applications, en fila 1.2 y columna de 0.08 puede leerse 0.8997, lo que significa que
®(1.28) = 0.8997.

En el Cuadro 1.1 reproducimos algunos de los valores de la tabla del Feller:

Lema 1.2. Para cada x > 0 valen las siguientes desigualdades:

o) (-5 ) <1- 2@ <v@) ;). (1)

x a3 x



x | 128 1.64 196 233 258  3.09 329
®(z) [ 0.8997 0.9495 0.975 0.9901 0.9951 0.9990 0.9995

Cuadro 1: En la tabla se muestran algunos valores de ®(z) := \/%7 ffoo e /24t

Demostracién. Usando que -Lo(z) = —zp(z) es facil ver que las derivadas de los miembros
de las desigualdades (4) satisfacen:

i3] - vols-2)

Por lo tanto,

- [—gp(:l:) (; - ;)] < L [p(a) 1)< {—so(x) <i>] (5)

Las desigualdades (4) se obtienen integrando desde z hasta co. O

Nota Bene. De las desigualdades (4) se infiere un método de calculo para aproximar los
valores de 1 — ®(z): promediando los valores de los extremos de las desigualdades se obtiene
una aproximacion cuyo error absoluto es menor que la semi-diferencia entre ambos:

1~ ®(x) — () <1 - 1) ‘ < ¢@) (6)

223 223

De la desigualdad (6) se puede ver que la aproximacién

1 1
Pz)~1—p)|——— 7
@ =190 (5 - 573) @
es practicamente inttil para valores “pequenos” de z (i.e., € (0,1]) pero va mejorando a
medida que los valores de = “crecen”. Usando la aproximacién dada en (7) se obtienen las
siguientes aproximaciones

x| 1.28 1.64 1.96 2.33 2.58 3.09 3.29
O(z) [0.90454 0.94839 0.97406 0.98970 0.99487 0.99896 0.99948
lerror| < | 0.04192  0.01178 0.00388 0.00104 0.00041 0.00005 0.00002

Cuadro 2: Algunos valores de ®(z) obtenidos mediante la estimacién (7).

Nota histérica La distribucién normal fue descubierta por De Moivre en 1733 como re-
sultado de analizar la forma limite de la distribucién binomial simétrica y redescubierta
nuevamente por Gauss (1809) y Laplace (1812) quienes la estudiaron en relacién con sus tra-
bajos sobre la teoria de los errores de observacion. Laplace dio, ademads, el primer enunciado
(incompleto) del teorema central del limite. (Ver Cramer, H., (1970). Métodos matemdticos
de estadistica, Aguilar, Madrid.)



1.2. Cuentas con normales

Sean ;1 € R y o0 > 0 arbitrarios, pero fijos. Se dice que la variable aleatoria X tiene
distribuciéon normal de pardmetros 1 y 02 y se denota X ~ AN (y,0?) si la funcién densidad

de X es de la forma
1 (x — p)?
= —_ . 8
Pu,o? (l‘) 0'\/% exp < 202 ( )

Nota Bene. Un hecho importante sobre las variables aleatorias normales es que si X tiene
distribucién normal NV (u, 0?), entonces

(9)
tiene distribucién normal N(0, 1). En efecto,

P(Z<2) = PX—p)/o<2)=P(X < 20+ p)
I S s (z — p)?
= /Oo exp (— 552 )dx

1 /Z lt2 . .
= — e 2" dt por sustitucion x = to + pu.
V2T J o a

Este hecho significa que si trasladamos el origen de las abscisas en p y cambiamos la escala
de manera tal que o represente la unidad de medida, la distribucién normal N (u,c?) se
transforma en la distribucién normal A/(0,1). Su importancia préctica radica en que permite
reducir el célculo de probabilidades de las distribuciones normales N (u, 0?) al de la distribu-
cién normal N(0, 1). Motivo por el cual esta tltima recibe el nombre de normal estindar (o
tipica). Mas precisamente, si X tiene distribucion normal N (i, 0?), su funcién de distribu-
cién podré reducirse a la funcién de distribucién normal ®(-) definida en (2) de la siguiente
manera:

P(ng):IP’<X;M§x;M>:IP’<Z§$;M>:<I><$;M>. (10)

La identidad (10) resume toda la informacién probabilisticamente relevante sobre la variable
aleatoria X ~ N (u,0?) y permite calcular (con ayuda de la tabla de la funcién de distribucién
normal ®(-)) la probabilidad de que la variable X se encuentre en cualquier intervalo prefijado
de antemano:

P(a<X<b):q><b_“)—¢><a_”). (11)

g g

En particular, cuando el intervalo (a, b) es simétrico con respecto a p, las cantidades a y b se
pueden expresar en la forma a = p—¢€, b = p+ ¢, donde € > 0, y la férmula (11) adopta la
forma

P(\X—u|<e):c1><f)—q><—5>:2@(5)—1. (12)



Significado de los pardametros p y o?. La relacién (9) dice que si X es una variable
aleatoria con distribucién normal de pardmetros 4 y o2, entonces X = 0Z + p donde Z es
una variable con distribucién normal estdndar. Célculos de rutina muestran que E[Z] = 0
y V(Z) = 1, lo que permite deducir que la media y la varianza de la N'(p,o?) son p y o2,
respectivamente.

1.3. Ejemplos

Ejemplo 1.3. Una maquina produce ejes cuyos diametros X tienen distribucién normal de
media ¢ = 10 mm y varianza o2 = 0.25 mm. Un eje se considera defectuoso si X < 9.5 mm.
Cual es la probabilidad de que un eje elegido al azar resulte defectuoso?

Solucién: El problema se resuelve calculando P(X < 9.5). Poniendo =10y o = 0.5 en

la férmula (10) obtenemos P(X < 9.5) = @ (23-19) = & (—1) = 0.1587. O

Curva peligrosa. De inmediato podria surgir una objecién al uso de la distribucién nor-
mal N (10,0.25) para modelar el didmetro de los ejes. Al fin y al cabo, los didmetros deben
ser positivos y la distribucién normal adopta valores positivos y negativos. Sin embargo, el
modelo anterior asigna una probabilidad despreciable al evento X < 0. En efecto,P(X < 0) =
P (4552 < %519) = P(Z < —20) = ®(—20) = 1 — ®(20). De acuerdo con la estimacién (6)
tenemos que 1— ®(20) ~ ¢(20) (55 — ﬁ) = O(107%). Este tipo de situacién es habitual en
la practica. Se tiene una variable aleatoria X de la que se sabe que no puede tomar valores
negativos (p.ej. una distancia, una longitud, un drea, un peso, una temperatura, un precio,
etc.) vy se la modela utilizando una distribucién normal A (u,0?); motivados, por ejemplo,
por cuestiones de simetria. En principio, el modelo podra ser perfectamente vélido siempre
y cuando los valores de los pardmetros 1 y o2 sean tales que la probabilidad P(X < 0) sea

practicamente 0.

Nota Bene sobre grandes desvios. Sea X una variable aleatoria con distribucién normal
de media y y varianza 2. Sea t > 0, utilizando la férmula (12) podemos ver que

pr=P(X —p|>te)=1-P(X —p|<te)=1-— (2<I> <t5> —1) =2(1-®(t)).

Usando la tabla de la distribucién normal ®(-) se puede ver que p; = 0.3174, py = 0.0454,
p3 = 0.0028. Estos probabilidades admiten la siguiente interpretacién: cerca del 32 % de los
valores de una variable X ~ A(j,0?) se desvian de su media en mas de o; solamente cerca
de un 5% lo hacen en més de 20 y solamente cerca de un 3% en més de 30. Esto da lugar
a que en la mayor parte de los problemas de la practica se consideren casi imposibles las
desviaciones respecto de la media p que superen 3o y se consideren limitados por el intervalo
[t — 30, 11+ 30] todos los valores practicamente posibles de la variable X.

Ejemplo 1.4. Sea X una variable aleatoria con distribucion normal de media p = 3 y
varianza o2 = 4. ;Cudl es la probabilidad de que X sea no menor que 1 y no mayor que 77

Solucién: Poner =3y o =2 en la férmula (11) y usar la tabla de la distribucién normal
P()PAL<X<T) =0 (F) - (1) =2(2) — &(—1) = 0.9773 — 0.1587 = 0.8186. [



1.4. Suma de normales independientes

Lema 1.5. Sean X| y Xo dos wvariables aleatorias independientes con distribucion nor-
mal N (p1,02) y N(p2,032), respectivamente. Entonces X1 + Xo tiene distribucion normal
N(Ml —|—,u2,a% —i—a%).

Demostracién. Observando que X7 + X9 = (X1 — p1) + (Xo — p2) + g1 + p2 el problema se
reduce a considerar el caso p; = pe = 0. La prueba se obtiene mostrando que la convolucién de

las densidades f1(z1) = \/%01 exp (—21/207) y fo(z2) = \/%02 exp (—23/203) es la densidad
2

normal de media p1 + pg y varianza o = 0% + 03. Por definicién

00 T — 2 2
(oo f)@) = [~ pte=nt) = 5o [ e (<EE - D)y 9

El resultado se obtendra mediante un poco de algebra, bastante paciencia, y un cambio de
variables en la integral del lado derecho de la identidad (13).

(x—y)? o? 1/ o oy \? a2
exp| ——rs— 25| = exp|—= -] —-—
P 202 203 P 2 \ o109 y ooy 202

1 o o9 2 x?

= exp|—= -z exp | ——

P 2 Jlagy ooy P 202

La primera igualdad se obtuvo completando cuadrados respecto de y en la expresién —

(z—y)?
20 2

2 7’ . . . .
27{7 y reagrupando algunos términos. Mediante el cambio de variables z = — S T, cuya

01 o9 Y O’O’
diferencial es de la forma dz =

ag
7109 dy, se puede ver que

2 o 22 2
s = zon(g) [ Lo ()= ggmow (am)
U

Este resultado se puede generalizar para una suma de n variables aleatorias independientes:
Sean Xl,Xg, ..., Xy, variables aleatorias independientes con distribuciones normales: X; ~
N(piyo?), 1< < n. Entonces,

ZXZ' NN (Z[@,ZO’%) .
i=1 i=1 i=1

La prueba se obtiene por inducciéon y utilizando la siguiente propiedad “hereditaria” de
familias de variables aleatorias independientes (cuya prueba puede verse en el Capitulo 1
del libro de Durrett, R.(1996): Probability Theory and Examples): Si X1, Xo,..., X, son
variables aleatorias independientes, entonces funciones (medibles) de familias disjuntas de las
X; también son independientes.

Nota Bene. Observando que paracadaa € Ry X ~ N (i, 0?) resulta que aX ~ N (ap, a’0?)
se obtiene el siguiente resultado:



Teorema 1.6. Sean X1, Xo,...,X,, variables aleatorias independientes con distribuciones
normales: X; ~ N(ui,af), 1 <1 < nysen ay,as,...,a, numeros reales cualesquiera.

Entonces,
n n n
X ~ N L 2452
Az N4 ™~ Qi [bj ay10; .
i=1 i=1 i=1

2. Génesis de la distribucién normal

2.1. Teorema limite de De Moivre - Laplace

En 1733, De Moivre observé que la distribucion binomial correspondiente a la cantidad
de éxitos, Sy, en n ensayos de Bernoulli simétricos tiene la forma limite de una campana.
Esta observacion fue la clave que le permitio descubrir la famosa campana de Gauss y allanar
el camino que lo condujo a establecer la primera version del Teorema Central del Limite: la
convergencia de la distribucién Binomial(n,1/2) a la distribucién normal estdndar. En 1801,
Laplace refiné y generalizo este resultado al caso de la distribucién Binomial(n, p). El Teorema
de De Moivre-Laplace, que enunciamos mas abajo, mejora sustancialmente la Ley débil de los
grargdes numeros porque proporciona una estimaciéon mucho mas precisa de las probabilidades
P (|5 —pl <€)

M

S
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\
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Figura 2: Relacién entre la distribucién Binomial simétrica y la distribuciéon normal. La prob-
abilidad de que ocurran k éxitos en n ensayos de Bernoulli esta representada por un segmento
paralelo al eje de las abscisas localizado en la ordenada k de altura igual a P(S,, = k). La curva
continua “aproxima’” los valores de P(S,, = k). Observar que dichas probabilidades también
se pueden representar como areas de rectangulos de altura P(S,, = k) y de base unitaria
centrada en k.



Teorema 2.1 (Teorema limite de De Moivre-Laplace). Consideramos una sucesion de en-
sayos de Bernoulli independientes. Sean p la probabilidad de éxito en cada ensayo y S, la
cantidad de éxitos observados en los primeros n ensayos. Para cualquier x € R wvale que

lim P <S"_”p) < a:) = d(x), (14)

oo np(l—p

donde ®(z) := [*_ \/%e_tQ/th es la funcion distribucion normal estandar.
Demostracién. Ver Capitulo VII de Feller, W., (1971). An Introduction to Probability
Theory and Its Applications, Vol. I, John Wiley & Sons, New York. O

. Qué significa el Teorema Limite de De Moivre-Laplace? Para contestar esta pre-
gunta vamos a reconstruir las ideas principales de su génesis. En otras palabras, vamos a
(re)construir el Teorema. La clave de la construccion estd “embutida” en la Figura 2. La im-
agen permite “capturar de inmediato” la existencia de una forma limite para la distribucién
Binomial en el caso simétrico p = 1/2.

Paso 1. El primer paso en la direcciéon del Teorema de De Moivre consiste en darse cuenta
que la Figura 2 senala la existencia de una forma limite. En una primera fase (completa-
mente abstracta) podemos conjeturar que “la distribucion binomial simétrica tiene una forma
asintotica. En otras palabras, cuando la cantidad de ensayos de Bernoulli es suficientemente
grande, salvo traslaciones y cambios de escala apropiados, la distribucion Binomial se parece
a una funcion continua par, p(x), cuyo grdfico tiene la forma de una campana.”

Paso 2. El segundo paso consiste en precisar la naturaleza de la traslacién y los cambios de
escala que permiten “capturar” esa forma limite. Si se reflexiona sobre el significado de la
media y la varianza de una variable aleatoria, parece claro que la forma limite se obtendra cen-
trando la variable S, en su valor medio, E[S,] = 3n, y adoptando como unidad de medida
la desviacién tipica de los valores observados respecto de dicho valor, o(S;,) = %\/ﬁ El sig-
nificado geométrico de esta transformacién consiste en (1) trasladar el origen de las abscisas
en %n y (2) dividirlas por %\/ﬁ Para que las areas de los rectdngulos sigan representando
probabilidades, las ordenadas deben multiplicarse por el mismo ntmero. Este paso permite
enunciar la siguiente version mejorada de la conjetura inicial: “existe una funcion continua

() tal que
P(S, = k) = (Z) <;)” N ;\1/7;9” (ké—\/éﬁn) | (15)

siempre y cuando n sea suficientemente grande.”

Paso 3. Establecida la conjetura el problema consiste en “descubrir” la expresién de la funcién
©(z) y en precisar cudl es el sentido de la relacién aproximada que aparece en (15). En este
punto no queda otra que “arremangarse y meter la mano en el barro”. Como resultado se
obtiene que la expresién de la funcién ¢(x) es

)= e (-5)

)= exp [ ——

¥ 5 p 5

y que la relacién ~ vale para valores de k del orden de y/n y significa que el cociente de los
dos lados tiende a 1 cuando n — oo.




Nota Bene. Larelacion (15) expresa matematicamente un hecho que se observa claramente
en la Figura 2: la campana “pasa” por los puntos de base k y altura P(S,, = k). Conviene
observar que la expresién que aparece en el lado derecho de la relacién (15) es la funcién
de densidad de la normal A (%n, %n) evaluada en = = k. En la préctica, esto significa que
para obtener una buena aproximacion de la probabilidad de observar k éxitos en n ensayos de
Bernoulli independientes, basta con evaluar la densidad de la normal N (%n, in) enz = k.
Sin temor a equivocarnos, podemos resumir estas observaciones mediante una expresién de
la forma S, ~ N (E[S,],V(S,)).

Paso 4. Observar que para cada x1 < xo vale que

S, — 1 1 1 1 1
P<x1 < 111721% Sm) = P<n+x12\/ﬁ§5n§ n+w22\/ﬁ>
2

n 2 2
1 .
= Z P <Sn = 571 + ]>
15v/n<j<zaz/n
~ Y he(Gh), (16)
w1<jh<wz

donde h = % y la suma se realiza sobre todos los enteros j tales que x1 < jh < x5. Cada

uno de los sumandos que aparecen en el lado derecho de la aproximacién (16) es el drea de
un rectangulo de base [kh, (k + 1)h y altura ¢(kh). Como la funcién ¢(-) es continua, para
valores pequenos de h la suma total de las areas de los rectangulo debe estar proxima del area
bajo la curva de la densidad normal entre x; y x2. Por lo tanto, debe valer lo siguiente

— ln €2
lim P (ajl < Snl\/g < w2> = / p(t)dt = ®(z2) — P(x1). (17)
3 x

n—oo 1

Este paso puede hacerse formalmente preciso “arremangandose y metiendo la mano en ...”

Nota Bene. La variable aleatoria que aparece dentro de la probabilidad del lado izquierdo
de (17)
g _ Sn=3n _ Sy —E[S,)]
" %\/ﬁ o (Sn)
es una medida de la desviacién de S, respecto de la media E[S,,] en unidades de la desviacién
tipica o(Sy,). El teorema limite de De Moivre-Laplace significa que cuando se considera una

cantidad n (suficientemente grande) de ensayos de Bernoulli independientes, la distribucién de
la variable aleatoria S;; es “practicamente indistinguible” de la distribucién normal estdndar

N(0,1).

(18)

Comentario sobre prueba del Teorema 2.1. Si se sigue con cuidado la demostracion
presentada por Feller se puede ver que las herramientas principales de la prueba son el desar-
rollo de Taylor (1712) de la funcién log(1 +t) = t + O(t?) y la férmula asintética de Stirling
(1730) para los niimeros factoriales n! ~ v/2rnn"e~™". Partiendo de la funcién de probabilidad
de la Binomial(n, 1/2) se “deduce” la expresién de la funcién densidad normal (v/27)te=2/2:
el factor (v/2m)~! proviene de la férmula de Stirling y el factor e=*°/2 del desarrollo de Tay-
lor. Dejando de lado los recursos técnicos utilizados en la prueba, se observa que las ideas
involucradas son simples y “recorren el camino del descubrimiento” de De Moivre (1733).
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Ejemplo 2.2. Se lanza 40 veces una moneda honesta. Hallar la probabilidad de que se
obtengan exactamente 20 caras. Usar la aproximacion normal y compararla con la solucién
exacta.

Solucién: La cantidad de caras en 40 lanzamientos de una moneda honesta, Sy, es una
variable Binomial de pardmetros n = 40 y p = 1/2. La aproximacién normal (15) establece
que

1
(0) = = 0.12615...

P(S40 = 20) ~ NG

1
$V/40 i

40\ /1\*
P(X = 20) = <20> <2) — 0.12537...

El resultado exacto es

0

Ejemplo 2.3. Se dice que los recién nacidos de madres fumadoras tienden a ser mas pequenos
y propensos a una variedad de dolencias. Se conjetura que ademés parecen deformes. A un
grupo de enfermeras se les mostré una seleccion de fotografias de bebés, la mitad de los
cuales nacieron de madres fumadoras; las enfermeras fueron invitadas a juzgar a partir de la
apariencia de cada uno si la madre era fumadora o no. En 1500 ensayos se obtuvieron 910
respuestas correctas. La conjetura es plausible?

Solucién: Aunque superficial, un argumento atendible consiste en afirmar que, si todos los
bebés parecen iguales, la cantidad de repuestas correctas S, en n ensayos es una variable
aleatoria con distribucién Binomial (n,1/2). Entonces, para n grande

P S”_%n>3 —1-P S"_%"<3 ~1—3(3) ~ !
NG B N ~ 1000
por el Teorema limite de De Moivre-Laplace. Para los valores dados de S,

wno 5/15

Se podria decir que el evento {X — %n > %\/ﬁ} es tan improbable que su ocurrencia arroja
dudas sobre la suposicién original de que los bebés parecen iguales. Este argumento otorgaria
cierto grado de credibilidad a la conjetura enunciada. O

Sp—in 910750 _

~

Comentarios sobre el caso general

1. En el caso general, la probabilidad de éxito en cada ensayo de Bernoulli individual es
p € (0,1). Si S, es la cantidad de éxitos observados en los primeros n ensayos, entonces
E[S,] = np y V(S,) = np(1 — p). Por lo tanto, la variable aleatoria

Sn_np

o = 2n 0
np(1 —p)

n

(19)

es una medida de la desviacién de S, respecto de la media E[S,] = np en unidades de la
desviacion tipica o(S,) = y/np(1 —p). El teorema limite de De Moivre-Laplace significa

11



que cuando se considera una cantidad n (suficientemente grande) de ensayos de Bernoulli
independientes, la distribucién de la variable aleatoria S} es “practicamente indistinguible”
de la distribucién normal estdndar N (0, 1).

2. Técnicamente la prueba del teorema se puede hacer recurriendo a las mismas herramientas
utilizadas en la prueba del caso simétrico, pero los calculos involucrados son mas complica-
dos. Sin embargo, el resultado también es claro si se observan las graficas de la distribucion
Binomial(n, p). En la Figura 3 se ilustra el caso n = 16 y p = 1/4. Nuevamente es “evidente”
que la forma limite de distribucién Binomial debe ser la distribucién normal.

%m
0.151
0.1

0.05-

Figura 3: Gréfica de la funcién de probabilidad binomial con n = 16 y p = 1/4. Cerca
del término central m = np = 4, salvo un cambio de escala (cuya unidad de medida es
Vnp(1 —p) = V/3) la grifica es “indistinguible” de la grafica de la densidad normal.

3. De la Figura 3 deberia estar claro que, para n suficientemente grande, debe valer lo siguiente

(S, =) = )Joh1 =~ so< il ) (20)

np(l —p) np(l —p)

Ejemplo 2.4. Para el caso ilustrado en la Figura 3: n = 16 y p = 1/4, la aproximacién (20)
es bastante buena, incluso con un valor de n pequeno. Para k = 0,...4 las probabilidades
P(S,, = 4+k) son 0.2252, 0.1802, 0.1101, 0.0524, 0.0197. Las aproximaciones correspondientes
son 0.2303, 0.1950, 0.1183, 0.0514, 0.0160. O

Nota Bene. El Teorema limite de De Moivre-Laplace justifica el uso de los métodos de la
curva normal para aproximar probabilidades relacionadas con ensayos de Bernoulli con prob-
abilidad de éxito p. La experiencia “indica” que la aproximacion es bastante buena siempre
que np > 5 cuando p < 1/2, y n(1 — p) cuando p > 1/2. Un valor muy pequeno de p junto
con un valor de n moderado daran lugar a una media pequena y con ello se obtendrd una

12



distribucién asimétrica. La mayor parte de la distribuciéon se acumularé alrededor de 0, im-
pidiendo con ello que una curva normal se le ajuste bien. Si la media se aparta por lo menos
5 unidades de una y otra extremidad, la distribucion tiene suficiente espacio para que resulte
bastante simétrica. (Ver la Figura 4).

08 !
—
04
07

05 035
05
03
04
05
025

Figura 4: Comparacion entre la distribucién Binomial(10, p) y su aproximacién por la normal
para distintos valores de p (a) p = 0.025; (b) p = 0.05; (¢) p = 0.1; (d) p = 0.2; (e) p = 0.4;
(f) p=0.5.

Ejemplo 2.5 (Encuesta electoral). Queremos estimar la proporcién del electorado que pre-
tende votar a un cierto candidato. Para ello consideramos que el voto de cada elector tiene
una distribucién Bernoulli de pardmetro p. Concretamente, queremos encontrar un tamano
muestral n suficiente para que con una certeza del 99.99 % podamos garantizar un error maxi-
mo de 0.02 entre el verdadero valor de p y la proporcién muestral S, /n. En otras palabras,
queremos encontrar n tal que

”_14 §(102> > 0.9999. (21)
n

FP’<S

Para acotar la incerteza usaremos la aproximacién por la normal provista por el teorema limite
de De Moivre - Laplace. Para ello, en lugar de observar la variable S, debemos observar la
variable normalizada S} := (S, — np)/y/np(1 — p). En primer lugar observamos que, como
consecuencia del teorema limite, tenemos la siguiente aproximaciéon

g

Sn*np
np(l —p)

< a) ~®(—a) — P(a) =2P(a) — 1 (22)
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o lo que es equivalente

i <‘i” —p’ < “Vp\%_p)> ~ 20(a) — 1. (23)

Como el verdadero valor de p es desconocido, la férmula (23) no puede aplicarse directamente
ya que no se conoce el valor de y/p(1 — p). Sin embargo, es facil ver que /p(1 —p) <1/2y

por lo tanto
P(%— ’_2\F>>P<S —p‘gavp\(/lﬁ_p)>%2<1>(a)—l. (24)

Esta ultima relacién es la herramienta con la que podemos resolver nuestro problema.

En primer lugar tenemos que resolver la ecuacién 2®(a) — 1 = 0.9999 o la ecuacién
equivalente ®(a) = ngg = 0.99995. La solucién de estd ecuacion se obtiene consultando una

tabla de la distribucién normal: a = 3.9. Reemplazando este valor de a en (24) obtenemos

Sn 3.9
Pl|— —pl < —
< n p‘ ~ 2yn
En segundo lugar tenemos que encontrar los valores de n que satisfacen la desigualdad
3.9
2\/ﬁ

Es fécil ver que n satisface la desigualdad (25) si y solo si

> > 0.9999.

< 0.02. (25)

ns (32 2—(975)2—95062
—\o0.04) '

El problema esta resuelto. 0

3. Teorema central del limite

Los teoremas sobre normalidad asintética de sumas de variables aleatorias se llaman Teo-
remas Centrales del Limite. El Teorema limite de De Moivre - Laplace es un Teorema Central
del Limite para variables aleatorias independientes con distribucién Bernoulli(p). Una versién
méas general es la siguiente:

Teorema 3.1 (Teorema Central del Limite). Sea X1, Xo, ... una sucesion de variables aleato-
rias independientes idénticamente distribuidas, cada una con media pi y varianza 0. Entonces
la distribucion de

>ie1 Xi —np

ay/n

tiende a la normal estdndar cuando n — oo. FEsto es,

n Lp—
lim P <W < x> = d(x),
n—00 a\/Nn

donde ®(z) := ffoo \/%e*tQ/th es la funcion de distribucion de una normal de media 0 y
vartanza 1.

14



Demostracién. Ver Capitulo XV de Feller, W., (1971). An Introduction to Probability
Theory and Its Applications, Vol. 11, John Wiley & Sons, New York. O

Corolario 3.2. Sea X1, Xs,... una sucesion de variables aleatorias independientes idénti-
1,2,

camente distribuidas, cada una con media p y varianza o?. Si n es suficientemente grande,

para cada valor a > 0 wvale la siguiente aproximacion

1 n
i=1

< a\%) ~ 20(a) — 1 (26)

Demostracion. El teorema central del limite establece que si n es suficientemente grande,
entonces para cada z € R vale que

P (W < g;) ~ O(z) (27)

De la aproximacién (27) se deduce que para cada valor a > 0

i (‘W’ < a> ~ O(a) — B(—a) = 2B(a) — 1. (28)

El resultado se obtiene de (28) observando que

- . (29)

> i1 Xi —np
ov/n

1< NG
n;Xi‘“"a

1 n
n;Xi_ﬂ

n
o\/n
U

Nota Bene. Para los usos practicos, especialmente en estadistica, el resultado limite en
si mismo no es de interés primordial. Lo que interesa es usarlo como una aproximacién con
valores finitos de n. Aunque no es posible dar un enunciado consiso sobre cuan buena es la
aproximacion, se pueden dar algunas pautas generales y examinando algunos casos especiales
se puede tener alguna idea mas precisa del comportamiento de cuan buena es la aproximacion.
Qué tan rapido la aproximacién es buena depende de la distribucion de los sumandos. Si
la distribucién es bastante simétrica y sus colas decaen rapidamente, la aproximacion es
buena para valores relativamente pequenos de n. Si la distribuciéon es muy asimétrica o si
sus colas decaen muy lentamente, se necesitan valores grandes de n para obtener una buena
aproximacién.

3.1. Ejemplos

Ejemplo 3.3 (Suma de uniformes). Puesto que la distribucién uniforme sobre [—%, %] tiene
11

media 0 y varianza %, la suma de 12 variables independientes U [—5, 5] tiene media 0 y

varianza 1. La distribucion de esa suma estd muy cerca de la normal.

Ejemplo 3.4. Para simplificar el cdlculo de una suma se redondean todos los nimeros al
entero méas cercano. Si el error de redondeo se puede representar como una variable aleatoria
u (—%, %) y se suman 12 numeros, jcudl es la probabilidad de que el error de redondeo exceda
17
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0.45

0.4r

0.35F

~
_f

0.3

0.25

0.2r

0.151

0.1r

0.05-

(a) (b)

Figura 5: (a) Comparacién entre un histograma de 1000 valores, cada uno de los cuales es la
suma de 12 variables uniformes U [ 3 2] y la funcién densidad normal; (b) Comparacién
entre la fun(:10n de distribucion empirica correspondiente a 1000 valores de la suma de 12
uniformes U[ 55 2] y la funciéon de distribucion normal. El ajuste es sorprendentemente
bueno, especialmente si se tiene en cuenta que 12 no se considera un niimero muy grande.

Solucién: El error de redondeo cometido al sumar 12 ndmeros se representa por la suma

12 . . . . . . ., .
> ;21 X; de 12 variables aleatorias independientes X1, ..., X2 cada una con distribucién uni-
. . . 12
forme sobre el intervalo (—%, %) El error de redondeo excede 1 siy solamentesi |» ;7

Puesto que E[X;] = 0y V(X;) = 75 de acuerdo con el teorema central del limite tenemos que
la distribucién de

S22 X, - 12E[X
,/12V ZX

se puede aproximar por la distribucién normal estandar. En consecuencia,

12 12
]P( ,->1> = 1—IP’< igl)zl—(@(l)—@(—l))
i=1 =1

= 1—-(20(1)—1)=2—2®(1) = 0.3173...
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Ejemplo 3.5 (Suma de exponenciales). La suma S,, de n variables aleatorias independientes
exponenciales de intensidad A = 1 obedece a una distribucién gamma, S, ~ I'(n,1). En la
siguiente figura se comparan, para distintos valores de n, la funcién de distribucién de la suma

. Sn—E[Sn Ny . . . ,
estandarizada Sn B[] con la funcién de distribucién normal estandar.

vV V(Sn)

0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4f
0.3
0.2

0.1r

Figura 6: La normal estdndar (sélida) y las funciones de distribucién de las variables I'(n, 1)
estandarizadas para n = 5 (punteada), n = 10 (quebrada y punteada) y n = 30 (quebrada).

Ejemplo 3.6. La distribucion de Poisson de media A se puede aproximar por la normal para
valores grandes de \: si N ~ Poisson(\), entonces

N — )
VA

~ N(0,1).

O]

Ejemplo 3.7. Sila emisién de una cierta clase de particulas obedece a un proceso de Poisson
de intensidad 900 por hora, ;cudl es la probabilidad de que se emitan mas de 950 particulas
en una hora determinada?

Solucién: Sea N una variable Poisson de media 900. Calculamos P(N > 950) estandarizan-
do

N — —
P(N > 950) = P ( 200 950 900) ~1— (5> = 0.04779.
V900 V900 3

O]

Ejemplo 3.8. El tiempo de vida de una bateria es una variable aleatoria de media 40 horas
y desvio 20 horas. Una bateria se usa hasta que falla, momento en el cual se la reemplaza por
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una nueva. Suponiendo que se dispone de un stock de 25 baterfas, cuyos tiempos de vida son
independientes, aproximar la probabilidad de que pueda obtenerse un uso superior a las 1100
horas.

Solucién: Si ponemos X; para denotar el tiempo de vida de la i-ésima bateria puesta en
uso, lo que buscamos es el valor de p = P(X; + -+ - + X5 > 1000), que puede aproximarse de
la siguiente manera:

b = P S, X; — 1000 _ 1100 — 1000
20v/25 201/25

) ~1— (1) = 0.1587.

0

Ejemplo 3.9. El peso W (en toneladas) que puede resistir un puente sin sufrir dafios es-
tructurales es una variable aleatoria con distribucién normal de media 1400 y desvio 100. El
peso (en toneladas) de cada camién de arena es una variable aleatoria de media 22 y desvio
0.25. Calcular la probabilidad de que ocurran danos estructurales cuando hay 64 camiones de
arena sobre el tablero del puente.

Solucién: Ocurren danos estructurales cuando la suma de los pesos de los 64 camiones,
X1,...,Xg4, supera al peso W. Por el teorema central del limite, la distribucién de la suma
26: X, es aproximadamente una normal de media 1408 y desvio 2. En consecuencia, W —
Ziil X; se distribuye (aproximadamente) como una normal de media 1400 — 1408 = —8 y
varianza 10000 + 4 = 10004. Por lo tanto,

64 64 64
W X +8 8
P(YX;>w)| = P(W-Y X;<0|=P = <
(; ) < 2 ) < V10004 \/1ooo4>

i=1

$(0.07998...) = 0.5318...

Q

Ejercicios adicionales

1. Un astronauta deberd permanecer 435 dias en el espacio y tiene que optar entre dos
alternativas. Utilizar 36 tanques de oxigeno de tipo A o 49 tanques de oxigeno de tipo B.
Cada tanque de oxigeno de tipo A tiene un rendimiento de media 12 dias y desvio 1/4. Cada
tanque de oxigeno de tipo B tiene un rendimiento de media de 8,75 dias y desvio 25/28.
., Qué alternativa es la méas conveniente?

2. 432 numeros se redondean al entero més cercano y se suman. Suponiendo que los errores
individuales de redondeo se distribuyen uniformemente sobre el intervalo (—0.5,0.5), aproxi-
mar la probabilidad de que la suma de los nimeros redondeados difiera de la suma exacta en
més de 6.

3. Dos aerolineas A y B que ofrecen idéntico servicio para viajar de Buenos Aires a San Pablo
compiten por la misma poblacién de 400 clientes, cada uno de los cuales elige una aerolinea
al azar. ;Cual es la probabilidad de que la linea A tenga més clientes que sus 210 asientos?

18



4. Distribuciones relacionadas con la Normal

En esta seccion se presentan tres distribuciones de probabilidad relacionadas con la dis-
tribucién normal: las distribuciones x?, t y F. Esas distribuciones aparecen en muchos prob-
lemas estadisticos.

4.1. x? (chi-cuadrado)

Definicién 4.1 (Distribucién chi-cuadrado con un grado de libertad). Si Z es una una vari-
able aleatoria con distribucién normal estandar, la distribucién de U = Z? se llama la dis-
tribucion chi-cuadrado con 1 grado de libertad.

1.8

1.6

14F

1.2

0.8

0.6

0.4r

0.2}

Figura 7: Gréfico de la funcién densidad de probabilidad de la distribucién x3.

Caracterizacién de la distribucién x?. La funcién de distribucién de la variable U = Z2
es Fy(u) = P(Z? < u), donde Z es N'(0,1). Para cada u > 0, vale que

Vi
F<w>=P<Z2Su>=P<|Z|sm:w—ﬁgzsﬁ):/_fme

Usando el teorema fundamental del calculo integral y la regla de la cadena obtenemos que

=212,

para cada u > 0 vale que

N
Jolu) = iFU(U) = d/ L
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