SISTEMAS DE DESIGUALDADES LINEALES

Una empresa productora de comida para perros produce dos ti-
pos de alimentos, normal y extra, Una libra de normal consta de 1/3
libra de carne y 2/3 libras dec cereales. Una libra de extra consta de
igual cantidad de carnc que de cereales. Supongamos que la cmpresa
tienc un stock de 3 toneladas de carne y 4 toneladas de cereales.
Deseamos encontrar el conjunto de todas las posibles combinaciones
de normal y extra que pueden producirse con dicho stock disponible.
Sean x e y el nimero de toneladas de normal y extra respectivamente
que se produciran. Puesto que no puede producirse una cantidad ne-
gativa tenemos las hipdtesis:

x =0, (1)
=) 2)

Las cantidades limitadas de carne y cercal imponen una restric-
cién a la cantidad de comida para perro que se¢ puede producir. Si
se producen x toncladas de normal se necesitan (1/3)x tonecladas de
carne; si se producen y tonecladas de extra se necesitan (1/2)y tone-

ladas de carne. Puesto que se dispone de 3 toneladas de carne tencmos
que

ix+3r <3 (3)

Andlogamente, necesitamos (2/3)x + 1/2y toneladas de cereal para
producir x e y toneladas de normal y extra respectivamente. Puesto
que sc dispone de 4 toneladas tenemos que

ix +3y <4 (4)

Por tanto nuestro vector preducido (x, y) debe satisfacer (1), (2), (3)
v (4). Intentemos dibujar el conjunto solucion del sistema de desigual-
dades lineales:

x = 0, (1)
y =0, (2)
X+ <3, (3)
Ix + iy =4 (4)

Un punto (x,y) pertenece a la solucidn si y sdlo si satisface todas las desigualdades.

El conjunto solucidn es la interseccidn de los cuatro semiplanos.
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Los vértices se encuentran analizando pares de desigualdades y resolviéndolas como ecuaciones.

PROGRAMACION LINEAL: UN PROBLEMA

x, = 0,
x5 20,
Xy + X3 € 3,
Xy T 2.‘(2 < 4.

= 5x; + 8; — 1,

maximizar .

Hay cuatro vértices y dos seudovértices no admisibles.

Como es lineal, la solucién éptima del programa puede hallarse en uno de los cuatro vértices.

(1)
(2)
(3)
4
(5)

D
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Fic. 8.1. Region admisible del programa (1).

mas sistemdtico y qtil, tal como hicimos en los programas (1) y
- del capitulo VII. En primer lugar usamos las reglas de las desigua
- dades para escribir (3) v (4) en la forma equivalente

—Xl— x:+'320,
—X; = 2x, +4 20,

Y posteriormente introducimos las variables de holgura x; = — x,
— X+ 3y ¥, = —x;—2x. + 4. Volvemos ahora a escribir ¢l pro
grama (I) en la forma equivalente

—X;y — X3+ 3=x;, (6)
-X; — 2, +4 = xy, (7) (
Sxy +8x; — 7T =u, (8)

x, =0, X3 =0, X3 =0, Xe 20,

maximizar u.

TABLA 8.1

Coordenadas de vértice  u = 5x, + 8x, — 7

{0, 0} -7

(3,0 8
(2.1 11 {(max)
{0,2) 9

Podemos ahora obtener todos los seudovértices igualando a cero
dos de las cuatro x y resolviendo el sistema resultante. Si hacemos,
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, Xy = 0y x, = 0 y resolvemos

_xl+4=x4a

lgne v, = 3 y x, = |. Las coordenadas (x;, x:) = (3, 0) descri-
seudovértice admisible, Obsérvese que x; = 0, pues (3, 0) per-
u la recta frontera de la restriccion (3) y x. >0, ya que (3, 0)
Lontenido en el semiplano cerrado (4). De modo andlogo, si to-
¥, - 0y x,=0 y resolvemos (Il) para x, y x, obtenemos
)y x, = —2. El seudovértice asi obtenido con (xi, x.) = 0, 3)
o0 ndmisible (ver fig. 8.1).

ados a este punto, reemplazamos el nombre seudoveértice, de
¢lon geométrica, por el término algebraico de «solucidn bésican.

SRS S -~

Y asi sucesivamente vamos hallando todas las soluciones basicas hasta llegar a la tabla:

o : T

Soluciones basicas del programa (I1). }

SN ; - i |

(x,, x;) Coordenadas ;Admi-  u admi-

de la solucion bdsica Xy, X3 X3 X3 sible? sible
(0, 0) 0 0 3 4 Si —7
(0, 3 0 3 0 -2 No e
(0, 2) 0 2 1 0 Si 9
(3,0 3 0 0 1 Si 8
(4. 0} . 0 =d 0 No —
(2, 1) 2 1 0 0 Si ‘11

Es bastante trabajo éno?



REPRESENTACION ESQUEMATICA Y METODO DEL PIVOTE

Teniamos el problema escrito en filas

—Xp = Xy 3=y,
-Xp — 2%, + 4= x,,
Sxy +8xy, - 7T =u

Apelando a la indulgencia del lector. volvemos a escribir las
ciones de (III) en columna

(—=1)x, (—1)x, {5)x,
(—l)xZ (—'2].’(2 l+8)¥2
(+3)(1) (+4)1) (=)0

= .\'3 = X_; =Uu

De esta forma es evidente que la columna que contienc a x., x. y
es comin a las tres ecuaciones. T.o que nos conduce a abreviar @

sistema:
Xy -1 -1 5
Xy =] -2 8
I 3 4 =
= ¥3 = x“ = U
| I
X -1 -1 5
>0 i=1234 x| -1 -2 ’ 8 (12)
A=A
=2
= X3 = X, = u(max)
La fila distinguida corresponde a la linea 1 de la tabla.
Ademas, la solucidn basica es admisible porque todas las componentes son no negativas.
Siguiendo el procedimiento que se usé para armar la tabla, y reescribiendo:
ws b owf | @ (23)
I 3 1 | 8
e B
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¢Cudl seria la utilidad si hay que operar igual que para la tabla?

Que es posible esquematizar el procedimiento mediante la Transformacidn Pivote.



TRANSFORMACION PIVOTE

Sea (5) el sistema

ax + by +c=z
dx + ey + f = w.

En forma esquemdtica, (S) se puede escribir

|
x | a d
3 b e (xy)
el e 2 |

Como hemos visto, la operacién que substituye z por x se efectia
resolviendo la primera ecuacion en x y substituyendo dicha expresion
de x en la segunda. (Por supuesto, suponemos que a + 0, por lo que
lo anterior es correcto.)

Asi obtenemos el sistema equivalente (§7):

1 b ¢
e B )
. (S

d bd cd
EZ"‘( —;»’4- (f———)=w

a
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mente, (57) se escribe:

z | \/a — d/a
¥y —~bja e — bdja (zy)
1 l ~¢la  f - cdla

™ X =W

 que se han intercambiado los papeles de x y z. el clemento a

uema (xy), que pertencce a la fila ctiquetada con x y a la co-

denominada z, sc denomina pivore. Para describir la transfor-

W pivote que convierte el esquema (xy) en el esquema (zy), ob-
o8 que los clementos y las etiquetas del extremo se cambiaban

rdo con las reglas siguicntes:

Reemplazar ¢l pivote (no nulo) por su reciproco, R

Dividir cada uno de los elementos de la fila del pivote por dicho pivote.

Dividir por ¢l pivote (y cambiar de signo) los elementos restantes de la
del mismo,

e cualquice otro clemento del esquema sustraer ¢l producto de

ol elemento de la misma columna que esté en la fila del pivole;

ol elemento de la misma fila que esté en la columna del pivote, ¥

ol reciproco del pivote,

 Intercambiar entre si las cliquetas al margen de la columna y de la fila del

dejando las demds intactas,

reglas se memorizan con gran facilidad estudiando la transfor-
pivole que s¢ indica a continuacion.

Pavatsse
we pie - |
r s X, —-r/p s = qr/p
X, =Xy s vee =Xy see =X

pivote se indica por un asterisco (*).

Hagamos el ejemplo:

0L

|
|
|



(12) (23)

‘c,| <ph <l | B | xy| —1 (| =3
=1 =2 | 8| x| -1 1| 44
l|i $ B |5 1{ 3 1| 8
Xy =X, =W “=x1 =%, =Y

Empezando por el esquema (12) vemos que mediante una suci
sion de transformaciones pivote es posible obtener los seis esquema
que dan las seis soluciones bdsicas del programa (II). Esto se lleva
cabo en la tabla 8.3. El pivote se indica por medio de un asterisc

Tasra 8.3. Esquema del programa ejemplo (I1) (v = 0,7 =1, 2, 3, 4, « = max,

{12) (23)
o -1* -1 5 X3 -1 1 =5
% | =t <3| #| —= 5 | =1* =t 3
| i L |
1 3 4 l -7 1 3 I | 8
=I3 =Xg4 =U =X =X4 =u
/
(13) (34)
X3 -1 2 -8 X5 * =2 i -2
{
X1 ‘-l l* —3 —_— X4 "1 l ‘ —‘3
1 I =2 17 1 1 2 11
=X, =X =Yy =X; =X =1
o
(24) (14)
X3 I =2¢| =2 > ¢ %1 1
x‘ l —l _5 S x.‘ Jz' —% ‘4
e e i
1 =1 4 13 1 1 2 | 9 |
L |
=Xy =X, =Uu =X3 =X3 =Uu
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Lo interresante es que, ademas, existe un método que permite evitar hacer todos los esquemas y llegar igual al 6ptimos:
Es el método del SIMPLEX.



METODO DEL SIMPLEX (Dantzig, 1947)

Hagamos un grafo de la tabla del ejemplo:

(12): it = =7 (13)
(2K u=28 14y Xu=9
(24 (34): 0= 1! (mix)

I, 82, Representacién grafica de los datos de la tabia 8.3.

véae

Cada nodo representa un esquema. Una linea une dos nodos sélo si son esquemas adyacentes (se puede
pasar de un esquema a otro con una sola transformacién pivote)

Si hubiese una manera de hacer el recorrido sin conocerlo de antemano, podriamos resolver con sélo dos
transformaciones pivote...

Necesitariamos:
) Un camino para pasar de admisible a admisible

) Que incremente u



Para ver qué necesitaremos en general, observemos qué ocu
cuando pivolamos sobre un esquema que sca admisible por colum

e =gy o= u(Inax) LR SR e

Puesto que estamos suponiendo que el esquema de la izquierda
admisible por columnas, todos los clementos de la fila distinguid
(salvo la f) son no negativas. Por consiguiente, d >0 y ¢ >0,
particular. Suponemos que el pivotc es a7 0.

Centramos la atencién en primer lugar sobre la condicion T antes
indicada. T.a cual establece que el esquema transformado debe
también admisible por columnas, de donde exigimos que

e <

Puesto que, segin las reglas para pivotar, d° = —d/a, exigiremos q
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Jla 0 o, equivalentemente,dju < 0. Esto se puede garantizar
niendo que s 3)

Para satisfacer (2) debemos tener ¢’ = e — bhd/a > 0 o, equivalen-
mente, ¢ > bd/a. Ahora, si b > 0, esto se cumplird si se satisface (3),
(3) nos asegura que dfa <0. De ahi que bdfa <0 <e, para
), Fn caso contrario, si b < 0, observamos que e > bd/a si y
s ¢/b < dfa. Asi para garantizar en gencral que el sistema trans-
miudo es de nuevo admisible por columnas, debemos tener un pi-
negativo e imponer que la razén dfa sea la mayor de todas las
nes /b en las que el denominador es negativo.
Prestemos ahora atencién a la condicién 11, que especifica una me-
en la funcién objetivo que hay que maximizar. Esto se puede
ribir
f'=f—-dcaz=f 4)
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o, equivalentemente, dc/a < 0. Puesto que, nuevamente, (3) as
que dfa <0, dcfa <0 se salisfaran si ¢ > 0. Asi, para no dis
la funcién objetivo al pivotar sobre un esquema adyacente ad
por columnas, impondremos que el pivole pertenezca a una colu
que tenga un clemento ¢ positivo en la columna distinguida. (O
vese que si ¢ o d es cero, f* = f, en cuyo caso la funcién objetive
sc mcjora.)

Formalizamos seguidamente las afirmaciones de los parrafos
teriores:

Reglas de eleccion de pivole en el método del simplex
por columna

a) Empezar con un esquema admisible por columnas.
b) Escoger un elemento (por ejemplo ¢) positivo de la columna
distinguida [si no lo hay, ver e)].
¢} Colocar todos los clementos negativos (tales como a, b, ...)
en la fila de ¢ y calcular las razones dja, e/b, ... Seleccios
nar la mayor de dichas razones (supongamos que es d/a).
Nota: Puesto que todas las razones son no positivas, la ma-
yor serd cero o la mds proxima a cero. [Si no hay clementos
negativos en la fila de ¢, ver f).]
d) Pivotar sobre el ¢ hallado mdas arriba, y volver de nuevo
a b).
e} Si no hay elementos positivos en la columna distinguida
(salvo posiblemente la de abajo), el esquema ya nos da una
solucion bdsica oplima.
f) Si hay una fila (exceptuando la fila distinguida) con un cle-
mento positivo en la columna distinguida y un elemento no
negativo en esta fila, entonces el programa maximizante
no estd acotado superiormente, es decir, no existe solucién
Optima.

Se puede abreviar con un diagrama de flujo:



Esquema admisible
| por columnas

| |
(Existe un ¢ > 0?
> Q\
LExiste STOP. El es
un elemento quema presenta
negative en Ja una solucion
fila de ¢? dptima bisica
Si No
’ Fljse el mayor STOP. No -
de los dfa, efb, . .. existe solucién éptima *
{pmn a, b, ... nega- (it no acotada
tivos), Sea dfa superiormente)
I
Pivitese
sobre a

Pio. 8.3, Diagrama de flujo para el método def simplex de columnas.

Pasemos a nuestro ejercicio:



X| -|. ""

>0,i= 12734
L x| -1 =2 8 (12)

1 3 B -7

SRR
=xy, =x, = nu(mix)

| egla @) se satisface, puesto que (12) ya es admisible por

guanto a la regla 5), obscrvamos que tanto 5 como 8 son ele-
positivos de la columna distinguida. Debemos elegir uno de
azar. Sea ¢ = 5. Ahora bien, los restantes elementos (ambos
la fila de la ¢ son negativos, de modo que calculamos las dos
3/—1 y 4/—1. Puesto que — 3 > — 4, pivolamos sobre el
extremo superior izquierdo (o sea, en la columna del 3). Se
ol pivote por un asterisco. El resullado es

-~

-1 =
x>0.i=1234
5| -1 -1*| 3 (23)
1 3 1 8

=X, =X, = w(max)

se que (23) es nuevamente admisible por columnas y que la u
iente s¢ ha incrementado desde —7 a 8.

a solo existe un elemento positivo en la columna distinguida

paceptua ¢l 8). Asi debemos tomar ¢ = 3. De nuevo los elementos

fila de la ¢ (ambos — 1) son negativos, de manera que calculamos

mes 3/—1 y 1/—1. Dado que¢ — 1 > —3, debemos tomar

nievo pivote el — 1 con asterisco. Pivotamos para obtener

x20,i=1,23.4
4 ‘ ; Xs [ -1 -3 (34)

1 2 1 1

=X, =Xy = "(m‘x)

que el resultado sigue siendo admisible por columnas y que u
ha incrementado hasta 11.
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Como no hay positivos en la columna pasamos a la regla e) llegamos al 6ptimo.
Elegimos uno de los dos caminos cuando seleccionamos al azar c=5 en lugar de 8, al principio. Eso se puede mejorar.

Queda por ver cdmo hacer cuando hay que minimizar u. Se puede apelar a la dualidad.



DUALIDAD

Es posible escribir un problema en filas

Y3 Ya 1
(x, >0, T1| ¢ & & = h (y: =0,
lo 2! 314) x)_ (1 ¢ l j~ e —,"2 i= la 2, 3,4)
i -
1 l g h | k = v(min)
=Xy =X, = u(maix)

y existe un método simplex para llegar al minimo de v pivotenado y minimizando la cantidad de pasos que son reglas:

Replas de eleccion del pivote en el método del simplex
- de filas

Partir de un esquema admisible por filas.

Ilegir un elemento negativo en la fila distinguida (exclu-
yendo el elemento de la derecha). Si no existe ninguno,
véase e’).

I.ocalicense todos los elementos positivos en Ja columna que
conticne el elemento negativo elegido en »’) y dividase a
cada une por el correspondiente clemento de la columna
distinguida. Elijase el mayor de eslos cocientes. [Si no exis-
e ninguno de tales elementos positivos, véase ).
Pivotar sobre el elemento positivo (denominador) de la frac-
cion que dé el cociente maximo hallado en ¢) v volver
al punto H).

Sila eleccién requerida en #°) no es posible es que el es-
(uema ya presenla una solucion Optima bisica.

Si no exisle ningin elemento positivo como se requicre en
') el programa minimizantc no cstd acotado superiormente,
no tiene solucion Gptima.

J
(%)
o

El minimo de v es el maximo de u.



Existen otros métodos, ademas del SIMPLEX.

PUNTOS INTERIORES (IP)

(0,0

;

e Frisch (1955) no publicado

e Fiacco and MacCormak (1968) era para NLP; no servia para LP

e Kachiyan (1979) andaba peor que Simplex

e Karmarkar (1984) finalmente anda mejor (a veces)

o  Meggido (1989) Logarithmic-barrier Method anduvo mejor que los primeros IP



