0.,6)

x

©.0) T o\ @0
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F1c. 6.3. Conjunto solucion del sistema de desigualdades lineales estudiado en la
seccion 4.

Un punto con coordenadas (x, y) pertenecc al grafo del sistema (1),
(2), (3). (4), si y solo si sus coordenadas satisfacen todas las desigual-
dades simultaineamente. El conjunto solucién del sistema debera ser
pues la interseccion de los cuatro semiplanos cerrados, es decir, los
puntos que pertenecen a los cuatro semiplanos cerrados. Por tanto
las desigualdades restringen (x, y) a la regién encerrada en los seg-
mentos que unen los vértices (0, 0), (0, 6), (3, 4) y (6, 0). Esta regién
aparece sombreada en la figura 6.3. Tal regién se denomina un con-

junto poliédrico convexo. s KR

DEFINICION 6.13. Un conjunto poliédrico convexo es la inler-\.
seccidon de un numero finito de semiespacios cerrados. En otras pala-
bras, es el conjunto solucion de un sistema de desigualdades lineales. |

/

La grifica de la figura 6.3 expone convenientemente las posibles
proporciones de normal y extra. Vemos a partir de la grafica que fa-
bricando 3 toneladas de normal y 4 toncladas de extra sc agotard toda
la carne y el cercal. La razon estd en que el punto (3, 4) pertenece a
la interseccion de las rectas frontera de (3) y (4) y satisface por tanto
estas desi des como iones

Anélogamente, el vértice (0, 6) satisface las desigualdades (1)
y (3) como ecuaciones, pero dado que (2/3)(0) + (1/2)(6) =3 < 4, la
desigualdad (4) se satisface como una desigualdad estricta con un mar-
gen de 1 (= 4—3). Puesto que la desigualdad (4) surge al considerar
la cantidad disponible de ccreal, vemos que en la produccion de 6 to-
neladas de extra queda por utilizar 1 tonelada de cereal.
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Una empresa productora de comida para perros produce dos fi-
pos de alimentos, normal y extra, Una libra de normal consta de 1/3
libra de carne y 2/3 libras de cereales. Una libra de extra consta de
igual cantidad de carnc que de cereales. Supongamos que la cmpresa
tienc un stock de 3 toneladas de carne y 4 toneladas de cereales.
Deseamos cncontrar el conjunto de todas las posibles combinaciones
de normal y extra que pueden producirse con dicho stock disponible.
Sean x e y el nimero de toneladas de normal y extra respectivamente
que se produciran. Puesto que no puede producirse una cantidad ne-
gativa tenemos las hipdtesis:

~
v

M
@

v

Las cantidades limitadas de carne y cercal imponen una restric-
ci6n a la cantidad de comida para perro que sc puede producir. Si
se producen x toncladas de normal se necesitan (1/3)x toncladas de
carne; si se producen y tonecladas de extra se necesitan (1/2)y tone-
ladas de carne. Puesto que se dispone de 3 toneladas de carnc tenemos
que

3)

Andlogamente, nccesitamos (2/3)x + 1/2y toneladas de cereal para
producir x e y toneladas de normal y extra respectivamente. Puesto
que sc dispone de 4 toneladas tenemos que

vy =4 4)

Por tanto nuestro vector producido (x, y) debe satisfacer (1), (2), (3)
y (4). Intentemos dibujar el conjunto solucion del sistema de desigual-
dades lineales:

x =0, (1)
y =0, (2)
x+iy<3 (3)
bory<a @

Cada desigualdad da lugar a un semiplano cerrado como se'indica
de la manera habitual en la figura 6.3. Hemos hallado las seis inter-
secciones de las cuatro rectas frontera. Por ejemplo el punto (0, 6)
se obtiene al resolver (1) y (3) como ecuaciones.
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Si la empresa fabrica solamente 2 toneladas de normal y 1 tone-
lada de extra, las cuatro desigualdades se satisfacen como desigual-
dades estrictas.

2>0,

1>0,
(1/3%2) + (172)(1) = 7/6 < 3,
(2/3)2) + (172)(1) = 11/6 < 4.

El punto (2, 1) no es obviamente un vértice del conjunto solucién, no
pertenece a ninguna recta frontera. Se denomina interior al conjunto
solucion.

En general, los vértices de conjuntos poliédricos bidimensionales
se encuentran analizando pares de desigualdades y resolviéndolas como
ecuaciones, si es posible. El vértice (3, 4) se hall6 de’este modo. Por
otra parte, ¢l punto (0, 8) satisface las desigualdades (1) y (4) como
ecuaciones, y (2) como desigualdad estricta, pero no satisface a (3).
Por tanto (0, 8) no es un vértice del conjunto poliédrico convexo,
puesto que ni tan solo pertencce al conjunto. Andlogamente (9, 0) no
es tampoco un vértice a pesar de que pertenece a la interseccion de
dos rectas frontera. Por tanto, en particular si tres rectas frontera in-
tersectan en tres puntos debe verificarse que las coordenadas de un
punto que pertencce a dos rectas frontera satisfacen efectivamente
todas las desigualdades restantes para poder asegurar que dicho punto
es un vértice.

Tener cierta prictica en buscar vértices de conjuntos poliédricos
convexos en ¢l plano serd atil para resolver gréficamente programas
lineales. En el ejemplo anterior, el conjunto poliédrico convexo de-
terminado por las desigualdades (1), (2), (3) v (4) es acotado (es de-
cir, puede incluirse en un cuadrado suficientemente grande). En gene-
ral ello no tiene por qué ocurrir. Por ejemplo, el primer cuadrante
del plano tridimensional consta de todos los puntos cuyas coordena-
das son no negativas. Es la interseccion de los conjuntos solucién de
las desigualdades (1) y (2) de antes; por tanto serd por definicion un
conjunto poliédrico convexo. Sin embargo, es obvio que no esta
acotado.

Encontraremos también sistemas de desigualdades lineales que tie-
nen un conjunto de las soluciones vacio. Denominaremos a tales sis-
temas incompatibles, o bien diremos que las desigualdades son in-
compatibles.

En el capitulo siguiente nos ocuparemos de otro modelo lineal
importante intimamente relacionado con los juegos matriciales, a
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cgion admisible del programa (1).

FiG. 8.1.

dades para escribir (3) y (4) en la forma equivalente
=x; X +320,

—x; =2, +420,

¥ posteriormente introducimos las variables de holgura .

Podemos ahora obtener todos los seudovértices igualando a cero
dos de las cuatro x y resolviendo el sistema resultante. Si hacemos,
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1;).{(5 sis{emé(ico y atil, I‘al como hicimos en los programas (1) y (1)
el capitulo VIL. En primer lugar usamos las reglas de las desiguals

©
(@)

PROGRAMACER LINEAL
Cavpituro VIII

Transformaciones pivote
y el algoritmo del simplex

|

INTRODUCCION

(on el fin de preparar la téenica que usarcmos para operar con
Mteman lincales de desigualdades ¥ resolver programas le]e{i]es, cx[aI
Jlnumos ahora de cerca ¢l método que se introdujo en ?l .capllulo QAL

Meion 5 Z

(onsideramos el programa lineal siguiente:

x; = 0. )
X3 20, )
X+ x, <3 @ O
X, +2x3 €4, #
w="5% +8;—7 (5)

maximizar .

VI se pidio al lector que construyera

W ol ejercicio 15 del capitulo al 1
8 las restricciones del programa (D.

Ia grifica de la region admisible para s
Iieherin haber obtenido el grafico de la hgu‘ra 8.1, usando ¢l conve-
Wiy que se ha establecido para indicar se‘nuplancs cerr'ad}u.

| u region admisible del programa (1) tiene cuatro veruces, ©, .0]1
00, @2 Dy 02,y hay dos seudovértices no admisibles, (4. Ozl,y
0, ). Siendo acotada la region admisible, sabemos que la sfﬂu‘c!m.l
Aptima del programa (T) puede hallarse en uno '<ch los_cgalm vérme‘s.
L0 ln tabla 8.1 estd tabulado el valor de la funcién objetivo 1 en cada

. Se indica el valor maximo. 5

“m;\lnn r\‘uc:;‘:h;;\:nenu facilmente la soluci():\ por métodos gréficos.
Wi embargo, dado que el objetivo que perseguimos cts desarrollar una
Wenlen algebraica general para resolver programas lineales, transfor-
Wiy, @ continuacion, el programa (D) y lo formulamos de un modo
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plo, x, = 0 y x, = 0 y resolvemos

—-x; +3=0,
Xy + 4 = X4,

Whilone v, =3 y x 1. Las coordenadas (x;, x.) = (3, 0) descri-
Wi seudovértice admisible, Obsérvese que x; = 0, pues (3, 0) per-
' & la recta frontera de la restriccion (3) y x. >0, ya que (3, 0)
Lontenido en el semiplano cerrado (4). De modo anilogo, si to-
Wk v~ 0y x, =0y resolvemos (I1) para x, y x,, obtenemos
=)y x, 2. El seudovértice asi obtenido con (x,, x2) = (0, 3)
W ndmisible (ver fig. 8.1).
I logados a este punto, reemplazamos el nombre seudovértice, de
\nelon geométrica, por el término algebraico de «solucion basica».
¢ sjemplo, diremos que (x,, x.. x5, x) = (3, 0,0, D0 (0. 3.0, —2)
soluciones basicas de (IT). Estas dos soluciones bésicas correspon-
. dosde luego, a los seudovértices con (x., x = 3.0} y (0, 3) res-
.u“vulm-ulc. La palabra «solucién» en «solucion basica» es una elec-
W desafortunada, puesto que se ha usado «solucién» para descri-
g‘: Juciones admisibles u optimas de programas lineales. No obstante,
{erminologia es de uso comin, y es mas ficil adaptarse a ella que

L3y sy o 2% 4od Volvemos ahors a csorib _IX‘ 3 Iatar de cambiarla. Notese que una solucion basica puede perfecta-
1 e . scribir el pros " admisible: B : R
grama (1) en la forma equivalente P z‘l‘lll‘ '.‘; |.|‘{I;l(im|5|hle. caso de que lo sea, se dencminard solucion
W admisible.
—X1— Xp+3=2x; (6) Iecordamos que en la solucion algebraica del modelo del capi-
SIS, Wil VI era necesario determinar todas las soluciones bésicas (llama-
A =X (7) an Jis alli seudovértices) antes de estar en condiciones de oblener la
Sx, +8x; =7 =u, ) wlucion Optima. Esta necesidad nos forzo a hallar la tabla 7.1 del
tulo VII pol ¢todos laboriosos. Aqui S scribir ¢é
20, Sy 20, 50 Sapitulo VIT por m.c doy lab iosos. Aqui queremos {icscrl ir como
d = W determinan todas las soluciones basicas de modo més conveniente.
maximizar . 10 primer lugar, centrémonos en Jas igualdades del programa (II),
W considerando de momento las condiciones de no negatividad. Ob-
TasLA 8.1 wivando el sistema lincal de ecuaciones
Courdenadas de vértice = 5x, + 8x, — 7 —xp = Xp+3=2xy ©)
o 5 —xy — 2, + 4 =X, (1) (D)
3,0 8 Sx, +8x, —T=u, (8)
@2n 11 (max)
©.2) 9 W aprecia que es particularmente facil resolver (ITT) para las varia-

ey dependientes x;, x, y u si se dan valores a las variables indepen-
dientes x, y x.. Pero consideremos como intentamos hallar una solu-
¢lon basica de (TTT). Igualamos a cero dos de las cuatro x. Asi si
\, © x. =0, es inmediato resolver (TII) para las restantes variables,
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simplemente despejando: x, =3, x, =4 y u=17. {Esta es la ol
que pucde parecer bien elemental, que nos permitira simplificar
problema algebraico!
. Para terminar, veamos cémo se podria haber encontrado la sol
cion basica (3, 0, 0, 1) que corresponde a x. = 0 y x, = 0, usando
Ac!ea clave del parrafo anterior. La idea es obtener un sistema de ecul
ciones equivalente a (111) de tal forma que dos de las x que de
1gt(alarsc a cero sean las variables independientes del sistema. En
smenfm (1L1) las variables independientes son x, v x,. Para obtener
solucion basica (3, 0, 0, 1) imponemos que las variables independi
tes sean x; y x.. Esto puede hacerse facilmente cambiando x, por
en (l.“)' En el capitulo VI, seccién 3, se considerd tal operacion
substitucion vy se vio que efectuada en un sistema lineal de ecuacion:
daba lugar a un sistema equivalente.
Substituyamos ahora x, por x; en (IT1). Puede hacerse puesto qu
el cqcﬂcienle de x, es no nulo en la ecuacion (6), que expresa X,
términos de x, y x.. Despejamos en primer lugar x, de (6), oblenicr;dal

=

—X3 =X +3=2x
Entonces, substituimos esta expresion de x, en (7) Y (8) y obtenemoy
X3 — X4 1 =xy
—Sxy+ 3, + 8=
Asi (I} se transforma en el sistema equivalente:
—X3— X +3=x,

Xy — Xz + 1 =x,, (V)
—=5x3+3x; +8=u.

Anulando las dos nuevas variables independi
obtener inmediatamente x, xs =1, u= 8. Asi se obticne una so«
lucion basica (xy, Xe, x5, x2) = (3, 0, 0. 1) con su valor correspondiente
# =8, que es la que desedbamos. Anédlogamente, Ja solucion basica
(0,.3, 0, —2) que corresponde a x, = 0 y x; = 0 podria haberse obs
tenido substituyendo x, por x. en (II1), obteniendo

Xy Y X3 P

—x;— X3+ 3=x,,
Xy 4+ 2x3— 2=x,,

=3x; — 8xy+ 17 =u.

para x, = x; = 0, facilmente despejamos x; =3, x, = —2 y u — 17,

En el programa ejemplo (II) hay (4 X 3)/2 = 6 sulucion‘cs basicas
potenciales. De hecho, se pueden obtener todas las seis. Animamos al
lector para que adquiera algo mis de experiencia usando la opera-
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-X; — X3+ 3=2x;,
Xy —2x +4=2x,,
X +8xy, ~7T=u

Apelando a la indulgencia del lector. volvemos a escribir las ec
ciones de (III) en columna

(=lx,  (=Dx, (5)x,
(= 1)x, (=2)x, (+8)x,
(+3(D (+4h) (=7
=Xx3 =Xq =u

De esta forma es evidente que la columna que contienc a x., x, y
es comin a las tres ecuaciones. T.o que nos conduce a abreviar
sistema:

1
ol

Xqt -1 =) 5
6 54 -1 -2 8
4 3 4 -7

=y =Xg =u

Podemos todavia expresar las ecuaciones de (ITT) simplemente con
tomar el producto escalar del vector (x,, x., 1) por la columna corres
pondiente, Asi, por ejemplo, la primera ccuacion de (ITT) se puede
escribir como (x, x., 1) ( 5 —1;4) = xs.

. Esto sugiere la siguientc forma esquenitica del sistema de ecuas
ciones lineales (111):

X, -1
X3 -1 -2 8 (12)
1 3 4 \ -7

=X5 =X4 =u

Indicamos el esquerma por (12), ya que 1y 2 son los subindices de
las variables independientes x, y x,, que aparecen en cl lado izquierdo.
Por razones obvias, las variables x;, x, y u, que aparecen abajo, se
llaman variables dependientes. Dada la forma en que hemos constru‘idn
el esquema, diremos que (12) representa el sistema (I1T) como sistema
en columnas.

Aparte de las ecuaciones (TII), el programa (1) incluye condicio-
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Soluciones basicas del programa (I1).

(Admi- u admi-

(xy. X;) Coordenadas
sible?  sible

de la solucidn bisica X, X2 X3 Xa
(0,0 0o 0 34 Si —7

0,3 0 3 0 -2 No —

0,2} 0 2 1 0 Si 9

3,00 3 0 0 1 Si 8

4.0y 4 0 -1 0 No -

2 1 0 0 Si 1

2.0

(e substitucion, expresando todos los seis pares posibles de x en
winos de las dos restantes. La solucion basica que corresponde a
eleccion particular de un par de variables independientes se ob-
W con facilidad, junto con el valor de u correspondiente. En la
hla K2 aparccen ignados los resultad Indicamos encerrando
Wilie corchetes al par de variables independientes qué dan lugar a las
wiluciones 5. Solo en el caso de soluciones basicas admisibles
Wlicamos los valores de u.

11l lector deberd volver a la figura 8.1 y observar la correspon-
encin entre las seis soluciones basicas y Jos seis seudovértices, rese-
faddos o 1o largo de la primera y segunda columnas de la tabla 8.2.
L outa tabla puede verse de nuevo que la solucion del programa li-
Wl s (v, x) = (2, 1) ¥ que max u = 11, pues 11 es el valor de u
My elevado que aparece en la lista.

3 RIPRESENTACION ESQUEMATICA
Y METODO DEL PIVOTE

§i el lector se entretuvo en efectuar las operaciones de substitucion
Londucentes a la informacién que se requiere para la elaboracién de
Iu tabla 8.2, habra sentido el deseo de reducir el trabajo calculistico.
Introducimos a continuacion una forma esquematica de programas
lineales, junto con una transformacién pivote que se usa para pasar
e una forma a otra equivalente. Estas formalizaciones no sélo redu-
virin el trabajo necesario para construir tablas como la 8.2, sino que
Jugeririn un camino para resolver programas lineales sin necesidad de
foner que hallar fodas las soluciones bésicas.

limpezamos analizando de nuevo el sistema de ecuaciones linea-
Jou (111), de la seccion 1, sin tener en cuenta por ¢l momento las con-
diciones de no negatividad de (II). Por razones de conveniencia re-
petimos aqui (ID):
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14, SINGLETON-TYNDALL.

Ire la no negatividad de las variables y la instruccion de maxi-
In funcion objetivo. Se pueden introducir en el esquema como

— o
x, | =1 -1 5 |
(X 20 i=1234 x| -1 —21 8 | (12)
1| 3 4 7
\_77—L - ;
=x; =x4 =u(mix)

Jin el esquema, que seguimos denominando (12), representa el pro-
min (1) como programa en columnas. Cuando queramos referirnos
Jepmente a las ecuaciones lineales, como haremos en el resto de la
(10N, se omitird la informacién entre paréntesis. Cuando nos refi-

Juinos 4l programa lineal deberd incluirse la informacion entre pa-

Pnlosis

Wecuérdese que el sistema (IID), representado en (12), es tal que
s valores de las variables dependientes x;, x. ¥ u pueden obtenerse

S fucilidad cuando se igualan a cero Jas variables independientes X,

¥ Xy Los valores =3, x,=4yu=—7asi obtenidos se colgcan
whors en la fila distinguida de (12), es decir, la fila que se designa
por 1 izquierda. De este modo vemos que el esquema (12) in-
Wien de forma conveniénte tanto la solucién basica (0, 0, 3, 4), desig-
Wi por [1. 2] en la tabla 8.2, como el valor u = — 7 de la funcion
ubjetivo que corresponde a esta solucion bisica. Desde luego, el va-
Jur de la funcion objetivo es el elemento de la esquina inferior dere-
Wi de (12). Obsérvese que (0, 0, 3, 4) es una solucion basica admi-
Mhle, ya que todas las componentes son no negativas. Diremos que
Wi esquema es admisible por columnas si todos los elementos de la
Nln distinguida (salvo quizas el de la derecha) son no negativos. De
whi que un esquema admisible por columnas proporcione una solu-
whon ca admisible del programa maximizante (II).

Il sistema (IV) de la seccion 1, obtenido a partir del sistmea (TIT)
wumbiando x., por x,, podria representarse asimismo en forma esque-
widtica mediante

xs | =1 1| o-s
|

*5 -1 -1 3 {
1| 3 1 8
=x, =Xx4 =1Uu




El lector comprot que el (23) rep 1 al
tema (IV). Como antes, la solucién bésica (x,, x., x;, x,) = (3, 0, 0,

se obtiene trivialmente de (23) anulando x; y x.. El valor corres;

miticamente, ($') se escribe:

diente = 8 se calcula también con facilidad. z lfa dfa }

. Llegados a este punto, el lector podria, con razén, poner en cu J

m’m_]a utilidad de representar sistemas de ccuaciones y program g bl A .
mediante esquemas. La gran utilidad de esta notacion se basa en | 1 —cja [ = cdfa ‘

observacion de que no sélo los sistemas (III) y (IV) pueden rep: L' '

sentarse de modo esquemitico, sino que la operacion de substitucion
que transforma el sistema (I1T) en el (IV) puede describirse esques
maticamente también como una transformacion pivote, la cual cone
vierte el esquema (12) en el esquema (23).

Para describir esta operacion esencial sobre los esquemas vols
vemos al pequefio cjemplo que se ha usado antes (cap. VI, sec. 3) en
la demostracion del teorema de equivalencia para operaciones de.
substitucion.
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Ao que se han intercambiado los papeles de x y z, el elemento a

wujuema (xy), que pertenece a la fila etiquetada con x y a la co-

i denominada z, se denomina pivote. Para describir la transfor-

Jon pivote que convierte el esquema (xy) en el esquema (zy), ob-

vamos que los clementos y las etiquetas del extremo se cambiaban

wenerdo con las reglas siguientes:

Sea (8) el sistema | Reemplazar el pivote (no nulo) por su reciproco.
1 Dividir cada uno de los elementos de la fila del pivote por dicho pivote.
1 Dividir por el pivote (y cambiar de signo) los elementos restantes de la

Plimna del mismo.

4 De cualquicr otro elemento del esquema sustraer el producto de

W ¢l elemento de la misma columna que esté en la fila del pivote;

4 ol elemento de fa misma fila que esté en la columna del pivote,’y

¢ ol reciproco del pivote.

4 Intercambiar entre si las

Pvnte, dejando las demds intactas.

ax+by+c=z
dx + ey + [ = w. ©)

En forma esquemitica, (S) se puede escribir

eliguetas al margen de la columna y de la fila del

x a d |
y | b | Jalis reglas se memorizan con gran facilidad estudiando la transfor-
& (xy) Juelon pivote que se indica a continuacion.
1 ¢ i
L £l - e
Como hemos visto, la operacion que subsmuye Z por x se efectua »* q p o aie
resolviendo la primera ecuacion en x y sub o dicha i : :
de x en la segunda. (Por supuesto, suponemos que a0, por lo que
lo anterior es correcto.) N ¢ smm & s Xi| een THP o .o s—qrip ...
Asi obtenemos el sistema equivalente (57): | ‘
| . =
Xj =X

s

1
. )
gz+(e—h:'y+(fA%i)=w

I'l pivote se indica por un asterisco (¥).

Vemos como ejemplo que el esquema (12) se transforma en el
guquema (23) pivotando sobre —1 indicado de acuerdo con las
Moglas 1, 2,3, 4y5.
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udquirir soltura en el método del pivote, se recomienda al
\ue copie alguno de los esquemas de la tabla 8.3, cierre el libro,

=1 1 =3 rmhm a por si mismo los esquemas de la tabla 8.3. Puede com-
e af 3 | mente ¢l trabajo realizado compardndolo con la ta-
3 | 8 | Obsérvese que desde el punto de vista aritmético es mds simple
Wt sobre una unidad (es decir, 1 o —1). Por esta razén, pos-

=4 _ = temos al maximo el pivotaje sobre elementos no unitarios. Notese
¥ bidn cudn facil es obtener los datos de la tabla 8.2 a partir de la

.3, simplemente, anulando las variables independientes y des-
o los valores correspondi de las d i

La linea horizontal (dcjando aparte la filu distinguida, etiquetada
1)y la vertical (salvo la columna distinguida etiquetada con una u)
eluyen en cada esquema para recordar que no deseamos pivotar
e esta I|I.« o columna. La razén de esto es que queremos conser-
i ol | «independi v la u «dependi . (Mas tarde veremos
4 tazones para dejar de lado esta columna y esta fila.)

Iy importante observar que una transformacion pivote organiza
yvenientemente la aritmética necesaria para efectuar una operacion
wibtitucion sobre el sistema lineal de ecuaciones representado por

Empezando por el esquema (12) vemos que mediante una suces
sion de transformaciones pivote es posible obtener los seis esquemi
que dan las seis soluciones bi del programa (II). Esto se lleva &
cabo en la tabla 8.3. El pivote se indica por medio de un asterisco,

Tasta 8.3. Esquema del progeama ejemplo (1D (x; = 0,

1,2, 3, 4, u = max.);

(12) 23)

X, x. -1 1| -5 z Ie8 o
| . Saquema. Puesto que una operacion de substitucion no altera el
R | *2 =D =1 3 Junto solucion de un sistema, tampoco lo hace una transformacion
1 ! . = | Wle. Por este motivo decimos que todos los esquemas de la tabla 8.3
i 8 guivalentes, representan simplemente el mismo sistema de formas
urontes.
u =x; =Xy =u A ok " % E ion d
b Ly otras dos operaciones que no cambian conjuntos solucion de
(13) (34) \emas lincales de ccuaciones tienen también sus equivalencias es-
Por ejemplo, a la permutacion de ecuaciones correspon-
X3 -1 ) -8 T ™ -2 = || i6n de dos col del junto con las eti-
X3 -1 1" =3 — 5 Xy ’ = il =3 |
e - . _ B ]
1 3 =2 17 1 1 21 1
o L 1 | N P T
5 = 1 =3 es cquiva- X4 1 -1 =3
A {14 lente a !
X, £ o=k [=2 Y = | 2 11 1
% 1 -1 | -5 — X 41| -4 =x, =u
I —
1 1 4 13 1 1 20 9 .
- o] |- Cumbiar el orden en que estin escritos los términos corresponde
u =X, =X; =u & cambiar ¢l orden de las filas de un esquema junto con las eti-

yuetay
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02)w 7 (13)

De este modo

x| —1 -1 3 es equiva- x; -1 1 -
lente a ———
1 i 1|
| | L= i
=X, mx; =u =x, =x; =l

En la seccion siguienle veremos cdmo las reglas para pivotar i
gieren exactamente un modo de llegar a una solucién optima (si
hay) sin tener que encontrar fodos los esquemas que corresponden
las soluciones basicas.

(23] (34w =11 (max)

110, 8.2. Representacién gréfica de los datos de la tabla 8.3.

Sujuema B, se puede también hacer otro tanto del:esquema B al
wemi A. Por ejemplo, los esquemas (12) ¥ (23) son a'd)l-'accmes.
Witias que los esquemas (12) y (34) no lo son. Las posiciones de
wodos del grafico de la figura 8.2 son Lotalmente arbitrarios.

I'n ln figura 8.2 los nodos se han designacllo igua.l que Ins_csque-
Js que representan, Los valores de la funcién objetivo se indican
Jmente en los nodos admisibles. Se representan con}l'ram grueso
L lineas que unen nodos que representan soluciones basxcas'admm-
W I'n las lincas gruesas una flecha indica el sentido creciente de
W I'stas flechas apuntan hacia el valor maximo de_l{_ u=11.
Nitese que empezando por la solucion bisica adml_sn'b]e,(lfl) dada
Ilelalmente existen dos caminos conducentes a la solucion Optima, re-
Jissentada por cl nodo (34). Estos caminos, a saber: (12)— (14)— (34)
y (12) > (23)—>(34), pasan ambos por nodos que representan esque-
Wiy en columna admisibles. Serfa desde luego muy agradable si pu-
Widramos hacer csto en general, es decir, empezar por un esquema
wliisible en columna y pasar sélo a través de esquemas admisibles
W columna hasta llegar a un esquema que o bien‘x"mhqwe una solu-
Wi dptima o bien nos diga que no la hay. Si pudiéramos hacer esto
o general, podriamos de esta forma eli‘minar' de entrada lcjdos losves-
yuemas no admisibles. Por supuesto, st el ejemplo es cstandar (y lo
W), un método que nos permitiria empezar en (].2) e ir aﬂ(l-’t) oa(23).
o no a ambos, harfa posible dejar de consldcrz_u: (23) o (14). De
wate modo si dispusiéramos de reglas que nos permitieran escoger uno
e los dos caminos de trazo grueso que se indican en (12) sin conocer
ol yrdfico de la figura 8.2, podriamos reducir ln,uestro trabajo al S“TI-
plo cdleulo de dos esquemas (en vez de l«{s cinco restantes) y llegar
Wdavia a la solucion optima de nuestro ejemplo.

3. EL METODO DEL SIMPLEX PARA
PROGRAMAS EN COLUMNA

La evaluacion de las soluciones bésicas de un programa razoni
blemente amplio comportaria usualmente una acumulacién de trabajo.
imposible de realizar. Un programa de » ecuaciones y m + n variabley
(excluyendo la funcion objetivo) tiene potencialmente (2 + n)!/minl
soluciones bisicas. Incluso con la ayuda de los modernos ordenadores
digitales no existe seguridad de poder resolver un programa mas
extenso empleando un tiempo de ordenador razonable si se tienen
que examinar lodas las soluciones bésicas.

Lo que hace falta es un medio de seleccionar un nimero mucha.
mis pequeiio de soluciones basicas a evaluar de tal forma que cone
duzean con toda seguridad a una solucion Gptima si existe, o que en
caso contrario indique que no hay solucion. Una posibilidad la conge
tituye el ingenioso método del simplex, que fue ideado por Dantzig
en 1947,

Volvamos a analizar la (abla 8.3 con el fin de buscar posibles
claves que puedan conducirnos a descubrir el método del simplex.

Cada uno de los seis esquemas equivalentes de Ja tabla 8.3 muess
tra una solucion basica al programa (II). De los seis, cuatro son ad«
misibles, y dos no lo son. Puede dar més informacion analizar algunos
de los datos de la tabla 8.3 mediante un grafico (fig. 8.2).

En nuestro grafico, cada nodo representard un esquema. Una linea
unird dos nodos si y solo si es posible ir desde el esquema represen-
tado por un nodo al representado por el otro mediante una Gnica
transformacion pivote. (En tal caso los esquemas y los nodos se lla«
marin adyacentes.) Por supuesto, si se puede pivotar del esquema A
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El método del simplex proporciona de hecho las reglas genel
para trazar un camino paso a paso en la forma descada, incluso
que nuestro «planoy sea muy incompleto. Por supuesto, incluso
blando figurativamente, solo nos hace falta construir un plano par
sobre la marcha, conociendo siempre que en Gltimo término llg
mos sanos y salvos al destino, a la solucion 6ptima del programa ling
o al conocimiento de que no existe solucion.

Dado para empezar un esquema en columna admisible, requerd
mos tres cosas a partir de las reglas del método simplex: 1) un

iExiste un ¢ > 07

mino para pasar de un esquema a_dvmlslb[c cn columna a otro esque (Existe STOP. El es- |
adyacente que también sca admisible por columnas; II) un méto un elemento quema presenta |
para pasar al esquema admisible por columnas adyacente que ine “"'ﬁ"‘é’ Gl la ;"‘l?";‘°1‘;§1?“

S . Dt B X ima_ bisic
mente, si es posible, el valor de la funcion objetivo que hay que maxi } R EE 2

mizar, y IIT) una garantia de que en un nimero finito de pasos |
garemos a un esquema que indique una solucion 6ptima o la
existencia de tal solucién.

Si No

Para ver qué necesitaremos en general, observemos qué ocu IIII‘I“\"“ mayor | ¥
cuando pivolamos sobre un que sea admisible por col :,‘.,.,,‘.“ ; h” |
tivos). $
a* b ¢ X a b Pivdlese

a

sobr

V16 8.3, Diagrama de flujo para el método del simplex de columnas.

u(max)

a0 o, equivalentemente,dja < 0. Esto se puede garantizar

. i poniendo que
Puesto que estamos suponiendo que el esquema de la izquierda ex h"' q a<0. 3)

dmisible por todos los el s de la fila distinguida
(salvo la f) son no negativas. Por consiguiente, d 20 y ¢ >0, en
particular. Suponemos que el pivote es a7 0.
Centramos la atencion en primer lugar sobre la condicion T antes
indicada. T.a cual establece que ¢l esquema transformado debe ser
también admisible por col as, de donde exigimos que

Para satisfacer (2) debemos tener ¢’ = ¢-— bdfa > 0 o. equivalen-
Wineite, e > bdja. Ahora, si b = 0, esto se cumplird si se satisface (3).

ws (3) nos asegura que dfa <0. De ahi que hdfa <0 <e, para
r‘,' 0, En caso contrario, si b < 0, observamos que e > bd/a si y
Wil 8 ¢/b < dfa. Asi para garantizar en gencral que el sistema trans-
formndo es de nuevo admisible por columnas, debemos tener un pi-
dz0 (1) Wil negativo e imponer que la razén dfa sea la mayor de todas las
Weones e/ b en las que el denominador es negativo.

¢ Prestemos ahora atencién a la condicion 11, que especifica una me-
¢ 20 (2) Jurn en la funcion objetivo que hay que maximizar. Esto se puede

Waribir y
Puesto que, segin las reglas para pivotar, d = —d/a, exigiremos que fr=/f -dc G @
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o, equivalentemente, dc/a < 0. Puesto que, nuevamente, (3) a
que dfa <0, deja <0 se satisfaran si ¢ > 0. Asi, para no dis
la funcion objetivo al pivotar sobre un esquema adyacente admi
por columnas, impondremos que el pivote pertenezca a una col
que tenga un clemento ¢ positivo en la columna distinguida. (Ol
vese que si ¢ o d es cero, f* = f, en cuyo caso la funcién objetiva
s¢ mejora.)
Formalizamo:
teriores:

id: las afirs de los pérrafos

Reglas de eleccion de pivote en el método del simplex
por columna

a)
b)

Empezar con un esquema admisible por columnas.
Escoger un elemento (por ejemplo ¢) positivo de la columna
distinguida [si no lo hay, ver ¢)].

Colocar todos los clementos negativos (tales como a, b, ...)
en la fila de ¢ y calcular las razones dfa, efb, ... Seleccio-
nar la mayor de dichas razones (supongamos que es d/a).
Nota: Puesto que todas las razones son no positivas, la ma-
yor serd cero o la més proxima a cero. [Si no hay clementos
negativos en la fila de ¢, ver f).]

Pivotar sobre el ¢ hallado mas arriba, y volver de nuevo
a b).

Si no hay elementos positivos en la columna distinguida
(salvo posiblemente la de abajo), el esquema ya nos da una
solucion bésica dptima.

Si hay una fila (exceptuando ]a Illd dlsungmdn) con un cle-
mento positivo en la col la y un el no
negativo en esta fila, entonces el programa maximizante
no estd acotado superiormente, es decir, no existe solucion
optima.

(2

e

)

Las reglas indicadas més arriba constituyen un método del si
plex para la solucion de programas maximizantes en la forma de
un sistema admisible por columnas con va
riables no ncgativas (salvo ). Se podrian abreviar estas reglas m
diante cl llamado «diagrama de flujo» de la figura 8.3.

Antes de discutir estas reglas, apliquémoslas, a efectos de ilustras
cién, a nuestro programa (II), empezando por el esquema (12) admi
sible por columnas que se obtuvo inicialmente estableciendo el pros.
grama

repr
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Ya que no existe ningin elemento positivo (aparte de 11)
columna distinguida, la regla ) nos dice que vayamos a la
Asi hemos llegado a la solucion bésica 6ptima mediante dos
formaciones pivote siguiendo el método del simplex por columnay

Comparando el resultado con el grifico de la figura 8.2,
que hemos tomado ¢l camino mas pesado (12) — (23) — (34) pai
gar a la solucién Gptima. Esto se sigue de la eleccién hecha al
cipio aplicando la regla b): i arbitrariamente ¢ = 5. La
eleccion posible habria sido ¢ = 8, en cuyo caso la regla ¢) nog
que tencmos que pivotar sobre —2 (dado que 4/—2 > 3/—1
lector deberia hacerlo para cerciorarse de que la eleccion alte
¢ =8 conduciria a un camino alternativo que partiria de (12) y.
garia, a través de (14), a (34).

En cste pequefio ejemplo no importaba la eleccion de ¢ i
(c = 8 0 ¢ = 5). El método del simplex en los dos casos permite I
en dos pasos exactamente a la solucion Optima. En ejemplog
complicados puede haber perfectamente caminos mds cortos o
largos para llegar (si existe) a la solucion Gplima, dependicntey
parte de las elecciones que se hacen para c. El lector puede sorp
derse al enterarse de que a pesar de la imporlancia que tiene en
gramas largos la eleccion eficiente de ¢ que conduzca a un ni
minimo de pivotajes necesarios para obtener la solucién, no se
noce mucho a nivel teorico como hacer tales elecciones de fo
conveniente. Sin embargo, puesto que todos los ejemplos y ejerci
de este texto son programas pequefios, el lector no se verd demasi
abrumado cn decidir cudl ¢ elige en el caso en que sea posible el
entre varios elementos positivos.

Volvemos ahora al andlisis de las reglas del método del simpl
por columnas para ver qué hemos conseguido y qué falta toda
por hacer.

En primer lugar notamos que «) exige empezar con un esque
admisible por columnas. (Esto es algo analogo a la instruccion inil
en una receta clasica de pavo asado, «Primero vaya usted a cazar
male un pavo..».) Veremos que. la formulacién de un programa
Ximizante conduce con f a un que es inicial
admisible por columnas. Esto es lo que ocurria en el esquema (1
de nuestro programa ejemplo. y asi serd para la mayoria de ejer
cios del final del capitulo. En el proximo capitulo discutiremos by
vemente qué se puede hacer si el esquema inicial que representa
programa maximizante no es admisiblc por columnas. También
el proximo capitulo trataremos el caso de un programa minimizan
Hasta aqui hemos considerado un método del simplex sdlo para pr
gramas maximizantes.

En segundo lugar, observamos que las reglas a), b). ¢) y d) se cont
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3 s ol ol e
! Xy =1 =2 8 (12)
1 3 i
=x, =x, = u(mix)

Lu regla @) se satisface, puesto que (12) ya es admisible por
i

cuanto a la regla h), observamos que tanto 5 como 8 son ele-
W positivos de la columna distinguida. Debemos elegir uno de
al nzar. Sea ¢ = 5. Ahora bien, los restantes elementos (ambos
) e la fila de la ¢ son negativos, de modo que calculamos las dos
W 3/—1y 4/—1. Puesto que —3 > — 4, pivotamos sobre el
el extremo superior izquierdo (o sea, en la columna del 3). Se
ol pivote por un asterisco. El resullado es

-1 1 -5
(020 i=1234 2
x| =1 =ix| 3 (23)
i
1| 3 | ®
S S| DU
=x, =x; =u(mix)

Ivese que (23) es nuevamente admisible por columnas y que la u
se ha i do desde —7 a 8.

Almm solo existe un elemento positivo en la columna distinguida
wxceptia el 8). Asi debemos tomar ¢ = 3. De nuevo los elementos
Ia fila de la ¢ (ambos — 1) son negativos, de manera que calculamos
meones 3j—1 y 1/—1. Dado que — 1 > —3, debemos tomar
\ nuevo pivote el — 1 con asterisco. Pivotamos para obtener

w Py TR
>0, i=1,23.4) rg =2
HSa S x4l-l = |5 (34)
i 2 1| u
| = 5 sy
=Xy =Xz = u(max)

Nitese que el resultado sigue siendo admisible por columnas y que u
W ha incrementado hasta 11.

221

para cumplir las condiciones I y IT anteriores, De ahi que
n de hecho con un esquema admisible por columnas y pivo-
oln un esquema adyacente admisible por columnas, sin que
el valor de la funcion objetivo que corresponde a las dos
lunes bisicas presentadas por los dos esquemas adyacentes.
mulmente, debemos ocuparnos de la condicién ITI Si ninguno de
wlementos de la fila distinguida (excepto posiblemente el clemento
i derecha) puede pasar a valer cero al pivotar, es fécil probar que
Jiitmo finaliza al cabo de un nimero finito de pasos. Es decir,
unen el «finy en el diagrama de flujo después de atravesar el
Iin externo solo un nimero finito de veces (véase fig. 8.3). Por
e, si aparcce un cero al pivotar, podria ocurrir que no s¢
mentara el valor de la funcion objetivo, y surgiria ¢l peligro de
W eleccion sistemdtica de pivotes condujera a un «ciclo» sin
dundo vueltas al circuito externo de Ja figura: 8.3, sin parar. Esta
Ilhlnd debida a o gue se conoce con el nombre de degeneracion,

la mds adel Afor 1 . en la. préctica se
iy evilar estos ciclos sin fin evitando una eleccién sistemdtica del
e en ¢l caso de degeneracion o, en programas pequefios, mante-
wlone ¢n los esquemas ya probados, y sin efectuar repeticiones. .
I puesta a punto de un algoritmo para resolver programas li-
los. junto con las afirmaciones no justificadas de €) y f), se esta-
Wil rigurosamente en el capitulo X.

I RCICIOS DEL CAPITULO VIII

| Transformar ¢l esquema (24) do la tabla 8.3 en el esquema que liene a x, ¥
4, tomo etiquetas independientes. Comparar el resultado con el esquema (34)
bla 8.3,
I. I“' fectiiese una transformacion pivote en el esquema (12) de la tabla 8.3 para
Ubener ol esquema (14), y compruébese el resultado mediante la tabla 8.3.
Y I'nla tabla 8.3 el esquema (13) se transforma en el esquema (34) con un paso
'hnlm Plectiiese la transformacién pivote que convierte (34) en (13).
A4 Sea A el esquema

x| a* b L'-[d
b, a#0,

|

Wi I ¢l esquema transformado de A4 mediante la transformacién pivole indicada.
‘unnm-.nuc que existe una tnica transformacién pivote que convierte B en A.

(<P
a~
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Analizando los coeficientes del sistema (R’) vemos que
transformado exactamente siguiendo las reglas ya conocidag
transformacién pivote que convierte un sistema cn columnas
equivalente.

Por tanto la transformacion pivote elemental (con pivole &
convierte el esquema anterior en el

K 1

(x; >0, a
i=1234 | il
X2 g e — dbja f—dcja

]
|

1 —i h — gbja k —gcia = v(min)
|

=X = X4 = u (méx)

de tal modo que lanto los programas en filas como en columniy
esquema transformado son equivalentes a los programas en fil
en columnas del esquema original. Esta es otra razon por la que
demos escribir las ecuaciones del sistema en filas con signo M
precediendo a las variables dependientes.

Al realizar una transformacion pivote en un esquema que
sente programas lincales duales sc deben seguir las reglas esta
das anteriormente para los programas en columnas y cambiar tam
las etiquetas de los programas cn filas de acuerdo con la regla:

Intercaimbicnse las etiquetas en la fila y columna pivotes, des
jando el signo menos de la derecha; las eliquetas siluadas en
la primera fila y en los mérgenes derechos permanecen iguales

A modo de ilustracion pivotamos en ¢l — 1 del esquema (12)
obtener el esquema (13)

Ya 1
|
zo M| Th TS = gm0,
i=1,2,3,4 x,| —1* =2 8 [=-y, i=1234 @
1 3 4 = v(min)
=x; =x; =u(mix)
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lespejando v, en funcion de y, del modo habitual (se despeja y, de

DUALIDAD
METODO DEL SIMPLEX PARA
OGRAMAS EN FILAS

1 hallar una solucion optima al programa dual (*) de la scc-
wnterior estamos motivados, por analogia, a emplear operaciones
Substitucion en las ccuaciones del sistema lineal de (*). No es sor-
lente que una operacién de substitucion en el sistema lineal de (*)
fepresentada por una transformacion pivote apropiada en el pro-
i en filas del esquema (12), que representa (*).
Lon ¢l fin de ver como se transforman los coeficientes de un sis-
on filas mediante una operacion de substitucion, consideremos
wro un ejemplo con coeficientes literales en lugar de numéricos.
Pujuema siguiente muestra un programa en filas sencillo, junto con
Larrespondiente programa dual en columnas.

Vi Ya 1
A 3
G >0 1| ? b € ==y B 2.0
B 1,234 x| d e | f o |=-»m i=1,2,34)
| E— e
1 [ h = v(min)
= =X . =u(mi)
W/ 0 el sistema en filas (R)
apy + by, +¢ ==y,
dyy + ey, + = —y,, R)

gy +hy +k=u,
’urxlr transformarse cn ¢l siguiente sistema en filas equivalente (R’)

Ii primera ecuacion y se substituye la expresion obtenida en las demds
Wunciones:

Y o b ) =
oo p-She pton
| a \ a a
=
233
3 1
B0 = I (20,
) x| -1 = -y, i=1,234) (13)
| 3 =y (min)
=x, =x, =u(mix)

enquema es admisible por filas (puesto que —3 <0 vy
), pero no es admisible por columnas (puesto que —2 3} 0).
liclon basica admisible correspondiente al programa en filas se
haciendo y. =y, =0, y obteniendo y, =3, y, =8 y v=17.
hitgo, esto no es todavia una solucion dptima.
wmos desarrollar un algoritmo-simplex, apropiado para la so-
e un programa en filas, parecido al explicado en el esque-
1), Al igual que en el caso del método del simplex: para pro-
on columna, buscamos una sucesion de pivoles que manten-
Imisibilidad por fi y disminuya (o por lo menos no in-
i) el valor de la funcion objetivo v que ha de ser minimizada.
ile un andlisis analogo al efectuado en el capitulo VIIT, sec-
A, obtenemos lo siguiente:

Ieplas de eleccion del pivote en el método del simplex
de filas

Partir de un esquema admisible por filas.

Flegir un clemento negativo en la fila distinguida (exclu-

yendo el elemento de la derecha). Si no existe ninguno,

véase e’).

lLocalicense todos los elementos positivos en la columna que

contiene ¢l elemento negativo elegido en A7) y dividase a

cada uno por el correspondi 1 de la col

distinguida. Elijase el mayor de eslos cocientes. [Sino exis-

(¢ ninguno de tales elementos positivos, véase f').]

W) Pivotar sobre el elemento positivo (denominador) de la frac-
cion que dé el cociente maximo hallado en ¢’) y volver
al punto b).

‘) Si la eleccién requerida en ) no es posible es que el es-
(uema ya presenta una soluciéon éptima basica.

) Si no existe ningiin elemento positivo como se requicre ern

¢’) el programa minimizante no cstd acotado supcriormente,

no tiene solucion dptima.

N
o
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th los programas lineales duales que confrontan a los dos
on del juego cuya matriz de pagos es

[

Tlustramos estas reglas aplicindolas al programa en filas
quema (13). Puesto que (13) es admisible por filas, buscamoy
mento negativo en la fila distinguida; el unico es — 2. Puesto
dos clementos de esta columna no son positivos calculamos |
cientes —3/1 y —8&/2. El mayor de estos cocientes es
tiene a 1 por denominador. Pivotamos por tanto sobre ecste el
y obtenemos

J (1), X)) ¢ (v y) las estrategias mixtas de los jugadores de filas
wolumnas respectivamente. Obsérvese que el esquema no es ad-
lo por columnas, pero al ser admisible por filas podemos aplicar
(oo del simplex de filas. Siendo —4 el tnico elemento nega-
on ln fila distinguida calculamos —5/7 y —1/1. Y puesto que
'y 1/1, el pivote deseado es 7. Ulilizando dicho numero como
e oblenemos el siguiente esquema:

1 | 1 211 = o(min)
e e e Y2 1 1
=x, =x, =u(mix) = —
. 3 ) x| =177 17| =5 |=-» isg
La cleccion del pivote ha dado otro esquema admisible por filuy j 20, o s 1| iy v oty 53 4
valor de la funcién objetivo menor que antes, v = 11. Puesto ¢ 12,34 x4 177 -1/7 =T \F =Y, E A
exislen ahora elementos negativos en la fila distinguida, la regla ¢ P P
dice que la solucion 6ptima ha sido alcanzada, cs decir, y, = ¥ 1 | | = v (min)
ya=2, yu=3yv=1L EREN L
Existen aqui dos hechos dignos de mencién. El esquema (34) X2 =x; = u(mix)

da las soluciones optimas de ambos programas simultdneamente,
mis, el minimo de v iguala al maximo de w. Ambas cosas son ¢
cuencia de las reglas ) y ¢') de los dos métodos simplex.

Mis adelante, en el capitulo X, justificarcmos las reglas estal
das tanto en ¢l método simplex de filas como de columnas. Sin
bargo, por el momenlo, volvemos al esquema construido para
sentar los objetivos opuestos de los jugadores del juego mal
considerado en la seccion 1. Cara a Ja interpretacion de estos
gramas duales segun la teoria de juegos, los dos hechos que h
mencionado en ¢l pardgrafo anterior ya no noes parecerdn s
dentes.

El esquema que construimos (repetido a continuacion)

s acuerdo con las reglas €) y ¢) este esquema da ahora las so-
« Optimas basicas de ambos programas lineales y max u =
Win v = 1/7. Por tanto (X, Xs, X, X:) = (4/7, 3/7, 0, 0), u = 1/7
sulucion del programa en columnas e (., Yz, ¥s ¥4) = (0,0, 5/7,2/7),
© 1/7 es solucién del programa en filas.
Nl todo ha ido bien, ello nos indica que la estrategia Optima del
dor de filas es (4/7, 3/7) y la cota inferior de sus ganancias espe-
lis s « = 1/7, mientras que la estrategia Optima del jugador de
simnas es (5/7, 2/7) y la cota superior de sus pérdidas esperadas
v 1/7. Por tanto el valor de este juego es 1/7. Se comprucba
Hllmente del modo usual.

> | &/ i |

V2 ST 2T | perdidas
e] i Bl Bl de B
| (y, =0, — - -
x50 0 i =1 47 Al | 1 =2 17
1 1 37 All 7

i e T |
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Existen otros métodos, ademas del SIMPLEX: e.g. Puntos Interiores (IP)
Frisch (1955) no publicado

Fiacco and MacCormak (1968) era para NLP; no servia para LP
Kachiyan (1979) andaba pero que Simplex

Karmarkar (1984) finalmente anda mejor (a veces)

Meggido (1989) Logarithmic-barrier Method anduco mejor que los primeros IP




