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9. Guia 9
9.1. A\

9.2. ® [ver teorema de factorizacidn para suficiencia] Sea X™ una muestra
aleatoria de tamano n de una distribucién con densidad

fo(z) = e == D1{z > 6}.

Verificar que 7' = min(X3, ..., X,,) es un estadistico suficiente para 6.

9.3. /\

9.4. ® [ver definicion de familia exponencial] Mostrar que las siguientes fami-
lias de distribuciones son familias exponenciales a 1 pardmetro: (a) Bernoulli(p);
(b) Pascal(4,p); (c) Poisson(u); (d) Exponencial(X).

9.5. Una moneda tiene una probabilidad de cara p, p € {2/5,4/5}. En 10 lanza-
mientos de la moneda se observaron exactamente 3 caras. Estimar por maxima,
verosimilitud la probabilidad de que en otros tres lanzamientos se observe exac-
tamente una cara.

9.6. La cantidad de accidentes de transito por semana en la interseccién de
Paseo Colén y Estados Unidos tiene una distribucion de Poisson de media [.

Hallar el estimador de méxima verosimilitud de [ basado en una muestra aleato-
ria de la cantidad de accidentes durante n semanas. Mostrar que se trata de un
estimador insesgado para [ y hallar la expresion de su error cuadratico medio.

En una muestra de 100 semanas se observaron las frecuencias:

Cantidad de accidentes‘ 0 ‘ 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘5
Frecuencia ‘ 10 ‘ 29 ‘ 25 ‘ 17 ‘ 13 ‘ 6

En virtud de la informacién muestral calcular el estimador de maxima verosi-
militud de [ y estimar la probabilidad de que en la semana del 24 de diciembre
de 2017 no ocurra ningtin accidente en la mencionada esquina.

9.7. @ Sea X' (") yuna muestra aleatoria de tamafio n de la distribucién uniforme
sobre el intervalo [0, 6].

(a) Hallar un estadistico suficiente para 6 basado en X ™.

(b) Hallar el estimador de méxima verosimilitud de # basado en X ™.

(c) ® Sea 0, el estimador de méxima verosimilitud de # hallado en el inciso

_n_

_ nf?
n+1 T (n+1)2(n+2)
que #,, converge en media cuadratica a 6 cuando n — oc.

anterior. Mostrar que Eg[0,,] = 0y varg(6,,) para concluir



9.8. El tamafio, X (en GB), de ciertos archivos es una variable aleatoria
cuya densidad es

fo(z) =3Pz *1{x >0}, 6>0.

(a) Hallar el estimador de méxima verosimilitud de 6 basado en una muestra
aleatoria de los tamanos de n archivos.

(b) ® Hallar expresiones para la esperanza y la varianza del estimador de
maxima verosimilitud de 6.

(c) ® Mostrar que el estimador de méxima verosimilitud de € converge en
media cuadratica al verdadero valor de 6.

9.9. @ La duracién, X, en anos de ciertos discos rigidos tiene la distribucion
Pareto con densidad

fo(x) = 02OtV {z > 1}, 6> 1.

(a) ® [factorizacion para suficiencia) Usar el criterio de factorizacion de Neyman-
Fisher para hallar un estadistico suficiente para 6, basado en una muestra
aleatoria de la duracién de n discos.

(b) ® [familia exponencial] Mostrar que las distribuciones fy, 6 > 1, pertene-
cen a una familia exponencial y usar esa propiedad para hallar un estadistico
suficiente para 6. ;Cul es su distribucién? :notar que log X ~Exponencial(0).

(c) Hallar el estimador de mdxima verosimilitud de 6 basado en una muestra
aleatoria de la duracién de n discos rigidos. Mostrar que se trata de un
estimador asintéticamente insesgado y cuya varianza tiende a 0 cuando n —
00.

(d) ® [distribucion asintdtica de estadisticos mdximo verosimil, nimero de
informacion de Fisher] Hallar la distribucién asintética del estimador de
méxima verosimilitud de 6. : es facil ver que I(0) = 2.

9.10. [ver definicion de funcion de intensidad de fallas] La duracién en anos
de cierto tipo de dispositivos es una variable aleatoria X con funcién intensidad
de fallas \(x) = 30=32%1{z > 0}.

(a) ® [factorizacion para suficiencia] Hallar un estadistico suficiente para 6
basado en una muestra aleatoria de la duracién de n dispositivos.

(b) Hallar el estimador de méxima verosimilitud de 6 basado en una muestra
aleatoria de la duracién de n dispositivos.



(c) ® [simulacion] Usando los nimeros aleatorios
0.186, 0.178, 0.488, 0.255, 0.392, 0.234, 0.597, 0.205, 0.611, 0.651.

simular 10 valores de X cuando # = 1 y en base a esa informacién muestral
calcular el estimador de maxima verosimilitud de 6.

(d) Se pusieron a prueba 10 de esas mdquinas y se obtuvieron los siguientes
tiempos:

2.00, 5.48, 2.43, 1.90, 5.85, 1.58, 2.30, 2.87, 3.62, 2.71.

Basandose en la informacién muestral calcular el estimador de maxima ve-
rosimilitud de la probabilidad de que una maquina del mismo tipo funcione
sin fallas més de dos anos y medio.

5 A partir de la definicién de funcién intensidad de fallas, se llega a la funcién
de densidad fp(z) = (3/6)(x/0)? exp(—(x/0)3)1 {x > 0}. Puede verificar el esti-
mador que obtenga en (b) buscando los estimadores de una distribucién Weibull
en bibliografia.

9.11. En una mesa electoral votaron 129 ciudadanos. Se extrajeron (sin reposi-
cién) 7 sobres al azar de la urna, se examinaron y resulté que el candidato verde
obtuvo exactamente 3 votos. Estimar por maxima verosimilitud la cantidad de
votos por el candidato verde que habia en la urna.

9.12. ® [familia exponencial, suficiencia] Mostrar que la familia de distribu-
ciones I'(v, \) es una familia exponencial a 2 pardmetros. Hallar un estadistico
suficiente para (v, A) basado en una muestra aleatoria de tamafio n

9.13. ® [familia exponencial, suficiencia)

(a) Mostrar que la familia de distribuciones A (i, 0?) puede expresarse en la

forma 5
_ 1 [ K L
fQ(ZZ:) - \/%O' exp < 20_2) exp (0_2'1: 20_2'1: )

donde 0 = (p, 0%).

(b) Sea X1,..., X, una muestra aleatoria de tamaifio n de la distribucién ' (u, o2).
Hallar la expresion de la densidad conjunta y mostrar que T = (ZLI X, >, X 22)
es un estadistico suficiente para 6.

(¢) Sea X = L3°"  X;. Mostrar que Y7 (X; — X)? = 3" X2 —nX?y
deducir que 7" = (X, 5?), donde

1

52 = n— 1 Z(Xz _X)27
i=1

es un estadistico suficiente para 6.



(d) Hallar el estimador de méxima verosimilitud para 6 basado en la muestra
aleatoria Xq,..., X,.

9.14. @ ® [familia exponencial] Se arroja un dado piramidal n veces. El
dado tiene las caras numeradas 1,2,3,4 y estdn cargadas con probabilidades
P1, P2, P3, P4, Tespectivamente. Sean X, X9, X3, X4 la cantidad de lanzamientos
en los que el dado cae en la cara 1, 2, 3, 4, respectivamente. Mostrar que la distri-
bucién de (X7, Xo, X3, X4) pertenece a una familia exponencial a 3 pardmetros.

9.15. Al finalizar el primer semestre de gobierno se realizé una encuesta entre
1200 ciudadanos, 414 de los cuales declararon ser oficialistas, 196 declararon no
ser ni oficialistas ni opositores y el resto declaré ser opositor. En base a esa
informacién muestral estimar por méxima verosimilitud (p;, p2), donde p; es la
probabilidad de que un ciudadano elegido al azar sea oficialista y po la de que
sea opositor.




10. Guia 10

10.1. @ Las politicas de fomento del empleo estdn determinadas por la tasa
de desocupacién y tienen por objetivo mantenerla por debajo de un nivel que
se considera aceptable, por ejemplo un 4 %. Si se quiere disefiar un test acorde
con esa situacion,

(a) jcudl debe ser la hipétesis nula y cudl la alternativa?;
(b) ¢{qué significan los errores de tipo I y los errores de tipo II?;

(¢) iqué valores considera apropiados para el nivel de significacién del test?

10.2. Una urna contiene cuatro bolas: 6 rojas y 4 — 6 verdes. Para testear
Hy : 0 = 2 contra Hy : 0 # 2 se realizaran dos extracciones de una bola con
reposicion y se rechazard Hy si las dos bolas son del mismo color, de lo contrario
no se la rechazara,

(a) Calcular el nivel de significacién del test.

(b) Calcular la probabilidad de cometer errores de tipo II para todas las situa-
ciones posibles. ;Cudl es la méxima probabilidad de cometer un error de
tipo II7?

(c) Tabular y graficar la funcién de potencia del test.

(d) Repetir los incisos anteriores en el caso de que las dos bolas se hubiesen
extraido sin reposicién.

10.3. ® [conceptual] Se observard un unico valor de una variable aleatoria X
cuya funcién de probabilidad p(z) puede ser po(x) o p1(x), donde po(x) y p1(x)
estan definidas en la siguiente tabla:

T 0 1 2 3 4 )
po(x) || 0.02 | 0.03 | 0.05 | 0.05 | 0.35 | 0.50
pi(x) || 0.04 | 0.05 | 0.08 | 0.12 | 0.41 | 0.30

(a) Hallar todos los test de nivel « = 0.05 de la hipétesis Hy : p(x) = po(x)
contra Hy : p(x) = p1(x).

(b) Calcular 8 para cada uno de los test hallados en (a). ;Cuédl es el mejor test
de todos?

10.4. La porota vende dos variedades de soja. El rinde (en toneladas) por
hectarea de la variedad 1 es una variable aleatoria con distribuciéon normal de
media 6.2 y desvio 0.45, y el de la variedad 2 es una variable aleatoria con
distribucién normal de media 7.0 (mayor que las de variedad 1) y desvio 0.45.
Vivaldo compré semillas de la variedad 2 y antes de seguir comprando, quiere
asegurarse de que las semillas que le enviaron son de la variedad 2.



(a) Disefiar un test de hipétesis que le garantice a Vivaldo que la probabilidad
de seguir comprando semillas a La porota cuando le hayan enviado de la
variedad 1 sea 0.05.

(b) Calcular 8 para u = 7.0.
(c) ;Cuéntas hectdreas deben cultivarse para que §(7.0) < 0.17

(d) Vivaldo cultivé 10 hectdreas con la semillas que le enviaron y obtuvo los
siguientes rindes:

7.36, 7.62, 7.02, 6.99, 6.66, 6.74, 6.25, 6.41, 6.91, 7.11.

Basandose en esa informacién: calcular el p-valor del test, y determinar qué
debe hacerse.

10.5. Un productor afirma que la media del voltaje de ruptura de ciertos capa-
citores es mayor que 200. El voltaje de ruptura de dichos capacitores obedece
a una distribucién normal de varianza 25. Usando una muestra aleatoria de ta-
mano 10 disenar un test de hipdtesis de nivel de significacion o = 0.05 para
decidir si la afirmacién del productor es verdadera y calcular la probabilidad
de decidir erréneamente cuando el verdadero valor de la media del voltaje de
ruptura es 210.

10.6. Una méaquina produce varillas cuya longitud (en cm) es una variable alea-
toria con distribucién normal de varianza 25. Se examina una muestra aleatoria
de 36 varillas producidas por esa méaquina y se registra una longitud promedio
de 51.74 cm. Con un nivel de significacién de 0.05, ;se puede garantizar que la
longitud media de las varillas producidas por esa maquina supera los 50 cm?
Hallar el p-valor.

10.7. En 1761 James Short midié 53 veces la paralaje solar. El promedio de las
mediciones resulto ser 8.616 segundos de grado. Suponiendo que la distribucion
de las mediciones es una normal de media p y desvio o = 0.75, decidir a un nivel
de significacién o = 0.05 si hay suficiente evidencia para rechazar la hipdtesis
© = 8.789. Hallar el p-valor.

10.8. @Para ir de su casa al trabajo, Aparicio va por un camino por el que
tarda, en media, 40 minutos en llegar. Juan le sugiere otro camino para reducir
ese tiempo. Aparicio lo probé 10 veces y tardé en llegar los siguientes tiempos:

41.1, 42.2, 40.5, 39.9, 40.3, 36.6, 39.3, 42.5, 37.8, 40.5.

Suponiendo que los tiempos de viaje obedecen a una distribucién normal, jse
puede asegurar, con un nivel de significacién de 0.1, que el camino sugerido por
Juan es més rapido?




10.9. En la Burbuja feliz se acaba de instalar una méquina para llenar sifones
de soda. La maquina es eficaz cuando el desvio estandar de la cantidad de soda
en los sifones no supera 25 mililitros. En una muestra de 10 sifones se observaron
las siguientes cantidades (en litros) de soda:

1.029, 0.943, 1.071, 0.986, 0.962, 0.995, 0.991, 1.002, 1.003, 0.978.

Suponiendo que la cantidad de soda en los sifones obedece a una distribucién
normal. jse puede asegurar, con un nivel de significacién de 0.05, que la maquina
no es eficaz?

10.10. Las cajas de leche en polvo de la marca Spiky Milk anuncian un peso
neto de un kilo. El peso neto de las cajas (en kilos) W es una variable aleatoria
con distribucién normal. En una muestra aleatoria de 75 cajas se observd que
221 w; =744y Zzl w? = 73.81. Diseflar tests para:

7

(a) Asegurarse que el peso medio es menor a 1

(b) Asegurarse que el desvio del peso es menor a 0.14

10.11. A\

10.12. Los siguientes datos son las duraciones (en horas) de una muestra
de 6 lamparas: 61, 1905, 1076, 623, 33, 167. Suponiendo que los datos obedecen
a una distribucién exponencial de intensidad A determinar si ellos permiten con
un nivel de significacién o = 0.05 refutar la hipétesis de que A < 0.0005. Hallar
el p-valor.

10.13. A

10.14. Basandose en una muestra aleatoria de una poblacién con distribu-
ci6n uniforme sobre el intervalo [0, 6], § > 0, disefiar un test de hipdtesis para
Hy : 8 < 1 cuyo nivel de significacion sea o = 0.05 y tal que el valor de la
funcién de potencia en 6 = 1.1 sea 0.9.

10.15. La longitud en metros de cada rollo de alambre en un lote es una variable
aleatoria con distribucién uniforme sobre el intervalo [15, 154 6]. Se examinaron
4 rollos y la maxima longitud observada resulto ser 25 metros. En base a la
informacién muestral, y con nivel de significacién de 0.01 jse puede afirmar, que
la longitud media de los rollos del lote es menor que 20 metros?

10.16. g% ® Sea X una variable aleatoria cuya funcién de densidad es

32

folw) =z H{o<z <0}, >0



Disenar un test de hipétesis de nivel 0.1 para testear la hipétesis de que la media
de X es mayor que 1.2 basado en una muestra de X de tamano 1. Graficar la
funcién de potencia del test. > : Usar pivote Q = méx(X)/60

10.17. En una eleccién se presentaran dos candidatos: el amarillo y el azul.
Basandose en los resultados de una encuesta que se realizard sobre un conjunto
de 100 ciudadanos a los que se les preguntara a cudl de los dos votara, disenar
un test de hipdtesis para verificar si la intencién de votos por el candidato azul
supera el 35 %, con un nivel de significacién asintético del 5 %.

10.18. ® [Maronna pp. 143-144] Una de las més celebres “Leyes de Murphy”

establece que “si se deja caer al suelo una tostada untada con dulce, la proba-

bilidad de que caiga del lado del dulce es mayor que la de que caiga del lado del
pan’.

(a) Para verificarla, se realizé un experimento en la University of Southwestern
Louisana, en el que se dejaron caer 1000 tostadas untadas con mermelada
de grosellas, de las cuales cayeron 540 del lado del dulce. ;Qué conclusién
puede sacar?

(b) El comité de investigaciones de la University of Southwestern Louisana de-
creta que, para que el experimento sea considerado concluyente, debera
cumplir con (i) si la Ley de Murphy es falsa, la probabilidad de que el test
la confirme debe ser < 0.01; (ii) si la Ley es cierta, y la probabilidad de caer
del lado del dulce es > 0.6, entonces la probabilidad de confirmarla debe
ser > 0.95. ;Cuantas tostadas hay que arrojar para que se cumplan estas
condiciones?

10.19. Un fabricante asegura que produce con una calidad del 5% de articulos
defectuosos. Un comprador de grandes cantidades de esos articulos observa una
muestra de 100 articulos y descubre 10 defectuosos. Realizar un test de hipdtesis
para determinar con un nivel de significacién asintético de 0.05 si existen motivos
para dudar de la afirmacién del fabricante.

10.20. @ ® En una urna hay n bolas negras. Eusebio afirma que n > 24.
Se agregan 10 bolas rojas. Luego se realizan 100 extracciones de una bola con
reposicion y se observan 28 rojas. Se puede rechazar la afirmacion de Eusebio
con nivel de significacién asintético oo = 0.17




10.21. Una fuente radiactiva emite particulas alfa de acuerdo con un proceso
de Poisson de intensidad A\ por segundo. Se la observo durante 3 horas y se
registraron 5029 emisiones. ; Al 0.01 de significacién asintdtica, se puede rechazar
la hipétesis A = 0.57 Hallar el p-valor aproximado.

10.22. La cantidad de accidentes de transito por semana en la intersecciéon de
Paseo Colén y Estados Unidos obedece a una distribucién de Poisson. En una
muestra de 80 semanas se observaron las frecuencias:

Cantidad de accidentes ‘ 0 ‘ 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4
Frecuencia ‘ 28 ‘ 25 ‘ 20 ‘ 512

Al 5% de significacién asintética, se puede afirmar que la media de la cantidad
de accidentes por semana en la intersecciéon de Paseo Colén y Estados Unidos
es menor que 27 Hallar el p-valor aproximado.
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11. Guia 11

11.1. Un emisor transmite una senal de valor p. El canal de comunicacion
corrompe la transmisiéon con un ruido normal aditivo N ~ A/(0,1). El receptor
recibe una senal de valor X = p+ N. El emisor transmitié 9 veces la senal y el
receptor recibio los siguientes valores:

8.016,8.488, 7.395, 9.011, 7.532, 7.841, 8.651, 6.917, 8.490.

En base a esa informacion muestral construir un intervalo de confianza de nivel
0.95 para el valor de la senal transmitida.

11.2. Un emisor transmite una senal de valor p. El canal de comunicacién
corrompe la transmisién con un ruido normal aditivo N ~ N(0, 02), donde 02 =
1/100. El receptor recibe una sefial de valor X = u + N. Para que el receptor
pueda decodificar la sefial con cierta precisién el emisor repite la transmision n
veces. El receptor decodifica la sefial promediando los valores recibidos. Hallar el
minimo valor de n tal que, con un nivel de confianza de 0.99, el receptor pueda
decodificar la senial con un error < 0.01.

11.3. Para calcular la distancia entre la Tierra y el Sol, James Short realiz en
1761 varias mediciones de la paralaje solar (dngulo bajo el que se ve el radio
ecuatorial de la tierra desde el centro del sol). Los datos siguientes son algunas
de las mediciones, en segundos de grado, obtenidas por Short

9.11, 8.66, 8.34, 8.60, 7.99, 8.58, 8.34, 7.33, 8.64, 9.27, 9.06, 9.25.

Suponiendo que las mediciones tienen distribucién normal A (u, 0?), usar esas
observaciones muestrales para construir un intervalo de confianza de nivel 0.95

para fi.

11.4. El voltaje de ruptura de ciertos capacitores obedece a una distribucion
normal. Se pusieron a prueba 10 capacitores y se obtuvieron los voltajes de
ruptura

196.73, 204.37, 201.57, 197.58, 205.89, 199.03, 201.75, 206.53, 199.31, 202.27.

En base a la informacién muestral construir una cota inferior de confianza de
nivel 0.95 para la media del voltaje de ruptura de dichos capacitores.

11.5. Sea T una variable aleatoria con distribuciéon exponencial de intensidad
A. Hallar un intervalo de confianza de nivel 0.90 para A suponiendo que

(a) en una muestra aleatoria de tamano 10 se observé que 2321 t; = 29.51,

(b) en una muestra aleatoria de tamano 100 se observé que Zzli? t; =223.21.

11



11.6. Clientes arriban a un banco de acuerdo con proceso de Poisson de inten-
sidad A\ por minuto. El banco abre sus puertas a las 10:00; los primeros clientes
arribaron a las 10:01, 10:03, 10:11, 10:12, 10:13, 10:16. En base a estos datos
construir una cota inferior de confianza de nivel 0.9 para la intensidad .

11.7. 2\

11.8. ® La longitud en metros de cada rollo de tela en un lote es una variable
aleatoria con distribucién uniforme sobre el intervalo [15, 154 6]. Se examinaron
4 rollos y la méxima longitud observada resulté ser 25 metros. En base a la
informacién muestral construir una cota superior de confianza de nivel 0.99
para 6.

11.9. 2\

11.10. Se recibe un lote de articulos provenientes de un fabricante que
asegura que el porcentaje de articulos defectuosos es como méximo 2%. Al
observar una muestra de 200 articulos se descubren 11 defectuosos.

(a) Construir un intervalo de confianza de nivel asintético 0.9 para la proporcién
de articulos defectuosos.

(b) Hallar una cota inferior de nivel asintético 0.95 para la proporcién de articu-
los defectuosos y en base a ese resultado evaluar la afirmacién del fabricante.

11.11. A\

11.12. En una eleccién se presentaran dos candidatos: el amarillo y el azul.
Se realiz6 una encuesta a 100 ciudadanos y exactamente 44 respondieron que
votaran al candidato azul. Usando esa informacion construir una cota inferior
de confianza de nivel asintético 0.95 para la proporcién de votantes a favor del
candidato azul.

11.13. Una fuente de polonio emite particulas alfa de acuerdo con un proceso
de Poisson de intensidad A\ por segundo. Se la observé durante 4 horas y se
registraron 11150 emisiones. En base a esta informacién muestral construir un
intervalo de confianza de nivel asintético 0.99 para la intensidad del proceso.

11.14. Los terremotos ocurren en una regién con riesgo sismico de acuerdo
con un proceso de Poisson de intensidad A por ano. En los tltimos 200 anos se
registraron 7 terremotos en esa regiéon. En base a esa informacion, hallar una
cota inferior de confianza de nivel asintotico 0.95 para A .

11.15. Una sustancia radiactiva emite particulas alfa de acuerdo con un
proceso de Poisson de intensidad A por segundo.
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Se la observé durante 10 segundos y se registraron 4 emisiones. En base a esta
informacién muestral construir un intervalo de confianza de nivel asintético 0.95
para A.

Se volvié a observar la misma sustancia radiactiva hasta que emiti6 la cuarta

particula alfa, lo que sucedié a los 10 segundos. En base a esta informacion
muestral construir un intervalo de confianza de nivel asintético 0.95 para A.

12. Guia 12

Figura 1: Inferencia bayesiana is coming
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