Medicion e
Incertidumbre

2—1 NATURALEZA BASICA DEL PROCESO DE MEDICION

La medicion es el proceso de cuantificar nuestra experiencia del mundo exte-
rior. El cientifico escocés del siglo X1x, Lord Kelvin, dijo alguna vez: ‘‘Cuando
uno puede medir aquello de lo que esta hablando y expresarlo en nimeros, sa-
be algo acerca de ello; pero cuando no puede medirlo, cuando no puede expre-
sarlo en nimeros, su conocimiento es escaso e insatisfactorio: podra ser un
principio de conocimiento, pero escasamente ha avanzado su conocimiento a
la etapa de una ciencia’’. Aunque ésta pueda parecer una afirmacién un poco
exagerada, sigue siendo cierto que las mediciones constituyen uno de los ingre-
dientes basicos de la experimentacion. No alcanzaremos un nivel satisfactorio
de competencia en la experimentacion sin un conocimiento de la naturaleza de
la medicion y lo que significa el enunciado de las mediciones.

Es obvio que el proceso de cuantificacion casi invariablemente trae consigo
la comparacion con alguna cantidad de referencia ({cuantos pasos mide de largo
el patio?). De igual manera, es obvio que el buen orden en la sociedad requiere
de un acuerdo extendido sobre la eleccion de cantidades de referencia. El proble-
ma de esos patrones de medicidn, definidos por la legislacion y sujetos a conven-
ciones internacionales, es amplio e importante. Nadie que esté interesado seria-
mente en la medicion puede ignorar el problema de definir y realizar patrones en
su area de trabajo. Sin embargo, €Xponer aqui ese importante tema nos distrae-
ria de nuestra preocupacion principal, que es el proceso de medicion., Por lo tan-
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to, dejaremos el tema de los patrones sin ninguna otra mencion posterior, excep-
to para hacer referencia a los textos que se indican en la bibliografia, y abordare-
mos el estudio del proceso mismo de medicion.

Empecemos en el nivel mas basico con una medicion aparentemente sen-
cilla: tratemos de averiguar de qué tipo de proceso se trata y qué tipo de afir-
macion se puede hacer. Si le doy a alguien el cuaderno en el que escribo esto y
le pido que mida su longitud con una regla, la respuesta es invariable: la longi-
tud del cuaderno es de 29.5 cm. Pero esa respuesta nos debe hacer pensar; ¢en
realidad se nos pide que creamos que la longitud del cuaderno es de exacta-
mente 29.50000000. . . . . .. cm? Seguro que no; es claro que esa afirmacion
esta fuera de los limites de la credibilidad. Entonces, ¢cOmo vamos a interpre-
tar el resultado? Un momento de reflexion en presencia del cuaderno y de una
regla nos hara darnos cuenta de que, lejos de determinar el valor “‘correcto™ o
‘““exacto’’, lo Ginico que podemos hacer en forma realista es acercarnos al bor-
de del cuaderno sobre la escala, diciéndonos conforme avanzamos: ‘‘;Puedo
asegurar que el resultado es menos de 30 cm?, ;menos de 29.9 cm?, ;menos de
29.8 cm?”’. La respuesta a cada una de estas preguntas indudablemente sera
“‘Si’’. Pero conforme avancemos sobre la escala, llegaremos a un punto en el
cual ya no podremos dar con confianza la misma respuesta. En ese punto de-
bemos detenernos, y de ese modo identificamos un extremo del intervalo que
se convertira en nuestro valor medido. De manera semejante podriamos acer-
carnos al borde del cuaderno por abajo, preguntandonos a cada paso: “‘¢Estoy
seguro de que el resultado es mayor de 29.0 cm? ;29.1 cm?”’, y asi sucesiva-
mente. Una vez mas debemos de llegar a un valor en el cual nos tendremos que
detener, porque ya no podremos decir con seguridad que el resultado es ma-
yor. Mediante la combinacion de esos dos procesos identificamos un intervalo
sobre la escala. Ese es €l intervalo mas pequefio que, hasta donde podemos es-
tar seguros, contiene el valor deseado; sin embargo, no sabemos en qué punto
del intervalo esta ese valor. Esta es la Gnica consecuencia realista del proceso
de medicion. No podemos esperar resultados exactos y tendremos que conten-
tarnos con medidas que toman la forma de intervalos. Este ejemplo no so6lo
ilustra la naturaleza esencial del proceso de medicion sino que también nos
proporciona una guia para hacer las mediciones mismas. El proceso de aproxi-
marse al valor que buscamos acotandolo por ambos lados nos recuerda la ne-
cesidad de dar el resultado como un intervalo, y también hace mas facil identi-

ficar los extremos del mismo.

Lo que resulta al final de nuestra discusion es muy importante. Cuando
hagamos mediciones e informemos de sus resultados debemos tener siempre en
cuenta este punto clave y fundamental: las medidas no son simples numeros
exactos, sino que consisten en intervalos, dentro de los cuales tenemos con-
fianza de que se encuentra el valor esperado. El acto de la medicion requiere
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10
mos tanto la localizacion como c‘l anch‘o de es'e intervalo, y |o ha.
do con cuidado la percepcion visual L'Elfia vc;.f que hacemos ung
" medicion. No existen reglas para determinar CI\:;'“‘]']'CIHOE(:?! ll'llgl‘valo,‘p-(')rquf,
" dependera de muchos factores del proceso d‘f I ]ti]'O‘I'L é‘;o,l ¢ rf]ed“ﬁloﬂ, la
ficura de la escala, nuestra agudeza visual, las condiciones de lluminacién, (.
das tomaran parte en determinar la anchL}r{d del intervalo de medicion. E| ap.
cho, por lo tanto, debe determinarse explicitamente cada vez que se haga upgy
" medicion. Por ejemplo, es un error comun creer que, cuando se haceluna me-
" dicion usando una escala graduada, el ‘‘error de lectura’ es automaticamente
la mitad de la division de la escala mas pequena. Esta es una simplificacion ex-
cesiva y erronea de la situacion. Una escala con divisiones muy finas que se use
. para medir un objeto con bordes mal definidos puede dar un intervalo de me-
dicion mas grande que varias de las divisiones mas pequenas; por otra parte,
un objeto bien definido con buenas condiciones visuales puede permitir la
identificacion de un intervalo de medicion mucho menor que la division mas

_ pequena de la escala. Cada situacion debe evaluarse en forma individual.

que determine

>—2 PRESENTACION DIGITAL Y REDONDEO

Hay otros aspectos que también pueden confundir el problema. Considere,
por ejemplo, un instrumento que da una lectura digital. Si un voltimetro digi-
tal indica que cierta diferencia de potencial es de 15.4 V, ;quiere eso decir que
el valor es exactamente de 15.40000. . .? Por supuesto que no, pero, ;que sig-
nifica? Eso depende de las circunstancias. Si el instrumento se fabrica de ma-
nera que lea 15.4 V porque el valor real es mas cercano a 15.4 de loquees 15.3
o 15.5, entonces lo que significa es: esta lectura esta entre 15.35 y 15.45. Por
otra parte, se puede hacer un reloj digital de manera que cambie su inéiice;cién
de 09.00 a 09.01 exactamente a las 9.0]. Entonces, si vemos que marca |

09.00, sabemos que la hora esta entre las 9.00 ylas 9.01; ésta es una inte:r;(;;:etzf

¢ion un poco diferente de la que es adecuada para el voltimetro digital, De nue
vo, cada situacion debe juzgarse por si misma. -

Estos dos ejemplos de representacion di
neral: la inexactitud inherente al proceso de ¢

Ja una inexactitud de la capacidad limitada para hacer mediciones, el simple
3

v ‘lel l a puede Onte i i 1

gital ilustran un concepto mas ge-
‘
redondear’’. Aun cuando no sur-

T = 314

Todos sabem
s O$ que no es asi, por
& e S asl, que podem .
las cifras siguientes: 3.14159 . P 08 recordar, al menos, algunas de

» entonces, ;qué queremos decir cuando cita-
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mos T como 3.14? Sélo puede significar que = tiene un valor mas cercano a
3.14 de lo que es a 3.13 o 3.15. Por lo tanto, nuestra afirmacion es que 7 esta
entre 3.135 y 3.145. Este margen de posibilidad representa lo que algunas veces
se conoce como “‘el error de redondeo’’. Esos errores pueden ser pequenos ¢
irrelevantes, o pueden volverse significativos. Por ejemplo, en un calculo lar-
go, hay la posibilidad de que los errores de redondeo se acumulen, y resulta
mas sensato, especialmente en esta época de gran disponibilidad de calculado-
ras, llevar el calculo con mas cifras de las que se podria pensar que son necesa-
rias. Un error semejante de redondeo puede aparecer en enunciados sobre me-
diciones. Algunas veces oimos decir que alguien ha realizado una medicion en
una escala que “‘se aproximo al milimetro’’, o alguna otra frase parecida. Esa
no es una manera correcta de citar una medida, ya que hace confuso el valor
real del intervalo de la misma. Sin embargo, nos encontramos con tales afir-
maciones y, si nos vemos obligados a tratar con medidas representadas en esa
forma, s6lo podemos suponer que la division de la escala que se cita representa
algtin tipo de valor minimo del tamaiio del intervalo de medicion.

2—3 INCERTIDUMBRE ABSOLUTA Y RELATIVA

Cualquiera que sea el medio por el que hayamos hecho una medicion, el resulta-
do final deber4 ser un intervalo que representa, hasta donde nuestra capacidad
lo garantice, los limites dentro de los que se encuentra el valor deseado. En el
ejemplo que usamos al principio, el experimentador iunicamente puede ser capaz
de afirmar con seguridad que la longitud del cuaderno esta entre 29.4 y 29.6 cm.
Aunque el unico resultado significativo de un proceso de medicidn consiste en
un intervalo o segmento como ése, con frecuencia es deseable, para propositos
de descripcion o de calculo posterior, enunciar de otra forma el valor citado. To-
mamos el intervalo de 29.4 a 29.6 y lo renombramos 29.5 * 0.1 cm. Aunque ob-
viamente no es mas que una expresion del intervalo original con el nombre cam-
biado, esa nueva forma tiene ciertas ventajas. Nos da un valor central, de 29.5,
que podemos utilizar en calculos posteriores. También nos da otro valor, * 0.1,
que se conoce como ‘‘la incertidumbre’’ de la medida, con el que podemos juz-
gar la calidad del proceso de medicion y puede usarse en calculos separados de
incertidumbres. Una desventaja de esta forma de expresarlo es que se podria
citar unicamente el valor central de 29.5. A menos que recordemos claramente
que sélo la cantidad completa (29.5 * 0.1) sirve como una expresion correcta
del resultado, y podemos ser desordenados al hacer mediciones o reportes sobre
ellas, olvidando la presencia esencial de la incertidumbre. Todos deberiamos
convertir en una practica invariable asociar un valor de incertidumbre con una
lt?ctura, tanto al momento de hacer la medicion como después de este proceso,
siempre que se cite su valor o se utilice para calculos posteriores.
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Como la cifra de £ 0.1 cm representa la magn;lud 0161 Intervalo ep g,
la lectura de 29.5 es incierta, a menudo se le .l ama la .mciem’dumbre
absoluta’ de la medida, y usaremos C(?n con31stenc1-a es:[a tn?rm}fl}o ()-gla‘ Ade.
mas, otros aspectos pronto se vuelven 1mpf)rtantes. (,C_uan signi 1cau\cfia es
incertidumbre de X 0.1 cm? Cuando medlmf)s. la longltqd de un cua erf‘n:),.@S
significativa hasta cierto punto. Si estamos midiendo la distancia entre dos ciu.
dades, una incertidumbre de * 0.1 cm es probable que s:ea completamen.te in-
significante. Por otra parte, si estamos midiendo el tamafio de: una bactepa mi-
croscopica, una incertidumbre de * 0.1 cm haria que la medlcwn. carecu;ra de
sentido. Por esta razon, con frecuencia es deseable comparar la cifra de incer.
tidumbre con el valor de la medicion misma; haciéndolo asi se puede eval}lar
en forma realista cuan significativa es la incertidumbre. Definimos la razon:

Ung

. ' b lativa — _incertidumbre absoluta
incertidumbre relativa = valor medido

En el caso de nuestro ejemplo:

incertidumbre relativa = +

01 .
=t 5% = % 0.003

Esta incertidumbre relativa con f
do que, en este caso, la incertidu
nos da un sentido mucho mejor
mamos la ““precision’’
ne las mismas dimens;i
toen 0.1 cm), en tant
tiene dimensiones o u

recuencia se cita como un porcentaje, de mo-
mbre relativa seria de * 0.3%. Esa cantidad
de la calidad de la lectura, y a menudo la lla-
de la medida. Nétese que la incertidumbre absoluta tie-
ones y unidades que la medida basica (29.5 cm es incjer-

0 que la incertidumbre relativa, por ser un cociente, no
nidades, y es un numero puro.

°—4 ERROR SISTEMATICO

1
10
o l + =S0S errores se llaman ‘‘errores

€ 10s cuales una subclase es la de los ““errores de calibracion’
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Como esos errores sistematicos no son visibles de inmediato cuando se hace una
medicion, es necesario estar alerta y recordar en todo momento la posibilidad
de que se presenten. Por ejemplo, los ceros de las escalas deben verificarse auto-
maticamente cada vez que se use un instrumento. Aunque puede ser mas dificil
verificar su calibracion, la exactitud de los medidores eléctricos, cronometros,
termémetros y otros instrumentos no debe darse por buena y debe verificarse
siempre que sea posible. La presencia de una pantalla de lectura digital con visi-
bilidad precisa, con cuatro o cinco cifras supuestamente significativas, tampoco
debe tomarse como prueba de precision y ausencia de error sistematico en un
instrumento. La mayor parte de un lote de cronometros electronicos que adqui-
rimos en nuestro laboratorio para usarlos en la docencia, que supuestamente po-
dian medir intervalos de tiempo con precision de milisegundos, resulté tener
errores de calibracion hasta de un 14%. No se deje engaiiar; vea todos los instru-
mentos de medicion con desconfianza y verifique su calibracion siempre que sea
posible.

2—5 INCERTIDUMBRE EN CANTIDADES CALCULADAS

En las secciones anteriores nos hemos ocupado soélo del concepto de incerti-
dumbre de una sola medida. Sin embargo, es raro que el proceso se termine
con una sola medicion. Casi invariablemente el resultado que deseamos es una
combinacion de dos o mas cantidades medidas, o es, por lo menos, una fun-
cion calculada a partir de una sola medida. Podemos intentar, por ejemplo,
calcular el area transversal de un cilindro a partir de la medida de su diametro,
o su volumen a partir de medidas tanto del diametro como de la altura. Las di-
ferentes mediciones seran a veces de diferentes tipos, como en el calculo de g a
partir de los valores de la longitud y el periodo de un péndulo. En esos casos,
es obvio que la presencia de incertidumbre en las medidas originales traera
consigo la presencia de una incertidumbre en el valor final calculado, que es la
que ahora tratamos de encontrar. Para los propositos de esta seccion, supon-
dremos que nuestras incertidumbres tienen el caracter de alcances o intervalos
dentro de los que estamos ‘‘casi seguros’’ que se encuentra el valor correcto.
Para los valores, calculados, encontraremos intervalos dentro de los que, de
nuevo, podamos estar ‘‘casi seguros’’ que ahi estan los valores buscados. Eso
significa que tenemos que hacer nuestros calculos para el ‘‘peor caso’’ de com-
binacion de incertidumbres. Esta tal vez sea una suposicion pesimista, pero ve-
remos mas adelante, en el capitulo 3, cobmo las probabilidades asociadas con
varias combinaciones de errores nos permiten hacer una estimacion mas realis-
ta y menos pesimista. Sin embargo, por el momento vamos a suponer que que-
remos calcular, a partir de las incertidumbres de los valores originales, el maxi-
mo margen de posibilidad para el valor calculado.
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o_g INCERTIDUMBRE EN FUNCIONES DE UNA
SOLA VARIABLE

. . + .
Consideremos una cantidad medida x, con und mcerudum-b;cle X 5,;, y conside.
remos un valor calculado z que €s una funcion de la varnable x. Sea:

z = f(x)

Esta funcion nos permite calcular ¢l valor requerido 7o @ PArtir de un valor me-
dido xo. Mas aun, la posibilidad de que x pueda variar de xo — 0xaxy + ox,
implica un intervalo de posibles valores de z de zo — 6za zo + 6z. Ahora quere.
mos calcular el valor de 6z. Esa situacion se ilustra graficamente en la figura
2-1, en la cual, para una f(x) dada, podemos ver como el valor medido x; da
lugar al valor calculado zp, y como el intervalo * éx alrededor de x, pro-
duce un intervalo correspondiente T 6z alrededor de zo.

Antes de considerar los métodos generales de evaluar 6z, es instructivo

ver cOmo se propagan las perturbaciones finitas en funciones sencillas. Consi-
deremos, por ejemplo, la funcion:

z=f(x)

oz

ox

% x

Figura 2- i6n de i i
gura 2-1 Propagacion de incertidumbre de una variable a otra
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Si x puede variar entre x, — éx'y Xo + 0x, entonces z puede variar entre zo — 8z
y 2o + &z, donde:

20 * 8z = (xo = 6x)?
= x§ = 2x06x + (6x)?

Podemos ignorar (8x)2, ya que éx se supone que es pequefia comparada con x,,
€ igualar z, con x3, lo que da para el valor de 8z:

0z = 2xo0x

Esto puede expresarse méas convenientemente en términos de la incertidumbre
relativa 6z/zq:

g _ 2x06x= 22

Zo x3 Xo

Asi pues, la incertidumbre relativa del valor calculado es dos veces la de la me-
dicion inicial.

Aunque es esencial tener en mente la naturaleza de la incertidumbre pro-
pagada, como lo ilustra el uso de diferencias finitas, puede lograrse una simpli-
ficacion considerable de la formulacion lograda usando calculo diferencial.

2—/ METODO GENERAL PARA LA INCERTIDUMBRE EN
FUNCIONES DE UNA SOLA VARIABLE

De la seccion anterior, las diferencias finitas 6z y éx se pucden expresar en tér-
minos de la derivada dz/dx. Por lo tanto, podemos obtener el valor de 6z usan-
do primero las técnicas normales para obtener dz/dx en la siguiente forma:

dz _ d(f(x))

dx dx
y escribiendo después:
d
0z = (/) dx (2-1)
dx

Este es un procedimiento relativamente simple, y funcionara bien en los casos
para los cuales el planteamiento de diferencias finitas llevaria a una excesiva
complejidad algebraica. Asi, por ejemplo, si

, = X
(x2+ 1)
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entonces:

dz_x*+1-x-2x

dx (x* + 1)
_ 1=3
(1 + X2
y finalmente:
1 = x?
R

Este calculo habria sido mu
Mas alin, nos da una ex
valor deseado en partic
estas técnicas para eval

y complicado con cualquier otro planteamient,
presion general para 6z en funcion de x y 6x; cualquier
ular puede obtenerse haciendo x = Xo. Usemos ahorg
uar incertidumbres de algunas funciones comunes.,

a) Potencias

Consideremos:
z=x"
gi = nx"—l
dx

Lo significativo de este resultado se ha

C€ un poco mas obvio cuan
en términos de la incertidumbre relati

va. Asi,
0z 0x
= n-——-
z X

idado en un €Xperimento
que implique potencias. Cuanto ma i
dad de una alta precision inicial

bl Funciones trigonométricas

Solo trabajaremos un ejemplo, ya que los demas se pueden tratar de manera
semejante. Consideremos

Z = senx
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Aqui se cumple

s cos
—_— = X
dx

0z = (cos x) éx

Este es un caso en el que el método elemental de insertar X, T 6x muestra mas
claramente el resultado. Utilizando la aproximacion

cos 6x = 1
obtenemos

6x = cos x sendx

lo que muestra que la éx en el resultado anterior es en realidad sen éx en el limi-
te, para angulos pequefios. S6lo en el caso de una incertidumbre muy grande
podra ser significativa esta diferencia, pero es mejor entender la naturaleza del
resultado. Es claro que éx debera expresarse en radianes. Este resultado nor-

malmente tendra una aplicacion directa cuando se trate de aparatos como los
espectrometros.

c)  Funciones logaritmicas y exponenciales

Consideremos:
z = log x
Aqui,
dz 1]
dx x
¥
1
8z = —6x
X
La incertidumbre relativa se puede calcular como de costumbre. Si
z=g"
gi — ex
dx

y entonces:

0z = e*dx
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ante, ya que las funciones exponenciales ocurrep fre.
L]

Este es un caso Imp C.nr::ia y la ingenieria. Estas funciones pueden hacerse py,,,
cueniemente en 12 ;iti:- " Jando toma valores mucho mayores que Ia unidad, y ,
:eellslb'les al expgne | ode volverse muy grande. Esto le. parecera famlllar, Por
n}cemdumb‘re l z 'pra ue haya observado las fiuctuaciones de corriente en y,
fijif)rgg lloe’r;;?;n?:;equf resultan de variaciones muy pequenas en la temperagy.
ra del filamento.

antes, este método puede aplicarse facilmente a cualquier

e dijo . i
- do la derivada respectiva y usando |a

funcion no enumerada arriba evaluan
ecuacion 2-1.

2—8 INCERTIDUMBRE EN FUNCIONES DE DOS O MAS VARIABLES

Si el resultado se debe calcular a partir de dos o mas valores medidos, x, ,
etc., la incertidumbre de ese resultado puede verse de dos maneras diferentes,
como se menciono en la seccion 2-5. Podemos ser tan pesimistas como sea po-
sible y suponer que las desviaciones reales de x y y ocurren combinandose de
manera tal que desvien el valor de z tan lejos como sea posible de su valor cen-
tral. De esta manera, calculariamos un valor de 6z que da la anchura extrema
del intervalo de posibles valores de z. Por otra parte, podemos argumentar que
es mas probable que se combinen las incertidumbres de las medidas basicas de
una manera menos extrema, donde algunas haran contribuciones positivas a 6z
y otras contribuciones negativas, de modo que el valor resultante de 6z sera
menor que el que da la suposicion pesimista. Este argumento es valido, y mas
adelante nos ocuparemos del problema de la incertidumbre probable de canti-
dades calculadas. SII'I embargo, por el momento vamos a calcular el valor de 6z
que representa el mas amplio margen de posibilidad para z. Este enfoque, si
b1§en es pesimista, ciertamente es seguro, ya que, si dx, 8y, etc represeman, li-
mites dentro de los cuales estamos ““casi seguros’’ que se’encd’em T

res actuales,_ entonces el valor calculado de 8z dara los limites d;anntr(? Sdtfallg;
cuales también estamos S€gUros que se encuentra el valor actual de z.

E - - . ¥ - . *
y l e;lfoque inicial mas instructivo usa el metodo elemental de sustitucion
Yy €se es el que usaremos para las primeras dos funciones ,

a) Suma de dos o mMas variables

Consideremos:

Z=x+y
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La incertidumbre en z se obtiene a partir de:
20 £ 86z = (xo = 6x) + (yo £ 6y)

y el valor maximo de 6z se obtiene escogiendo signos semejantes todo el tiem-
po. Asi pues:

0z = 6x + Oy

Como era de esperarse, la incertidumbre en la suma es solamente la suma de
las incertidumbres individuales. Podemos expresarla en términos de la incerti-
dumbre relativa:

Q=§x+6y
z x+y

pero no se logra una mayor claridad.
b) Diferencia de dos variables:

Consideremos:
Z ==y
Como en el caso anterior, se obtendra 6z a partir de:
Zo = 8z = (xo = 8x) — (yo £ dy)

Pero aqui podemos obtener el valor maximo de 6z escogiendo el signo negativo
para 6y, lo que da, una vez mas:

o6z = éx + oy

Podemos ver en esta ecuacion que, cuando x, y yp SON muy cercanas y x — y es
pequeiia, la incertidumbre relativa puede adquirir valores muy grandes. Esto
es, en el mejor caso, una situacion insatisfactoria, y la precision puede ser tan
baja que anule el valor de la medicion. Esa condicion es en particular peligro-
sa, ya que puede pasar inadvertida. Es perfectamente obvio que, si fuera posi-
ble evitarlo, nadie intentaria medir la longitud de mi cuaderno midiendo la dis-
tancia de cada borde a un punto alejado un kildbmetro para luego restar las dos
longitudes. Sin embargo, puede suceder que el resultado deseado se obtenga
por sustraccion de dos medidas hechas por separado (en dos termometros, dos
relojes, etc.), y el caracter de la medicidon como diferencia puede no ser claro.
En consecuencia, todas las mediciones que tengan que ver con diferencias de-
beran de tratarse con el mayor cuidado. Es claro que la forma de evitar esa di-
ficultad es medir la diferencia de manera directa, en vez de obtenerla por sus-
traccion de dos cantidades medidas. Por ejemplo: si uno tiene un aparato en el
que dos puntos estan a potenciales respecto a tierra de V; = 1500 Vy V; =
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i ierees V, — V,, g
te, y la cantidad que se reqyl ; zi_ o Olo up vy
lidad permitiria medir los valores de ¥,y Vi con g Sy

»

1510 V, respectivamen

timetro de muy alta ca _ LT = T
titud requerida para lograr incluso un 10% de precisio 2 1 Por otrg

lado, un voltimetro de banco ordinario de 10V, conectado emrle los dos py,
tos p;ara medir V, — V, directamente, daria de inmediato el resultado deseqg,
2

con un 2 o 3% de precision.

23 METODO GENERAL PARA LA INCERTIDUMBRE EN FUNCIONES DE
DOS O MAS VARIABLES

Los ultimos dos ejemplos, tratados por el método glem.ental,fugleren_ (?ue,buna
vez mas, el calculo diferencial puede ofrecer una simplificacion considerable a
este tratamiento. Es claro que, si tenemos:

z = f(x,y)

la cantidad apropiada para calcular 4z es la diferencial total dz, que esta dada por:

a ‘
dz = a_fdx + —fd\' (2-2)
ox ay -
Tomaremos esta diferencial y la trataremos como una diferencia finita 8z que
se puede calcular a partir de las incertidumbres &x y ov. Esto es:

of of
—_— — + e .
0z B ox 3y (S_\

y las derivadas 9f/dx y 9f/3y normalmente se calcularan con los valores Xo ¥
Yo, para los que se necesita 6z. Podemos encou:trar que, dependiendo de la fun-
cion f, el signo de df/dx o 8f/dy resulte ser negativo. En e€se caso, utilizando
nuestro requisito pesimista para el valor maximo de 6z, escogeremos los valo-
res negativos apropiados para &x o 8y, obteniendo de ahj una contribucion to-

tal positiva a la suma.
8]  Producto de dos 0 més variables
Supongamos que:

— ‘x.\m

Para usar la ecuacion 2-2 necesitamos los valores de dz/0x 'y 0z/dy Estos son:

_63_ 0r
x 7 y 6_\'-x
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Por lo que el valor de 8z esta dado por:

6z =y éxF x by

La significacion de este resultado se ve con mas claridad cuando se convierte a
la incertidumbre relativa:

6z O&x &

oz _6x &

z x y

Asi pues, cuando la cantidad deseada es el producto de dos variables, la incerti-
dumbre relativa es la suma de las incertidumbres relativas de las componentes.

El caso mas general de una funcién compuesta, que se encuentra muy co-
munmente en la fisica, implica un producto algebraico que tiene componentes
elevadas a diferentes potencias.

Sea

z = x%°*
en donde @ y b pueden ser positivas o negativas, enteras o fraccionarias. En ese

caso la formulacion se simplifica de manera significativa tomando los logarit-
mos de ambos lados antes de diferenciar. Asi:

logz=alogx+ blogy
de donde, diferenciando implicitamente, se obtiene:

Z X y

Como de costumbre, tomamos las diferenciales como diferencias finitas, y ob-

tenemos:
0z ox dy

— =qg— + p—=

z X y

Notese que este proceso da la incertidumbre relativa de manera directa, y eso
con frecuencia es conveniente. Si se requiere la incertidumbre absoluta 0z, se
puede evaluar simplemente multiplicando la incertidumbre relativa por el va-
lor calculado z,, que nermalmente estd disponible. Esta forma de diferencia-
cion implicita sigue siendo el procedimiento mas sencillo, aun cuando la mis-
ma z esté elevada a alguna potencia. Porque, si la ecuacion es:

22 = xy

es innecesario reescribirla como:

7 = xl/2y1/2
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i itmos:
y partir de ahi, porque, si sacamos logaritmo

2logz =logx + logy
de donde:

lo que da 6z/z, como se requeria.

bl  Cocientes

el valor maximo de 8z se obtendra despreciando
L ]

Cuando la funcion sea tan grande
un valor general de 6z, siempre podemos
Y encontrar z,, Podemos €ntonces trabaj

tomar los valores medidos x,, Yo, €tc.,
utilizando |og valores numeéricos propios

ar con dos resultados diferemes, uno
dexo + &x, y, + 8y (0¥ — &y, siesel
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adecuado), etc., para obtener uno de los valores extremos de z, y el otro utili-
zando x, — dx, etc. Esos dos valores corresponderan a los limites de z, y asi sa-
bremos el valor de §z.

2—10 COMPENSACION DE ERRORES

Puede darse una situacion especial cuando se trata con variables compuestas.
Consideremos, por ejemplo, la relacion bien conocida para el angulo de minima
desviacion D,, de un prisma con indice de refraccion y angulo al vértice A:

. sen3(A + D,)
seniA

SiAy D,, son variables medidas con incertidumbres 64 y 6D,,, la cantidad n es
el resultado requerido, con una incertidumbre én. No obstante, seria falaz cal-
cular la incertidumbre en A + D,,, luego en sen +(A + D), y combinarla con
la incertidumbre en sen %A, tratando la funcion como un cociente de dos va-
riables. Eso se puede ver considerando el efecto en n de un incremento en A.
Tanto sen 5 (A + D,,) como sen + A aumentan, y el cambio en n no es en con-
secuencia tan grande. La falacia consiste en aplicar los métodos de las secciones
precedentes a variables que no son independientes (como son A + D, y A). El
remedio seria reducir la ecuacion a una forma en la que todas las variables sean
independientes, o bien regresar a los principios basicos y usar directamente la
ecuacion 2-2. Los casos que tienen que ver con errores que se compensan deben
de vigilarse con cuidado, ya que pueden, si se tratan en forma incorrecta, dar lu-
gar a errores en los calculos de incertidumbre que son dificiles de detectar.

2—11 CIFRAS SIGNIFICATIVAS

Como los calculos tienen tendencia a producir resultados que consisten en largas
filas de nameros, debemos de tener cuidado de citar el resultado final con sensa-
tez. Si, por ejemplo, se nos da el voltaje a través de un resistor como 15.4 * 0.1 Vv,
y la corriente como 1.7 * 0.1 A, podemos calcular el valor de la resistencia.
La razon V/I que sale en mi calculadora es 9.0588235 ohms. ;Es ésta la respues-
ta correcta?, claro que no. Un breve calculo demuestra que la incertidumbre ab-
soluta en la resistencia es cercana a 0.59 ohms. Asi que, si las primeras dos cifras |
decimales del valor calculado son inciertas, es claro que el resto carece de senti-
do. Una afirmacion como la de que R = 9.0588235 * 0.59 ohms es, por lo tan-
to, absurda. Debemos de dar nuestros resultados de manera tal que la respuesta
y su incertidumbre sean consistentes, p. ej.: R = 9.06 * 0.59 ohms.
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slida? Recuerde que las incertidup,
: mente valida’ .
macion c; T;zll renian el valor de % 0.1, que contiene up,

TS e . Si 1o conocenos esas incertidumbres GOt A7 B s B o
il e tribuirle dos cifras significativas a al : ,- n R,
Ly derect_loda tz‘linal valido y consistente €l si mismo es, por 1o tanto R =
Nlllesf% %m;ll:;l]z %blo si, tuvieramos verdaderas raz.ones.I;Ja.fff:;c(;ft‘;f:r1l q;sdfgl:s:;a
?x;certidlimbre original era exacta hasta la seggnda ;’;Li;‘;)grgl final y dn g calf
pretender hasta dos cifras significativas en Ig 1rices

‘L érmi enerales, debemos
culado que corresponda con mas precision a R. En términos g )

- : istentes con
estar seguros de que los valores dados a la incertidumbre sean consist la

. f ifras que se dan en
precision de las incertidumbres basicas, y‘que e.I nun:)ero c;l;eect; emosqde oc dan en
el resultado final sea consistente con su incertidumbre.

— + ]
afirmaciones del tipo z = 1.234567 ¥ 0.10z = 1.2 0.000001

Pero, jesta afir
bres citadas originalmente par

PROBLEMAS

1. Al usar un metro de madera para medir la longitud de mi escritorio. Estoy seguro de
que es no menos de 142.3 cm y no mas de 142.6. Enuncie esta medicion como un va-
lor central T incertidumbre. ;Cual es la incertidumbre relativa de la medicion?

2. Al leer un voltimetro y un amperimetro de aguja y escala, y evaliio visualmente el
margen de incertidumbre. Estoy seguro de que la lectura del amperimetro esta entre
.24y 1.25 A, y la del voltimetro entre 3.2 y 3.4 V. Exprese cada medida como un
valor central ¥ incertidumbre, y evalie la incertidumbre relativa de cada medicion.

3. Un reloj digital da una lectura de la hora de 09:46.

it de.1 dida? ¢Cudl es la incertidumbre abso-
uta de la medida?

4. Si se puede leer un metro de madera con una incertidumbre absoluta de *

' : S T 1 mm,
¢cual es la distancia mas corta que puedo medir para que la incertidumbre relativa
no exceda el a) 1%, b) 5%?

s. - 1 . .
A%l usar un terrnon}etro graduado en--s— grado Celsius para medir la temperatura del
?lre ;xt;nor. Medida con una aproximacion de -;— de grado, la temperatura de aver
ue de 22.4° \

! 2.4°, y la de hoy es de 24.8° Celsius. ¢Cual es la incertidumbre relativa en la
diferencia de temperaturas entre ayer y hoy?
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7.

10.

11.

12.

13.

14.

En el escritorio mencionado en el problema 1, se mide el ancho, y se esta seguro de
que la medida cae entre 78.2 y 78.4 cm. ;Cual es la incertidumbre absoluta en el

area calculada de la cubierta del escritorio?

- Al medir la resistencia de un resistor, la lectura del voltimetro era de 15.2 * 0.2 V,

y la lectura del amperimetro erade 2.6 * 0.1 A. (Cual es la incertidumbre absoluta
de la resistencia calculada usando la ecuacion R = V/I?

- Un péndulo simple se usa para medir la aceleracion de la gravedad, usando 7 = 27

V//g. El periodo T medido fue de 1.24 + 0.02 seg y la longitud de 0.381 * 0.002 m.
¢Cual es el valor resultante de g con su incertidumbre absoluta y relativa?

Un experimento para medir la densidad d de un objeto cilindrico utiliza la ecuacion
d = m/7nr?l, en donde:

m = masa = 0.029 £ 0.005 kg
r = radio = 82 % 0.1 mm
[ = longitud = 15.4 £ 0.1 mm

¢Cual es la incertidumbre absoluta del valor calculado de la densidad?

La distancia focal, f, de un lente delgado se va a medir usando la ecuaciéon 1/0 +
1/i = 1/f, en donde:

0.154 £ 0.002 m
0.382 £ 0.002 m

o = distancia al objeto
i = distancia a la imagen

¢Cual es el valor calculado de la distancia focal, su incertidumbre absoluta y su in-
certidumbre relativa?

Una rejilla de difraccion se usa para medir la longitud de onda de la luz, usando la
ecuacion d sen 6 = . El valor medido de 8 es de 13° 34- * 2’. Suponiendo que el
valor de d es de 1420 X 10~ m y que se puede ignorar su incertidumbre, ;cual es la
incertidumbre absoluta y la relativa en el valor de A\?

Se da un valor como 14.253 1 0.1. Reescribalo con el numero adecuado de cifras
significativas. Si el valor se diera como 14.253 * 0.15, ;como deberia de escribirse?

Se da un valor como 6.74914 ¥ 0.5%. Enuncielo como un valor % incertidumbre
absoluta, ambos con el numero adecuado de cifras significativas.



