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La transformada Z 1

Sabemos que si z[n] = 2™ con z € C la salida de un sistema LTI con respuesta al
impulso h[n] se puede escribir como:

y[n] = H(2)z"
donde -
H(z)= > h[klz7"
k=—o00

es la transferencia del sistema. Podemos realizar entonces lo siguiente para una

sefial general z[n]
[e o]

X(z)= > alklz7*

k=—oc0

Decimos que X (z) es la transformada Z de z[n]. En forma compacta podemos
denotar la operacién de tomar la transformada de Laplace de una sefial z[n| como:

z[n] +— X(2)
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La transformada Z 11

Cuando z = ¢/ obtenemos

oo

X() = > alkle I

k=—oc0

lo que equivale a escribir
X()| _ o = Flalnl]

siempre y cuando la transformada de Fourier de la sefial [n] exista. Definiendo
z=relconr>0y Qe [0,27) podemos escribir la transformada Z como:

X(z) = i z[k]r—Re—I0k
k=—oc0
o bien como: B ad k] -k _ -n
X@ = 30 [olkr ] e = F aflr]
k=—oc

La transformada Z X (z) de z[n] es la transformada de Fourier de z[n]r~" donde
z = relt. Tener en cuenta que " puede ser creciente o decreciente dependiendo
de |r|.
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La transformada Z III

Hasta el momento hemos definido la tranformada Z para una senal pero no hemos
analizado cuando la misma existe. Para ello deberemos definir lo que se conoce
como la regién de convergencia (ROC).

Sea una senal z[n]. Definiremos la ROC de la transformada de Laplace

z[n] PEIN X (z) como:

ROC{X(2)} = z=re’? cC: i |z [k]|r % < oo

k=—o0

Notar que la ROC de la transformada Z de una sefial x[n] esta definido por todos
aquellos puntos z = re/? del plano C donde z[n]r~™ es absolutamente sumable, lo
que implica que la transformada de Fourier de z[n]r~™ estd bien definidal!

La transformada Z de una sefial z[n] estd definida no sélo por la forma algebraica
dada por X (z) sino también por su correspondiente ROC. Ambos elementos son
igualmente importantes para la definicién de la transformada Z!!
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La transformada Z IV

Ejemplos:
@ Consideremos z[n] = a™u[n] con a € R. La transformada de Laplace se
puede escribir como:

X(z) = Z aFulk)z"*

= T

k=0

=
[=}

Vemos para determinar la ROC debemos pedir que:
oo
Z lor 1% < o0
k=0

Es facil verificar que debe ser |ar~!| < 1 o lo que es lo mismo r > |a|. En
forma mds compacta

ROC{X(2)} ={z€C:|z| > |a|}
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La transformada Z V

Usando z € ROC {X (%)} podemos obtener la expresién algebraica de X (z) como

> 1

X =3 () = s

k=0

La ROC se puede representar como (si |a| < 1):

x[n] = a"uln] p
< s

a =075

a Z y sistemas
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La transformada Z VI

@ Consideremos ahora z[n| = —a™u[—n — 1]. Vemos que esta sefial es muy
diferente a la anterior. De nuevo podemos escribir:

oo

- Z aFu[—k —1]z7F

k=—o00

X(z)

I
|
(]
Q

=
ISy
=

Vemos para determinar la ROC debemos pedir que:
o0
O

Es fécil verificar que debe ser @~ 17| < 1 o lo que es lo mismo r < |a|. En
forma mas compacta

ROC{X(2)} ={z€C: |z| < ||}
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La transformada Z VII

Usando z € ROC {X (%)} podemos obtener la expresién algebraica de X (z) como

[e'e]

Z —172(0712)1%:17 ! = !

—_ a1 _ -1
= ey l1—a 1z 1—az

La ROC se puede representar como (si lal < 1):

afn] = —a"u[-n —1] Im(z)

98765432 :

L& n 2T~
ll KN
AP A
LR e

R S (e S

v sy Re
7 7

a4 v, s s
L o
LS )

Dos senales muy diferentes pueden tener la misma expresién algebraica para X (z).

Sin embargo, sus ROCs seran diferentes. Eso implica que sus transformada Z son
diferentes!!
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La transformada Z VIII

Consideremos la senial: z[n] = a™u[n] + B8"u[—n — 1] Podemos usar los resultados
anteriores y obtener:

1
a"uln] PN ——, ROC={2€C: 2| > |af}
az™

1—

Brul—n—1] <2 — L ROC={2€C: || < |A]}

1— 82—
Entonces obtenemos
1 1 2 —(a+ Bzt

X(2) = 1—az1 + 1— Bzt - (1—az"1)(1—-B2"1)

donde
ROC{X(2)} ={z € C:|a| <|z| < B8]}

la ROC es no vacia y la transformada Z existe para los valores de z € C en dicha

Vemos que si || < |a| la ROC es vacia y la transformada Z no existe. Si |a| < |3!
ROC. J
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La transformada Z IX

Si|a| < 1 < || la ROC se puede representar como:

= a"u[n] + b"u[—n — 1]
126 a=0.75
B=125

n

-109-8-76-5-4-3-2-1012345678910

Como la ROC de una transformada Z X (z) depende sélo de |z| es inmediatamente
claro que la misma va a ser un anillo (posiblemente ilimitado hacia afuera), un
circulo o todo el plano C!!
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La transformada 7Z X

Consideremos una senal de longitud finita:

[n] = a”™ 0<n<N-1
T = 0 en otro caso

con a > 0. Tenemos

N-1 N-1 —1\N N N

_ ko vk 1=(az7H)Y 1 2V —a

X(z)—Zaz —Z(az ) = 1—az=t ~ zN-1 z_q
k=0 k=0

La ROC estara dada por aquellos z € C tales que Z;CV:_OI laz= 1% < oo y ello serd
para todos los valores en C excepto z = 0. Ademads se ve que X (z) tiene
@ Ceros del numerador en z = aef2™/N con m =0,1,...,N — 1.

@ N — 1 ceros del denominador en el origen.

@ Un cero en el denominador en z = o (que se cancela con el cero
correspondiente a m = 0 del numerador.)
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La transformada 7Z XI

z[n] = a"u[n] — a"u[n — N] Im(z)

0.75

o=
N=5 &

n

—o—o—
2-10123 45678 910

En el caso de una senal de longitud finita tenemos que su ROC es todo el plano, el
origen puede estar excluido o no, dependiendo si la senal toma valores distintos de
cero para n > 0. También podria presentar miltiples polos (ceros del
denominador) en el origen dependiendo también de los valores que la sefial tome
para n > 0!!
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La transformada 7Z XII

Algunas consideraciones:

@ Vemos que la transformada Z de una secuencia es una serie de potencias
donde los coeficientes son los valores de la senal. Como las potencias pueden
ser negativas o positivas una transformada Z es lo que se llama una serie de
Laurent. Se sabe que las series de Laurent, y por ende una transformada Z,
en su regién de convergencia (es decir los valores de z € C donde converge
absolutamente), garantizan la existencia de todas sus derivadas y las mismas
son continuas como funciones de z. Bésicamente, con una serie de potencias
como las que surgen de las transformada Z uno puede todas las operaciones
normales sobre una funcién (ej: derivar, integrar, etc).

@ Sila ROC de una transformada Z incluye al circulo unidad, es decir z = 7%
con 2 € [0,27), es posible escribir:

X&) = X(2) Q€ 0,2n)

. )
z=elf

ya que si la ROC incluye |z| = 1 tenemos que > 72 _ __ |z[k]| < oo.

—o0

Sin embargo, una senal donde la ROC no contenga el circulo unidad o incluso no
tenga transformada Z, puede tener transformada de Fourier (algo similar pasa con
la transformada de Laplace). Esto ocurre fundamentalmente con senales donde la
transformada de Fourier es discontinua en algiin punto o contiene impulsos!!
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La transformada 7 XIII

Por ejemplo:

z 1
> ———, ROC={2€C:[z| > 1}

aln) 25 ——

No se puede escribir X (e/?) = X(z)‘ o Yaque la ROC no incluye a |z] =1
pero sabemos que: -

F 1

u[n] +— Pl + kZ w6 (Q + 27k)

=—o0
Considere también z[n] = e70™ con Qg € [0, 27). Es fécil verificar que no existe la

transformada Z de esta sefial ya que no existe valor z € C tal que:

] oo

Z |ej00kz_k|: Z \z|_k<oo

k=—o0 k=—o00
Sin embargo tenemos que
oo

eiom T, Z 2w (Q + 27k)

k=—o00
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La transformada Z XIV

Asi como ocurria con la transformada de Laplace nuestro mayor interés seréd en
sefiales cuya transformada Z es un cociente de polinomios en z (o z~1). Es decir:

N(2)
D(z)

X(z) =

En estos casos (cuando la transformada Z es una funcién racional), dicha
transformada queda definida perfectamente (salvo un factor de escala) por:

@ La ROC de X (z).
@ Los ceros de N(z), en adelante conocidos como los ceros de X (z).
@ Los polos de D(z), en adelante conocidos como los polos de X (z).

Por ejemplo consideremos la sefial z[n] = a™u[n] + f™u[—n — 1] con |a| < |B].
Sabemos que

B 1 1 2= (a+ Bzt
X(z) = 1—az! + 1—B8z71  (1—az"1)(1-82"1)

donde
ROC{X(2)} ={z€C:|a| <|z| < |B8]}
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La transformada Z XV

La ROC con el correspondiente diagrama,deypolos y ceros:

Vemos que los polos caen siempre fuera de la ROC, lo cual es razonable. Los ceros
pueden caer en el interior o fuera de la ROC. En este ejemplo ademds hay un cero
en el origen. Por qué??

La relacién entre los diagramas de polos y ceros y las posibles ROC asociadas a
una transformada Z racional estdan muy ligadas a las propiedades que tenga la
senal z[n| en el tiempo como veremos a continuacién.
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Propiedades de la region de convergencia I

Dado que la ROC es muy importante en la especificacién de la transformada Z de
una sefial temporal, exploraremos algunas conexiones entre las caracteristicas de la
senal y la correspondiente ROC:

Propiedad 1: La ROC de X (z) consiste en anillos o discos centrados en el
origen. Es decir 0 < r; < |z] < re < o0. J

Esto es una clara consecuencia de que la ROC se define para aquellos valores de
z € C tales que

oo}
> lzkllz ™ < oo
k=—oc0
Propiedad 2: La ROC de X (z) (racional) no contiene ningtin polo. J

Esto es claro también por el hecho de que X (z) evaluada en un polo diverge.

Propiedad 3: Si z[n] es de duracién finita, entonces la ROC es el plano C
completo (con la posible excepcién de z = 0 o el punto en el infinito) J
Probarlo!!
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Propiedades de la regién de convergencia I1

Propiedad 4: Si z[n] es una senal derecha (3 Ny tal que z[n] =0 Vn < Ni) y
|z| = r1 estd en la ROC entonces:

{z€C:|z| >r} CROC{X(2)}

con la posible excepcién del punto en el infinito.

Probarlo!!

Propiedad 5: Si z[n| es una senal izquierda (3 Na tal que z[n] =0 Vn > Na) y
|z| = ro estd en la ROC entonces:

{z€C:|z] <rz} CROC{X(2)}

con la posible excepcion de z = 0.

Probarlo!!
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Propiedades de la region de convergencia II1

Propiedad 6: Si z[n] es una senal bilateral y la circunferencia |z| = r3 estd en la
ROC, la misma serd un anillo en C que incluye a |z| = rs.

J

Probarlo!!
De las propiedades anteriores vemos que toda senal tendrd una ROC que caerd
dentro de una de las siguientes categorias:
@ Sera el plano completo C con la posible excepcién del origen y el punto en
infinito(para sefiales finitas).
@ Serd un disco centrado en el origen con la posible excepcién del origen (para
senales izquierdas).
@ Serd un anillo centrado en el origen con radio interior distinto de cero que se
extiende hacia el infinito, donde el punto en el infinito puede estar excluido
(para senales derechas).

@ Serd un anillo con centrado en el origen con radios internos y externos finitos
(para senales bilaterales).
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Propiedades de la region de convergencia IV

Si nos restringimos a transformadas Z racionales, usando la propiedad 2, tenemos
la siguiente:

Propiedad 7: Si z[n| es tal que su transformada Z es racional, su ROC estd
limitada por sus polos. Ademds ningin polo estd contenido en la ROC. J

De la propiedad 7 para sefiales z[n] con transformada racional tenemos:

@ Si z[n] es derecha la ROC ser4 el anillo centrado en el origen que se extiende
desde el polo mds exterior hacia el infinito (con la posible excepcién del
punto en el infinito).

@ Si z[n] es izquierda la ROC serd el disco centrado en el origen limitado por
el polo més interno (con la posible excepcién del origen).

Ejemplo: Consideremos

1
(2= )O3 1-det 1-4z7

Tenemos las siguientes posibles ROCs asociadas con esta transformada:

Sefiales y Sistemas Transformada Z y sistemas LTI 21/76



Propiedades de la regién de convergencia V

Im {z}

Re{z}
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Propiedades de la regién de convergencia

En el caso a) tenemos:
3 =z 1\" 1
PRy +— -3 (5) ul-n —1], |z] < 5

—2 1\" 1
T B9 (7) uln], |z| > -

1— 1271 3 3
lo que implica que z[n] = —3 (%)n u[-n—1] -2 (%)n u[n]. En el caso b) tenemos:
3 1\" 1
— &3 (7) u[-n—1], |2| < =
1—5271 2 2
-2 1\" 1
f@Z(—> ul[-n—1], |2| < =
1-— ngl 3 3
lo que implica que z[n] = —3 (%)n u[-n—1]+2 (%)n u[—n — 1]. En el caso ¢)
tenemos:
S s (5) il >
P — =) uln], |z2| > =
1— %z*l 2 2
-2 =z 1\" 1
— — 2 = s > —
1- 1.1 (3) unl. 121> 3

lo que implica que z[n] =3 (%)n uln] — 2 (%)n uln].
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Transformada 7 inversa |

Dado que un par senal-transformada con su correspondiente ROC es dnico
podemos definir el operador inverso que toma una funcién X (z) y entrega una
funcién en el tiempo. La definicién de la transformada Z inversa es:

z[n] = % %X(z)z"_ldz

donde la integracién se hace a lo largo de un contorno cerrado contenido en la
ROC y en sentido antihorario. En el caso de que el contorno sea un circulo en la
ROC con radio r, tenemos que:

. . 1
z=re??, Qe |0,27),dz = jre?dQ, dQ = ~z"1dz
J

1 27 . .
z[n] = r";/ X (re?h)e? S dQ
™ Jo

o lo que es lo mismo
z[n] = P F1 [X(rejﬂ)]
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Transformada 7 inversa 11

La evaluacién de la transformada Z inversa se puede hacer por medio de técnicas
de integracién en el plano complejo usando el teorema de los residuos. Sin
embargo, en nuestro caso nos restringiremos a transformadas Z que seran
racionales. En ese caso tenemos:

Si X (z) es racional y el orden del numerador es menor que el del denominador:

X(2) N(z) <= Apz"™
zZ) = f—
_ —1\mg

D) ~ & (—pe )
donde pi con k=1,2,..., N son los polos de X (z) y donde cada uno de ellos tiene
multiplicidad my. )
Cada una de las antitransformadas en el lado derecho de la ecuacién de arriba se
puede calcular facilmente usando tablas de antitransformadas y algunas de las
propiedades de la transformada Z que veremos a continuacién!! )
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Propiedades de la transformada 7 I

Analicemos algunas propiedades de la transformada Z:

@ Linealidad: Sea z[n] PN X (2) y y[n] PN Y (z). Tenemos que:

az[n] + Byln]] <2 aX (2) + BY (2)

con

ROC {aX(2) + BY ()} 2 ROC {X(2)} NROC{Y (2)}

Notar que la ROC de aX(z) + 8Y (z) puede ser estrictamente mayor a
ROC{X(2)} NROC{Y (2)}.

Ejemplo:
1 1 3
Xi(2) = Nzl > =, Xe(z) = —————, |2] > =
O a1y RO ey
Entonces 9 1
Xi1(2) —3Xa2(2) = ———, |2]| > —
1() 2() (1_%271) | ‘ 3

La ROC de Xi(z) —3X2(z) es mayor a ROC {X1(2)} NROC {X2(z)}. Por
qué sucede esto? Qué sucede entre los polos y ceros de X1(z) — 3X2(2)7?
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Propiedades de la transformada Z 11

@ Desplazamiento en el tiempo y desplazamiento en frecuencia:
Consideremos z[n] DS (2). Tenemos las siguientes propiedades:
z —n
z[n — ng| +— 27 "0 X (z)

donde
ROC {zfn(’X(z)} =ROC{X(2)}

con la posible supresiéon de z = 0 o el punto en el infinito. También tenemos:

20 g[n] <25 X (i>

20

donde
ROC {X (%)} = |20[ROC {X (2)}

Probarlo!!
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Propiedades de la transformada 7 III

@ Diferenciacién de X (z): Consideremos z[n] PN X (z). Tenemos que:

nzn| PN —de(z)
dz
y donde
ROC {—de(Z) } = ROC {X(2)}
dz
Probarlol!

@ Conjugacién: Consideremos z[n] P2 X (2). Tenemos que:

z*[n] Zy X*(z*), ROC{X*(2*)} = ROC{X(2)}
Probarlo!!

@ Reflexién temporal: Sea z[n] PN X (z). Se puede escribir:

2% [=n] €25 X*(1/2*), ROC{X*(:*)} = m

Probarlo!!
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Propiedades de la transformada Z

@ Convolucién:Sea z[n| 2N X(2) y y[n] 2N Y (z). Tenemos que:

2[n] = z[n] * y[n] <2 X (2)Y(2)
y donde
ROC{X(2)Y(2)} 2 ROC{X(2)} NROC{Y (2)}
De nuevo la ROC de X (2)Y (z) puede contener a
ROC{X(2)} NROC{Y (z)}. Esto se debe a que puede haber cancelaciones
entre polos y ceros.

Asi como ocurria con la transformada de Fourier esta propiedad es la propiedad
central de la transformada Z para el anélisis de sistemas LTT!! J

@ Teorema del valor inicial y final: Sea z[n] tal que es cero para n < 0.
Entonces vale:
z[0] = lim X(z)
Z—>00

Ademds si existe limy,— 00 2[n] tenemos que:

nll)moom[n] = ;Ln{(z —1)X(z)
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Analisis de sistemas LTI usando transformada 7 I

Gracias a la propiedad de convolucién la accién de un sistema LTI con respuesta
al impulso h[n] sobre una entrada z[n] puede escribirse como:

Y(z) = H(2)X(z)

donde H(z) es la transferencia del sistema. Muchas propiedades de un sistema
LTI se pueden determinar a través de H(z) y su correspondiente ROC

@ Estabilidad: Es claro, que a diferencia de la respuesta en frecuencia,
siempre podemos definir la transferencia de un sistema inestable. Sin
embargo, sabemos que para que el sistema sea estable tiene que ser
absolutamente integrable y por ende debe existir su respuesta en frecuencia.
Pero como tenemos que:

H(e') = H(z)

z=eiQ

podemos decir que:

Un sistema LTI es estable si y sélo si la ROC de su funcién transferencia contiene
a |z| =1 J
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Analisis de sistemas LTI usando transformada 7 11

@ Causalidad: Sabemos que un sistema LTI es causal cuando
h[n] =0, Vn < 0. Usando la propiedad 4 mostrada anteriormente podemos
decir que:

Un sistema LTI es causal si y sélo si que la ROC de su transferencia es la regién
exterior a un disco centrado en el origen incluyendo el punto en el infinito!! J

Ademds si H(z) es una funcién racional podemos usar la propiedad 7
enunciada anteriormente para tener que:

Un sistema LTI cuya funcién transferencia es racional es causal si y sélo si su
ROC es el exterior de un circulo centrado en el origen que pasa por el polo mas
exterior!! Ademas el grado del polinomio del numerador deber ser menor o igual al
del denominardor!!

La caracterizacion de un sistema LTI anti-causal a través de sus funcién
transferencia es analogal! J

Podemos combinar las caracterizaciones de causalidad y estabilidad para
sistemas LTI con H(z) racional:

Un sistema causal con H(z) racional es estable si y sélo si su polo méas exterior se
encuentra en el interior del circulo |z| = 1 o lo que es lo mismo, todos sus polos
tienen magnitud menor a 1!!
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Sistemas descriptos por ecuaciones en diferencias I

Consideremos un sistema descripto por una ecuacién en diferencias a coeficientes

constantes:
N M
Z apyln — k] = Z brz[n — k|
k=0 k=0
Transformando Laplace y aplicando las propiedades de la misma:

N M
Y (2) Z apz"* = X(s) Z bz F
k=0 k=0

o lo que es lo mismo: _
a V() _ Yalgbez*

X(z) ZkN:O agz=k

Asi como ocurria con la transformada de Fourier, disponemos de una poderosa
técnica para transformar ecuaciones enm diferencias con coeficientes constantes en
ecuaciones algebraicas!! Ademads la aplicacién de dicha técnica, a diferencia del
caso con la transformada de Fourier no esta limitada a sistemas estables!! Vemos
también que la transferencia asociada a este tipo de sistemas es siempre una
funcién racionall!!

H(z) =
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Sistemas descriptos por ecuaciones en diferencias II

Vemos, entonces que la funcién transferencia para un sistema descripto por una
ecuacion en diferencias a coeficientes constantes se puede escribir:

Y(z) _ Yalobez"
X(2)  Chlgarzk

H(z) =

Sin embargo la ROC no queda especificada por la ecuacion en diferencias. La
misma se puede especificar teniendo alguna otra informacién sobre el sistema:

@ Si el sistema descripto por la ecuacién en diferencias fuera estable, sabemos
que la ROC deberia contener al circulo |z| = 1.

@ Si el sistema descripto por la ecuacién en diferencias fuera causal, sabemos
que la ROC deberia estar en el exterior del circulo centrado en el origen y
que pasa por el polo més externo.

Ejemplo: Consideremos y[n] — ay[n — 1] = x[n] con a € R. Sabemos que
H(z) = ﬁ Es claro que tenemos dos posibilidades para la ROC:

ROC{X(2)} ={2€C:|z| > |a]}, ROC{X(2)} ={z€C:|z| <|a|}
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Sistemas descriptos por ecuaciones en diferencias III

Consideremos y[n] — ay[n — 1] = z[n] con a € R. Sabemos que H(z) =

l—az— 1"
Es claro que tenemos dos posibilidades para la ROC:
ROC{X(2)} ={2 € C: |z| > |a|} +— h[n] = a"u[n]
ROC{X(2)} ={2 € C: |z| < |a]} «— h[n] = —a"u[-n — 1]
Im h[”]:n'-"[);] -20-18-16-14-12-108 6 4 2 0 2
e i(L(L(L(LééW
ai= 4
1 1 Re
- 20 2 46 8101214161820 h[”]: n“u[ " l]
Tm h[n]:r\"u[n] -20-18-16-14-12-10 8 6 4 2 0 2 i
- 06D,
S N TV "
1 1 Re
0.6
- 0.8
2 02 4 6 81012141618 20 h[”] - "”"[ " 1]
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Sistemas descriptos por ecuaciones en diferencias IV

Asi como de una ecuacién en diferencias obtenemos una funcién transferencia
racional, podemos seguir el camino inverso y partir de una transferencia racional y
obtener una descripcién del sistema a traviies de una ecuacién en diferencias
racional:

Sheobez™* (Lo) [ty (1 —erz"")

Zszo apz=k ao H]Icvzl (1—prz—1)

X(2)
donde hemos factorizado los polinomios del numerador y del denominador en
términos de sus raices.

En el caso de que los coeficientes de los polinomios del numerador y denominador
sean reales tenemos:

@ La respuesta al impulso del sistema es real, ya que los coeficientes de la
ecuacion en diferencias son reales.

@ Los ceros y los polos, o bien son reales o bien aparecen en pares complejos
conjugados. Es decir que podemos escribir la transferencia como:

_ILRE (- ez TR, (1 —dez™!) (1—dj=)
H(z) = Ny -1 N3 -1 *,—1
[Tl (1 —erzHTT2, (1= fez=t) (1= frz71)

donde hay M7 y Nj ceros y polos reales y 2M2 y 2N2 ceros y polos
complejos conjugados y donde M = M +2M> y N = N1 + 2Nas.
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Sistemas descriptos por ecuaciones en diferencias V

Es importante analizar el caso en el que la ecuacién en diferencias no es recursiva:
M
yln] = > brzln — k]
k=0

En este caso M
H(z) = Z bz F
k=0

Sabemos que en este caso el sistema es FIR, ya que la respuesta al impulso es de
longitud finita igual a M y vale:

pnj = [ bn 0Sn <M1
™= 0 en otro caso

@ Si el sistema es FIR la funcién transferencia no posee polos en el plano
complejo (con la posible excepcién del origen). Dichos sistemas estan
caracterizados por sus ceros.

@ Un sistema IIR (como los que surgen de una ecuacién en diferencias
recursiva), tendran necesariamente polos en el plano complejo (aparte de los
que puedan existir en el origen o en el punto en infinito). Estos sistemas
tendran que ser caracterizados por sus ceros y polos.
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Respuesta en frecuencia y geometria de polos y ceros I

(z—c)(z—ca)...(2—ck)
Hz) =bo (z=p1)(z—p2)...(2 = PK)
Hz 12— ¢4
Hk 1%~ Pk
H(Q) = H(z)| .0
(r1e7%1)(roed®2) ... (rgel?K)
T 0 (d1ed1)(dzei2) .. (dpedx )

H{il reddl

= by
K 6
Hk:1 dre?%

— py T2 TK j(d1+¢o+.+dK)—(01+02+...+0K)

O dids .. dx
|H(9)] = [bo] u
o dx
Hl:l Tl

= |bo| =%
k=1 9k

ZH(Q) =2Lbo+ ($1+ 2.+ dr) — (01 +02. ..

K K
:Zbo-l-szz - Zek
=1 k=1
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Respuesta en frecuencia y geometria de polos y ceros II

Ha(e/)] LHa(e3)

-

| Hy ()] ZHy (@)

He(e3?) ZHe(e?)

[Ha(e?)| | £Ha(e??)

7o SN S
Y

[SEEN
7

He(e7?) 3n | ZHe(e7?)
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Sistema inverso I

Sea un sistema descripto por una funcién transferencia dada por H(z). El sistema
inverso es aquel que cumple:

G(z) = H(z)Hi(2) =1, g[n] = h[n] x hi[n] = 6[n]

El sistema inverso H;(z) se define entonces como:

Es claro que tenemos:

e = (2) Moo O =ce™) -y (52) Iy (0= pe=™!)

I, (1= pez—t)’ bo/ TInty (1—cpz?)

Vemos que los polos de H(z) se convierten en los ceros de H;(z) y viceversa. )

tiene que tener solapamiento con la correspondiente a H(z) para poder definir el

Es claro, por la propiedad de convolucién, que la regién de convergencia de H;(z)
sistema inverso. J
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Sistema inverso 11

Supongamos un sistema dado por

1—2z71 o |-
Hz)= ———— (z) Im
(=) 1—0.52"1 L1
Re
ROC{H(2)} ={z€C:|z| >0.5} - : -
El sistema inverso: gy
1-0.52"1 .
H;(z) = T Hiz) |Tm
Las posibles ROC para este sistema son: _—_9_._)£
1 1 2
ROC; {H;(2)} = {2z € C: |z| > 2}, Sistema causal e inestable s 4

ROCy {H;(2)} ={z € C: |z| < 2}, Sistema no causal y estable
@ Si H(z) es causal con ceros en ¢, k= 1,2,..., M, el sistema inverso serd causal si la
ROC asociada con el mismo es:

ROC {H;(2)} = {z €C: |z > mkax|6k‘}

@ Ademis serd estable si dicha ROC contiene al circulo unidad. Ello ocurrird si:

max [cp| < 1
ax |ck|
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Sistemas pasatodo en tiempo discreto I

Un tipo de sistemas LTI importantes son lo sistemas pasatodo. Consideremos un
sistema dado por:
27— a*

Hap(z) 1

- 1—az—

Asumiendo que la ROC incluye al circulo unidad podemos escribir:

_jol- a*el®

= Hap(e?) =e R

Hap(z) e

ed €2

Es fécil ver que |Hg(e7?)| = 1 VQ € [0,27). Vemos que este sistema tiene un cero
en z = 1/ax y un polo en z = a!! Para que el sistema pasatodo sea estable y
causal debe ser |a| < 1

Podemos considerar sistemas pasatodo de mayor orden poniendo en cascada varios
de los sistemas pasatodos de orden 1 (con polos y ceros reales) y sistemas de orden
2 (con polos y ceros complejos conjugados) para que la respuesta al impulso sea

real: o o
Hap(2) = ot (27— T2y (270 = Be) (71 = B7)

a2l (2t = o) T2, (1= Brz=1) (1 - Brz—1)

donde |ag| < 1y |Bk| < 1 para que el sistema sea estable y causal.
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Sistemas pasatodo en tiempo discreto I1

Sea un sistema pasatodo simple con polo en z = 0.95

1
g os 35
Py
3
é 30
£ o5 2
3
B g™
[ 0.5 1 15 2 2
Normalized Frequency (xn rad/sample) z20
3
a
- § 15
; -100 S
=3 10
3 —200
2
£ 300 5
&
0 0.5 1 15 2 0 05 1 15 2
Normalized Frequency (xx rad/sample) Normalized Frequency (xn rad/sample)
Sea un sistema pasatodo simple con polo en z = —0.95
1 .
g os 35
§ 30
£ -05 2
-1 % ®
0 05 1 15 2 8
Normalized Frequency (xx rad/sample) z20
s g5
g ~100 S
2 10
© -200
£ _a00 s
&
o 2 0 2

0.5 1 15 05 1 15
Normalized Frequency (xx rad/sample) Normalized Frequency (xr rad/sample)
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Sistemas de fase minima I

Sea un sistema cuya transferencia vale H(z). Definiremos la operacién de
paraconjugacion sobre H(z) como:

1

A(z) = H* (;) ROC {FI( !

2} = ROC {H(2)}

Si H(z) tiene transferencia racional:

g (b ity (1—cuz™")
H(z) = (GO) H]kvzl (1 —prz—1)

tenemos (asumiento que ag,bg € R)

7(2) — bo [Tty (1 —cf2)
= (o) g (= pi7)

Vamos a definir la funcién G(z) como

1

G(z) = H(2)H(z) = H(z)H* <?) , ROC{G(2)} 2 ROC {H(z)} NROC{H(2)}

Usando la propiedad de reflexién temporal y la de convolucién vemos que
g[n] = hin] * h*[—n]!! J
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Sistemas de fase minima II

Es claro que tenemos (para H(z) racional):

@)2 ITity (1= cnz™?) (1= ¢f2)

G(z) =
) ( ITio, (1 —prz=1) (1 - pi2)

ag

@ Los polos y ceros aparecen en pares reciprocos conjugados. Si ¢ es un cero
entonces 1/ck* es un cero. Lo mismo ocurre para los polos.

@ Si un polo o cero estd en el interior del circulo unidad, su par reciproco
conjugado estara fuera del circulo unidad. Si un polo o cero esta sobre el
circulo unidad su par reciproco conjugado aparecera en la misma posicién
teniendo en forma efectiva un polo o cero doble.

@ Es facil ver que, si la ROC de G(z) incluye al circulo unidad (es fécil ver que
ello ocurre si H(z) es estable con lo cual la ROC de G(z) es un anillo que
contiene a |z| = 1.Verificarlo!!) podemos escribir:

G(?) =G (2)| =|H ()]

2z=eiS2
La transformada de Fourier de g[n] es positiva e igual a la ganancia al
cuadrado del sistema descripto por h[n]|. De hecho se puede pensar en G(z)

como la continuacién analitica de |H (e7)|? fuera de |z| = 1.
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Sistemas de fase minima III

Supongamos que tenemos un sistema H(z) estable con transferencia racional.
Dado |H(e7?)|2, o lo que es lo mismo, G(z) (gracias a que uno implica el otro
como discutimos arriba) podemos obtener informacién sobre H(e/?).

@ Si H(z) es ademds causal, sabemos que sus polos estdn dentro del circulo
unidad. Ello implica que G(z) tendrd esos polos y los correspondientes
reciprocos conjugados (que estardn fuera de |z| = 1).

@ De esta forma, teniendo G(z) podemos identificar de ella los polos de H(z)
en forma tnical!

@ En los ceros de G(z) estdn también los ceros de H(z) (y sus reciprocos
conjugados!). Sin embargo, con las restricciones de causalidad y estabilidad
no tenemos seguridad cuales de los ceros de G(z) corresponden a los de
H(2)!! Entonces no podemos reconstruir H(z) a partir de G(z)!!.

@ Si H(z) es anticausal los argumentos son similares. Podemos identificar los
polos de H(z) (que estdn fuera de |z| = 1) pero no los ceros!! De nuevo no
podemos reconstruir H(z) a partir de G(z)!!

Sin embargo, si imponemos la condicién de que H(z) ademés de causal y estable
(anticausal y estable) tiene inverso estable y causal (estable y anticausal) podemos
reconstruir H(z) en forma tnica (salvo un factor de escala) a partir de |H (e7?)|!!
Eso significa que un sistema causal, estable (anticausal, estable) con inverso
estable y causal (estable y anticausal) queda tinicamente especificado por su
ganancia |H (e??)| (la ganancia determina la fase)!!
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Sistemas de fase minima IV

Consideremos que tenemos

o) = HAE) = L7220 0732 pooaoyfec. ! 3
()= HOAE) = (T oy iy ROCHA@) = {e € <l <3}
Supogamos que sabemos que el sistema H(z)

polo de G(z) que corresponde a H(z) es p1 =
posibles transferencias para H(z) son:

s estable y causal. De esta forma el
. Sin mayores precisiones las dos

@

Wl

(= LT = L2
wWe)=-—"1_ 7> H2\B) =771 7
1—§z 1—§z

Es claro que, si ademds requerimos que el inverso de H(z) sea estable y causal
debe ser necesariamente:

H(z) = Hi(2)
Im H(z) Im Hy(2) Im
G(z) .1 12) 1 2(2 1
Re Re R
1 1 2 3 -1 1 1 1 2
1 -1 T
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Sistemas de fase minima V

Supongamos que deseamos encontrar la funcién de transferencia H(z) de fase
544 cos(£2)

718 cos()) * Entonces:

minima que cumple |H(Q)[? =
54 2e7? 4 2¢79)
17 + 4e32 + 49 =9
5422+ 2271 2+52+222  (1+22)(2+2)

T4 4z 44271 441724422 (1+42)(4+2)

|H(@Q)? =

Tomamos las raices con |z| < 1

. 1+ 2z
T 144z

H(z)
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Sistemas de fase minima VI

Algunos comentarios:
@ Si el sistema de fase minima H(z) queda compuesta en forma unica por
todos los polos y ceros de G(z) dentro del circulo unidad con su ROC dada
por

ROC {(2)} = {= € C:[sl > max |, pi polos de G(:)}
P

@ También se pueden definir los sistemas de fase mdzima. Son aquellos
sistemas estables y anticausales cuyos polos y ceros se encuentran fuera del
circulo unidad. De esta forma, el sistema inverso a un sistema de fase
maxima es también estable y anticausal. Dichos sistemas también quedan
caracterizados completamente sélo conociendo |H (e7)| y quedan
compuestos en forma tnica por todos los polos y ceros de G(z) fuera del
circulo unidad con su ROC dada por

ROC{H(z)} = {z eC:|z| < |rnln |pk|, pr polos de G’(z)}
P

@ Es posible probar que cualquier sistema H(z) con transferencia racional
(totalmente arbitrario) se puede factorizar como

H(z) = Hmin(z)Hap(Z)

donde Hypin(2) es un sistema de fase minima y Hap(2) es un sistema pasa
todo. Ademés |H ()| = |Hpmin (7).
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Sistemas de fase lineal generalizada I

Ya sabemos que cuando se quiere hacer procesamiento de senales con sistemas
LTI, muchas veces lo que queremos es que las senales a filtrar pasen sin distorsion
en una determinada banda de frecuencias

@ La ganancia |H(e’%?)| debe ser aproximadamente constante en dicha banda
de frecuencias.

@ La fase debe ser cero o lineal en dicha banda de frecuencias.

De la misma forma que lo definimos para sistemas de tiempo continuo, una
medida de la dispersién introducida por la fase de un sistema se da por medio del
retardo de grupo (definido para la fase extendida):

T(Q) = 7% arg H(e?%)

La fase de un sistema de tiempo discreto sera lineal si y sélo si:
T(Q) =«
La respuesta en frecuencia de un sistema con fase lineal se puede escribir como:

H(e??) = |H(e/)|e™I%
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Sistemas de fase lineal generalizada 11

Supongamos que
—JQa [9) _
oy { ¢ ] < 0. i SEn(e(n = a)
0 en otro caso m(n — a)
Notar que si 20 € Z es claro que: hin] = h[2a — n]
\ /
! [H()] oo N6 LH() o hn]
\\ 4
’\ Q
- ‘ ENE
AY n
o \ s g lié%%?%@

De hecho se puede probar que todo sistema de fase lineal con retardo de grupo
7(Q) = a y 2a € Z satisface la siguiente condicién de simetria en la respuesta al

impulso
h[n] = h[2a — n]
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Sistemas de fase lineal generalizada 111

Es posible ser un poco més general y definir un sistema de fase lineal generalizada
como
H(e7?) = A(e?)e1(a0+h)

donde a, 8 € Ry A(e7) es una funcién real que puede tomar valores positivos y
negativos. Notar que a pesar que A(eJQ) introduce saltos de fase de 7 cada vez
que dicha funcién cambia de polaridad, ello no supone un problema. De hecho

para este caso también tenemos
T(Q) =«

De esta forma los sistemas de fase lineal generalizada no presentan tampoco
distorsién de fase (y engloban como caso particular a los sistemas de fase lineal).
Es posible probar que una condicién necesaria sobre la respuesta de un sistema de
fase lineal generalizada es:

i h[n]sin (Q(n —a) + 8) =0, VQ

n=-—oo

Dicha ecuacién no es una condicién suficiente para encontrar un sistema de fase
lineal generalizada. Ademads no es facil de utilizar. J
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Sistemas de fase lineal generalizada IV

Sin embargo, tenemos el siguiente teorema (que no probaremos):

Un filtro h|n] real, causal, estable y con transferencia racional es de fase lineal
generalizada sty solo si es FIR y

h[n] = £h[N — n]

donde N + 1 es el largo de la respuesta al impulso h[n].

Algunas aclaraciones:

@ Notar que el teorema da condiciones necesarias y suficientes para obtener
sistemas de fase lineal generalizada. Si queremos que dichos sistemas sean
reales, causales, estables y su transferencia sea racional, necesariamente
deben ser FIR y tener la simetria mencionada en la respuesta al impulso. No
hay forma de salir estas condiciones!!

@ Esto no significa que no existan sistemas IIR que sean reales, causales y
estables y tengan fase lineal generalizada. Sin embargo, dichos sistemas no
tendran transferencia racional y por ende no se podran implementar por
medio de una ecuacién en diferencias a coeficientes constantes. Eso
claramente les resta mucha utilidad!!

@ En la practica no es una limitacién importante tener que restringirnos a
sistemas LTI FIR para implementar sistemas con fase lineal generalizada!!
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Sistemas de fase lineal generalizada V

Existen 4 clases de sistemas con fase lineal:
@ Tipo I: h[n] = h[N — n] con N par.
@ Tipo II: h[n] = h[N —n] con N impar.
@ Tipo III: h[n] = —h[N — n] con N par.
@ Tipo IV: h[n] = —h[N — n] con N impar.
Podemos ver facilmente que que estas condiciones implican

-N -1
H(z)=+2""H(z™") /\_/ Si zp es cero entonces 1/zg es cerol! )

Pole/Zero Plot

WL o .9 o
0] @ o0
o ° ©
o )
05 o
c o o
& )
g o 00 x40 o o)
g o
£ o o
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Sistemas de fase lineal generalizada VI

Polos y ceros
Im

——
0 —
2 Q
i1 o
Im 2— *
N Q
Re 1 \\ 0f—— -
a1 1 N\ T
Q T
1 3 0 b T F P
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Respuesta en frecuencia de los sistemas tipo I

h[n] =h[N —n]; N par; 8=0
N
H(Q) = hln]e 7"
n=0

N
=795 3 hin]ed A5 )
n=0

N P N N N N
— 19y Z h[n}ejg(f*n) +h [5} + Z h[n]ejﬂ(T*n)
n=0 n:%+l
QN N %71 (N o (N
=e 722 [5] + Z h[n}ejﬂ(77") + Z h[N — n]eijﬂ(?fn)
n=0 n=N_1

2
N

=t (¥ w2 3 wngeon (2 (3 )

Se pude demostrar que la amplitud de H(2) es simétrica.
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Respuesta en frecuencia de los sistemas tipo II

h[n] = h[N —n]; N impar; B=0
N
H(Q) =Y hlnje 7"

n=0

Xy (g —n)
e 2 Zh[n]e 2

n=0
53 N
:eijQ% h[n}ejg(fin)+ Z h[n]egﬂ(% n)
= n=F+}
N 1
. N 22 0 . N
_ il Bl E ) 4 S B — i)
n=0 n=N_1
2 2
N _ 1
2 2

Se pude demostrar que la amplitud de H(Q2) es simétrica. Ademds, H(w) = 0 no
siendo utilizados como filtros pasa altos ni rechaza banda.
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Respuesta en frecuencia de los sistemas tipo III

h[n] = —h[N —n]; N par; h (g) =0; B= g

N
Q) = Z hln]e~75n
n=0

N
= eijQ% E h[n}egg(%in) —+ Z h[n]e]Q(%*")
n=0 n:%+1
5-1 0
= eijﬂ% Z h[n}ejﬂ(%in) + Z h[N — n]efjﬂ(%in)
n=0 nzgfl
Y y-1 B!
=197 Z h[n] eJQ Z h[n]e_JQ -n)
n=0

—i(3-2%) }o ]Zlh[n} sin (Q (g - n))

Se pude demostrar que la amplitud de H(f2) es antisimétrica. Adem4s,

H(0) = H(m) = 0 no siendo utilizados como filtros pasa altos ni pasa bajos ni
rechaza banda.
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Respuesta en frecuencia de los sistemas tipo IV

h[n] = —h[N —n]; N impar; B = g

N
H(Q) =Y hlnje 7"
n=0
N
= eijg% Z h[n]egﬂ(%in)
n=0

33 v

= e_jg% h[n}ejg(%_n) + Z h[n]e]Q(%_")
"= "5t}
N 1
272 n

=793 h[n}eﬂg( 2 4 Z h[N — n]efjﬂ(%fn)
"= —

\
o}

d
—~
Nl=

i

2
w2
[N}

o
=
=B
@,
=
/N
2
7N
v

|

3
N————
N———

Se pude demostrar que la amplitud de H(f2) es antisimétrica. Ademés, H(0) =0
no siendo utilizados como filtros pasa bajos ni rechaza banda.
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Ejemplos

Polos y ceros LH(Q)




Realizacion de sistemas LTT en tiempo discreto I

Nos concentraremos en sistemas con transferencia racionales definidos por:

H( _ Z}JCVI:() bkz_k
z) = P —
L+ > k= a2z

En el dominio del tiempo:
N M
y(n) = apy(n—k)+ > _ bpz(n — k)
k=1 k=0

La pregunta es como implementar esto de la forma mas eficiente posible?

La eleccién de una forma particular de realizacién de un sistema dependera de
varios factores.

@ Modo de funcionamiento: tiempo real o batch.
@ Complejidad computacional: tipicamente niimero de multiplicadores.

@ Requerimientos de memoria: elementos necesarios para almacenar
pardmetros de los sistemas, entradas, salidas, etc.

@ Efectos de precision finita: fundamentalmente cuando los sistemas se
realizan con plataformas que trabajan en punto fijo.

@ Otras consideraciones: paralelizacién, modularidad e integracién VLSI, etc.
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Realizacion de sistemas LTT en tiempo discreto II

Existen muchas formas de realizaciones de sistemas en tiempo discreto:
@ Formas directas: formas en cascada y en paralelo.

Formas traspuestas: formas en cascada y en paralelo.

Frequency sampling structures.

Realizacién mediante variables de estado.

Estructuras lattice y lattice-ladder.

Wave digital filters.

Técnicas de aritmética distribuida.

En general no existe una técnica ideal: la eleccién de una en particular se hard en
funcién de cual de los factores explicados mas arriba tiene méas peso en nuestra
plataforma de implementacién.
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La formas directas de implementacién se pueden esquematizar como

x(n)

Esta estructura se denomina
forma directa tipo I y
requiere:

@ N + M sumadores

. .
M ° simples.
P @ N + M elementos de
M- . . , .
B memoria dindmica
z (senales).

@ N + M elementos de
memoria estatica
(coeficientes).

@ N + M multiplicadores.
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Realizacion de sistemas iempo discreto IV

Los diagramas en bloques se pueden cambiar sin modificar la funcién transferencia
total. Por ejemplo la forma directa tipo I obedece a

M
H(z) = Hi(2)Ha(z) = <1+2lek> <Z bkzk>
k=1%k? k=0

Esto puede escribirse también:

H(z) = H2(2)Ha1(2 <Z brz™ > (M)
he1 OKkZ

Esto da lugar a la forma directa tipo II.
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Realizacion de sistemas en tiempo discreto V

Esta estructura se
denomina forma directa
tipo II y requiere:

b & o N+ M
multiplicadores.

b, i @ N + M + 1 sumadores
: simples.

. @ max{N, M}

g elementos de memoria
D dindmica (senales).

=
2
S
=Y
I
S

ym

|

al

@ N + M elementos de
memoria estatica
(coeficientes).

S
o] e Hoet ]
S
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Realizacion de sistemas LTT en tiempo discreto VI

Ejemplo:
14521
H(z) =
(2) 1—1.227140.3622
x(n) oD y(n) x(n) ~ ~ y(n)

-0.36

Forma directa tipo I Forma directa tipo IT

formas de realizar el sistema pueden tener diferencias cuando se introducen los

Ademsés de tener ciertas diferencias en cuanto a los recursos necesarios estas dos
efectos de cuantizacion. J
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Realizacion de sistemas LTT en tiempo discreto VII

Estas formas pueden utilizarse para generar dos implementaciones bésicas para
sistemas IIR usando secciones de segundo orden

@ Formas en cascada

@ Formas en paralelo

El uso de estas implementaciones tienen consecuencias importantes en el

comportamiento de los filtros cuando son implementados en precisién finita.

En el caso de las formas en cascada la idea es factorizar H(z) (con coeficientes
reales) como:
M - M. — . —
H(z) = 1,2, (1 —arz” D2 (- ez H(A —cz™)
- 7N _ N. _ . —
Hk=11(1 — bz 1) Hkil(l —dgz 1)(1 - dkz 1)

En esta expresion:
@ Existen M; y Nj ceros y polos reales.
@ Existen My y Na ceros y polos conjugados.
@ M =M +2Ms y N = Nj +2N>.
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Realizacion de sistemas LTT en tiempo discreto VIII

Suponiendo que M < N y combinando los factores reales y los pares complejos
conjugados en en factores de segundo orden podemos escribir:

ﬁ bok + b1zt + bogz 2

H(z) =
(2) 1—ajpz=! —aguz—2

k=1

con L = [(N 4 1)/2]. Si existen un nimero impar de ceros o polos reales
tendrfamos para alguno de los factores bog, = 0 y/0 asx = 0. Cada una de las
secciones de segundo orden se puede implementar usando formas directas tipo I y
tipo II. Por ejemplo usando una forma directa tipo II para cada seccién:

x(n) z(n) b, y(n)
O,

z[n] = a1xz[n — 1] + agkz[n — 2] + z[n]

y[n] = boxz[n] + bipz[n — 1] 4 bagz[n — 2]
k=1,...,L

ver facilmente que para cada una de ellas la entrada z[n] se corresponde con la

Cuando estas secciones se encadenan como parte de un sistema mayor se puede
salida de la seccién anterior. J
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Realizacion de sistemas LTT en tiempo discreto IX

Algunos comentarios:

@ Dado que las formas directas tipo II requieren el nimero minimo de
multiplicaciones y elementos de memoria lo mismo puede decirse de el filtro
total generado con esas secciones de segundo orden.

@ En principio se podrian usar secciones de otros érdenes (por €j. secciones de
cuarto orden). La eleccién de secciones de segundo orden viene dictada por
consideraciones de facilidad de andlisis (efectos debido al uso de precisién
finita) e implementacidn.

@ Existen L! formas diferentes de ordenar las diferentes secciones de segundo
orden. Cualquiera de dichos ordenamientos da lugar a la misma
transferencia total. Sin embargo el comportamiento cuando se incluyen los
efectos de precisién finita pueden ser muy diferentes.

@ En el caso analizado cada estructura de segundo orden requiere 5
multiplicaciones. Es posible implementarlas con sélo 4 multiplicaciones
(imponiendo bgy, = 1 y multiplicando por una constante C' apropiada la
salida total del sistema). A pesar de dicho ahorro en capacidad de célculo
generalmente se implementan las versiones con 5 multiplicaciones debido a
que tienen un mejor comportamiento cuando la implementacién se realiza en
precisién finita.
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Realizacion de sistemas LTT en tiempo discreto X

Para el caso de una implementacién en paralelo la idea es utilizar fracciones
simples para representar la transferencia racional H(z) como:

N1
B IS
k=0

%‘o’: Dp(1 —exz™1)

- frzm (1 = frzmt)’

— Cpz—

donde N1 = M — N y N = N2 4+ 2N3. Los polos reales se pueden agrupar en
parejas de forma tal de obtener:

N1 L _1
b b
:ZA’“ZA"'Z (bor + b1kz™1)
k=0 b=

— l—ayzt - agpz=2’

donde L = [(N +1)/2].

Las implementaciones en cascada pueden tener ciertas ventajas como ser una
mayor robustez a errores debidos a overflows por sumas cuando se trabaja en
complemento a 2 y el nimero de secciones es grande. No obstante, en general no
es posible preveer con facilidad el efecto de la cuantizacién de los coeficientes en la
transferencia total.
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Realizacion de sistemas LTT en tiempo discreto XI

Podemos aplicar las estructuras anteriores al caso de un sistema FIR:

M
H(z) = hlk]z"F
k=0

La formas directas tipo I y tipo II se reducen a la misma estructura:

x(n)

h(0) Y e o h(M-1) h(M)

@ En general esta estructura se la conoce también como filtro transversal o
linea de retardo.

@ Se requieren M elementos de memoria dindmica, M + 1 de memoria estatica
y M + 1 multiplicaciones.

@ Muchos pDSP poseen un set de instrucciones optimizado para la
implementacién de estas estructuras directamente.
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Realizacion de sistemas iempo discreto XII

Es claro que es posible también escribir:
L
H(z) = H (bok + b1kz™ " + bz ™?),
k=1

donde L = | (M +1)/2]. Si M es impar alguno de los by serd igual a cero. Cada
seccién se puede representar como:

x(n) yn)

Para esta estructura valen los
mismos comentarios que para
el caso IIR correspondiente!!
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Realizacion de sistemas en tiempo discreto XIII

Se sabe que un sistema estable y causal sera de fase lineal generalizada si y solo si
es FIR y :

h[M —n]=h[n] 6 h[M —n]=—h[n] n=0,1,..., M

Por ejemplo si M es par esta simetria se puede explotar para tener:

x(n)

 h(M/2)
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Realizacion de sistemas LTT en tiempo discreto XIV

Es importante notar que para filtros con fase lineal generalizada los requerimientos
computacionales son:

@ M elementos de memoria dindmica y M/2 4 1 elementos de memoria
estdtica (M par) y (M + 1)/2 elementos de memoria estdtica (M impar).

@ M/2+ 1 multiplicadores (M par) y (M + 1)/2 multiplicadores (M impar).

Es posible explotar también la simetria inducida por la fase lineal generalizada
para generar estructuras en cascada con sistemas de primer, segundo y cuarto
orden que también tienen fase lineal generalizada. De esta forma un sistema de
fase lineal generalizada se puede obtener como una estructura modular en cascada
de sistemas de fase lineal generalizada simples!!
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Temas para leer por cuenta propia

Lectura obligatoria
@ Pares transformados comunes (Tabla 3.1 de Oppenheim and Schafer).

@ Transformada inversa y propiedades (Secciones 3.3 y 3.4 de Oppenheim and
Schafer).

@ Evaluacién geométrica de la transformada de Fourier a partir del diagrama
de polos y ceros (Seccién 10.4 de Oppenheim and Willsky).

o Algebra de la funcién del sistema y representacién en diagrama de bloques
(Seccién 10.8 de Oppenheim and Willsky).

@ Transformada Z unilateral (Seccién 10.9 de Oppenheim and Willsky).

@ Respuesta en frecuencia de funciones de transferencia racionales (Seccién 5.3
de Oppenheim and Schafer).

@ Sistemas pasatodo (Seccién 5.5 de Oppenheim and Schafer).

@ Sistemas de fase minima (Seccién 5.6 de Oppenheim and Schafer).

@ Sistemas de fase lineal generalizada (Seccién 5.7 de Oppenheim and Schafer).
Lectura optativa

@ Estructuras de sistemas en tiempo discreto (Capitulo 6 de Oppenheim and
Schafer).
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Algunos ejercicios I

o
2]
o
o
o
o

Ejercicios 3.6 - 9.16 de Oppenheim and Schafer.
Ejercicios 3.34 - 3.41 de Oppenheim and Schafer.
Ejercicios 3.47 - 3.51 de Oppenheim and Schafer.
Ejercicios 5.4 - 5.15 de Oppenheim and Schafer.
Ejercicios 5.29 - 5.37 de Oppenheim and Schafer.
Ejercicios 5.43 - 5.55 de Oppenheim and Schafer
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Tiempo de consultas

; Preguntas?
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