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Por qué muestrear una senal de tiempo continuo?

Las senales del mundo real son de naturaleza analdgica.

La extraccién de informacién relevante a partir de ellas requiere su procesamiento
a través de sistemas adecuados (LTIs o no) de tiempo continuo. El disefio de
dichos sistemas en tiempo continuo puede ser complejo y caro!!

En los ultimos afios han existidos enormes avances en la microelectrénica:
@ Procesadores mas rapidos y poderosos.
@ Procesadores mas pequenos.

@ Procesadores de muy bajo consumo.

En dichos procesadores es muy fécil implementar, mediante un algoritmos
adecuados, sistemas de tiempo discreto que permitan procesar y obtener
informacién a partir de senales de tiempo discreto.

El puente entre el mundo analdgico de los senales de interés y el mundo digital
donde el procesamiento es mas simple y barato es lo que se conoce como muestreo
o sampling: obtener una representacién de una senal de tiempo continuo, lo méas
fiel posible, mediante una senal de tiempo discreto!!
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Senales analdgicas, discretas, cuantizadas, digitales,...

Entrada Salida

Sensor temperatu

Micréfonc

J\n/\/\/\/\ + ruido = /\/\j\/‘\ R

Sefal analégica degradada
Sefal analégica deal (5@ ha perdido la informacion)

JMMIL +rido=

J\01HID|0 n|o1o1nJ\

gl Seral digtal degradada
SeaauIESd (1a informacién se ha conservado)

[

|
Fuentes: https://www.edu.xunta.gal/centros/iesblancoamorculleredo/aulavirtual/pluginfile.php/
20936/mod_resource/content/0/Apuntes/electronica_digital.pdf
https://tecnosantaeugenia.es/comunicaciones/comunicaciones5.html
https://users.exa.unicen.edu.ar/catedras/pdi/FILES/TE/CP1.pdf
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Muestreo y reconstruccion I

Nos concentraremos en lo que se denominara muestreo periédico o uniforme. En
ese caso muestrear una sefial es generar una secuencia de tiempo discreto segin:

z[n] = zc(nT), n € Z,

donde T es el periodo de muestreo y z.(¢) es la senial de tiempo continuo.

La clave es asegurar que las muestras z[n| con n € Z provee la misma informacién
que la senal original z.(t) o lo que es lo mismo, si es posible reconstruir z.(t) con
solamente los valores z[n]. Sorprendentemente esto es cierto para una clase
particular pero bastante amplia de senales de tiempo continuo!!

;Da lo mismo usar cualquier valor de 7?7
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Muestreo y reconstruccion IT

Un conversor A/D serd modelado para nosotros de la siguiente forma:

Conversor A/D

! 1
1p(t) I

a(t) | 2,(t) | Conversor de tren de Vln] = o(nT)
x impulsos a secuencia de f——t——3

tiempo discreto

p(t)
1A
oo
pO = 3 8t —nT)
n=-—oo t
2 (t) = 2e(O)p(1) B
o0 » R 20
= > @(t)s(t —nT) A e
n=-—oo T S S
1,
2T T 0 T 2T 3T aT 5T
Este es un modelo matematico adecuado para el ADC. En lo que sigue
analizaremos la accién de este sistema en el dominio de la frecuencial!! J
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Muestreo y reconstruccion I11

Vemos que p(t) = xc(t)p(t) = > pe oo ©c(t)d(t —nT). En el dominio del tiempo
dominio de la frecuencia tenemos que:

Xp(jiw) = 5 Xelj) = Pj)

Sabemos que:
oo

P(jw):g%r > d(w — kws)

k=—o0

donde ws = 2% es la frecuencia de muestreo o frecuencia de sampling. Es claro

entonces que podemos escribir:

Xp(j) = 7 3 Xelilewo = k)

k=—oc0

Xc(jw) centradas en frecuencias kws con k € Z!! Esas copias se pueden solapar, en

Vemos que la transformada de Fourier z,(t) es una sucesién de copias de la
funcién de las caracteristicas de X.(jw) y del valor de ws!! J
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Muestreo y reconstruccion IV

Xe(jw)
/1\

-w w w

 P(jw)

AF

—2ws —Ws ws 2w w

lXp(jw)

T

AVAVA

—2uw, —ws rn

—ws + W

ws—W

Vemos que si X¢(jw) = 0 para |w| > W y si 2W < w; las replicas no se solapan!! )
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Muestreo y reconstruccion V

1
- 0 W w
P(jw)
2m
AT
—2ws —wg w 2w w
lX,,(]'»'Af)
T
M N7 N7 N
/ v \ \
\ \,
/ //\\ 1, ya \\ //<\ AN

Vemos que aunque X.(jw) = 0 para |w| > W si 2W > ws las replicas se solapan!!

Existe aliasing!! Si z.(t) no fuera de banda limitada, las replicas se solaparian
para cualquier elecciénd de wg!!
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Filtrado antialiasing

- - -H(w)

W
w,
2 3

Si nuestro objetivo es obtener una representacién fiel de una senal mediante

muestreo siempre tenemos que usar un filtro antialiasing! SIEMPRE!!!
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Muestreo y reconstruccion VI

Supongamos que X.(jw) = 0 para |w| > W

y si 2W < ws. Sea Hyp(jw) un filtro

pasabajos ideal con frecuencia de corte W < w. < ws — W y ganancia T'.

—w,

We

H,(jw)

—2w, —Ws -W

Es claro que:

Xp () () = 7= >0 Xeli(

k=—oc0

Recuperamos la sefial original z.(¢)!! En el
no seria posible, ya que dicho solapamiento

w — kw)) Hr(jw) = Xe(jw)

caso en el que hay solapamiento esto
altera el espectro original de z(¢)!!

J
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Muestreo y reconstruccion VII

La sefial @ (t) puede escribirse claramente como:

oo oo

zp(t) = Y @(T)S(t—nT)= Y an]s(t—nT)

n=—oo n=—oo

De esta sefial podemos obtener (usando el conversor de tren de impulsos a
secuencias en tiempo discreto) las muestras z[n] = z.(nT).

De esta forma es claro que z,(t) y x[n] = z.(nT) son equivalentes y contienen la
misma informacién ya que a partir de la secuencia x[n] puedo volver a generar la
sefial zp(t) generando impulsos equiespaciados en T' con peso z[n]!!

Conversor D/A

Conversor de secuencia | 4.

———| de tiempo discreto a
tren de impulsos

wel(t) puedo recuperar la sefial z.(t)
cuando X.(jw) = 0 para
|w| > W y si 2W < ws!!

]

I

) Usando las muestras z[n]
I

]
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Muestreo y reconstruccion VIII

annon)

Sea xc(t) una senal de banda limitada que cumple:

Xc(jw) =0 |w| > W

La senal zc(t) queda determinada en forma dnica por las muestras
z[n] = zc(nT),n € Z si la tasa de muestreo T satisface:

2T ow, T< T
Ws = — 5 e
ST w

ws = 2W se denomina frecuencia de Nyquist.

@ Notar que la frecuencia de muestreo ws tiene que ser estrictamente mayor a
2W. Muchas veces el resultado del teorema es cierto con ws = 2W pero
otras veces no.

@ Este teorema revela una condicién necesaria suficiente para reconstruir una
senal de banda limitada a partir de sus muestras. Pero si uno impone més
restricciones a las sefiales z.(t) el teorema puede dejar de ser condicién
necesaria (por supuesto sigue siendo condicién suficiente).

@ El teorema se puede extender facilmente a senales de varias variables.
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Muestreo en la practica I

z(t) X(0) X(w)
/\ _
t B B o
(a) (d)
B(t) 5 | P(w)
2mP_1 2o y 27 Py
= o2nP_, I I 27 Py
* ‘ ‘ t
—r| T 37 5T t —2F, -F, F 2F, 3%
(b) (e)
z5(t) Pox(0) | X7
- —2F, B R 2F,  2x
(c) (f)

Fuente: Lathi, B., & Green, R. (2014). Essentials of Digital Signal Processing. Cambridge:
Cambridge University Press. doi:10.1017/CB0O9781107444454
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Muestreo en la practica II

pulse sampler ideal LPF

a(t) B(t) 2p(t) L HW) (1)

X() X;(@) z-]:l X ()

Xpw)= > PpX(w—kws)

Fuente: Lathi, B., & Green, R. (2014). Essentials of Digital Signal Processing. Cambridge:
Cambridge University Press. doi:10.1017/CB0O9781107444454
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Muestreo en la practica

x(t) X(w)
1 0.2
\ —
+ -+ t + ©
—0.2 0.2 t -3 5 27
(a) (d)
b(t) | Plw)
1 B 2#}5,1 27rPoK 27r}51
2mP_o 2
| ! ! f ™
—0.2 0.2 t —20 —10 10 20 bz
(b) (e)
z5(t) _ [ Xp(w)
1 0.2
A —
‘ﬂ\—oﬂ— - 1 Yy A } _
—0.2 0.2 t —20 —10 -5 5 10 20 b
(c) (f)
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Senales reconstruidas con aliasing [

Consideremos la sefial z.(t) = coswot

X(jw)

5
L
>
5

|
5] I—

-

T

€

R

“Ws —ws +wo

Ep--->
—>
|-

—ws

Xy (jw)
H,(jw)
i i
H H
—Wo—Ws T W0 | Ws-wo wo @
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Como era de esperarse si

ws > 2wy podemos reconstruir
perfectamente z.(t). Sin
embargo, en este ejemplo
vemos que si esa situacion no
se cumple lo que recuperamos
es:

zr(t) = cos (ws —wp) t

Como caso extremo, si

ws = wo vemos que la senal
reconstruida es una
constante!! La presencia de
aliasing impide la
reconstruccién de la senal
original!!
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Senales reconstruidas con aliasing II

z(t) =cos(2 m fo t +0)
zln]=z(nT)=cos(2m fon T+ 0)

y(t) =cos(2m (ﬂw%) t+6)
il =y(n ) =cos2n (fo+ ) nT+0)

1
cos 27rf0nT+27rkfnT+9)

=cos(2mw fon T +0)

(
=cos(2m fon T+ 21k n+0)
(
= z[n]
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Senales reconstruidas con aliasing I11

This test will
sample your knowledge
of DSP.

Sampling?!?!
Maybe I can
alias my way to

ho P : e AN
]\L\DC 1L\3C DQH{ )QJ’\

Videos de ejemplo.
https://www.youtube.com/watch?v=jWIcVP6GRfw
https://www.youtube.com/watch?v=ByTsISFXUoY
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nsformada de Fourier de la senal muestr

Podemos analizar como es la transformada de Fourier de la secuencia de tiempo
discreto z[n]. Denotaremos la frecuencia para la transformada de tiempo discreto

como 2. Sabemos que:
o0

X () = Z z[n]e= I

n=-—oo

Por otro lado dado que zp(t) = > o0 z[n]d(t — nT), tenemos que:

n=-—oo

oo

Xp(w) = > alnle ™"

n=-—oo
Vemos entonces que X (jw) = X(ejﬂ)‘Q . X(e7%T). De esta forma,
=w
) R
X (1) = Xp(jw) = = > Xe(j(w = hws))
k=—o0
Y la transformada de la secuencia z[n] se puede escribir como:

o1 £ 6(8-2)

k=—o0
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Transformada de Fourier de la senal muestreada 11

Vemos que la transformada de Fourier de z[n] es periddica como debe ser y que
estd directamente relacionada con la transformada X.(jw) de la sefial de tiempo
continuo original z.(¢). Estd claro que si X¢(jw) =0 V|jw| > W y 2W < ws no
tenemos aliasing y que

Q

X% = 1% (37 ) 0 € -mm)

Cuando no hay aliasing, la transformada de Fourier de la secuencia z[n] es una
version escalada en frecuencia de X.(jw)!! El factor de escala entre la frecuencia
de tiempo continuo y la frecuencia de tiempo discreto esta dado por:

w =

Q
T

Es claro que la frecuencia Q2 = 7 en la secuencia z[n] se corresponde a con la
frecuencia “’25 en la senal de tiempo continuo z.(t). El escalado en frecuencia es
béasicamente una normalizacién del eje de frecuencias en la senal de tiempo
continuo z.(t), tal que la componente de frecuencia més alta en dicha senal
(captada por un muestreo sin aliasing) se refleja siempre en 2 = 7 para la senal de

tiempo discreto.

4
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Conversion D/A 1

Es interesante analizar la reconstruccién de la sefial z.(t) a partir de las muestras
z[n], cuando las mismas son pasadas por un conversor D/A. Sea z,(t) la sefial a la

salida de dicho conversor:
Conversor D/A

L ]

1 1

1 1

! . 1

a[n] 1 Coqversor d(? secuencia | () ] 2 0)

i de tiempo discreto a H,(jw) |

| tren de impulsos :

I 1

1 1

L e e o o o o o o o o e e e e e -
Tenemos entonces que p(t) = > o> x[n]d(t — nT'). De esta forma podemos
escribir:

oo
zr(t) = Y azn]h.(t—nT)
n=—oo

Dado que

T |w fwe
Hr(]w) - { 0 |w| > We

con W < we < ws — W es facil verificar que:

T t
hr(t) = 2¢ inc (wc )

m ™
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Conversion D/A 11

De esta forma podemos escribir:

zr(t) = Z z[n] wCTsinc (ﬁ(t — nT))

™ ™

La ecuacién anterior se conoce normalmente como la ecuacién de interpolacion de
banda limitada y muestra como usando las funciones sinc podemos reconstruir la
senal original a través de sus muestras!!

Para mayor simplicidad de andlisis consideremos el caso donde w, = ‘*’—2*’ =7Z.
Entonces tenemos:
. t
hr(t) = sinc (f)
De esta forma la senal reconstruida es:
> 1 > 1
xr(t) = Z x[n]sinc (f(t - nT)) = Z zc(nT)sinc (f(t - nT))
n=—oo n=-—oo

Notar que hr(0) =1y que hy(nT) =0 paran = £1,+2,.... De esta forma es

claro que:
zr(mT) = zc(mT)
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Conversion D/A 111

Es mas: por el andlisis que hicimos en el dominio de la frecuencia tenemos que
2r(t) = zc(t) para todo t € R!! De esta forma con la hipétesis de que no hay
aliasing la ecuacién anterior da una forma alternativa de expresar la senal z.(t) en
funcién de sus muestras a intervalos regulares de 7'!! La funcién sinc normalizada
(que es la respuesta al impulso del filtro pasa-bajos ideal) interpola en forma
perfecta entre los impulsos de z,(t) para reconstruir la sefial de tiempo continuo
original!! Este siempre serd el caso con una senal de banda limitada con ws > 2W
y W <we <ws — W

0.8

0.6

0.4

0.2
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Conversion D/A TV
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Conversion D/A 'V

Notar que el interpolador de banda limitada usa funciones sinc. Estas pueden ser
muy complejas de implementar en la practica.
Conversor D/A
F-— - m— - mm - - == 1 Es facil probar que:

T .
Hy(w) = T'sinc (w—) e IwT/2
27

Conversor de secuencia z,(t) |1

|
1
1
1 . _ zr(t) !
————| de tiempo discreto a —
! tren de impulsos i 09 —— Interpolador de banda imitada
1 —— Retenedor de orden coro
1 :
1

xr(t) = Z z[n]ho(t — nT) "
= > ah]u(t—nT)—u(T —t+nT)] ws =10
n=—oo

= z[n] |n:{t7T<nT<t}
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Conversién D/A VI

— - —a(t) —o 2] e[ (t — (1)T)
Ty —
T A T T" lho(t - (2)7)

#l=2ho(t — (-2)T) il .
RN lho(t — (3)T)

a~1Jho(t — (~1)T) T_| .
‘ 3 n

5 \
- - -a(t) =3y alnlho(t —nT) —o 2]
z[0)ho(t — (0 B — ==
t | T
t
2 1 ‘ 1 2 3 4 5 2 . . B PR —
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Conversion D/A VII

t

Claramente no tenemos reconstruccién perfectal! Con este filtro no eliminamos las
copias sucesivas del espectro original inducidas por el muestreo!! Es el costo que
pagamos por trabajar con un filtro de reconstrucciéon mas simple que el
interpolador ideal!! No obstante si T es lo suficientemente grande la aproximacién
a la senal original puede ser suficiente para muchas aplicaciones. Los conversores
D/A comerciales tipicamente implementan un retenedor de orden 0 (aunque
pueden aplicar algin tipo de compensacién interna)!!

_____ Comemor DA . 1. ofwT
r ! H; (jw) = —sinc” | —
: ! T 27
1
1 () 1 . .
afn] | _ | Conversor de secuencia | 4, (1) M ) Este filtro es un interpolador lineal!
—— > detiempo discretoa L ——> ELENSACENG .
|| en deimputsos g — : También se lo conoce como retenedor
1 1 de orden 1!!
1 1
b e e e e e e .
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Conversion D/A VIII

- = —z.(t) —o z[n]

z[1]h (t — (1)T)

T =

0 1 2 3 4 5

2[~2ha(t — (=2)T)

I

ﬁ\ ¢ 2 1 1 2 3 4 s
z[3]hu(t — (3)T)
a1~ (-1)T)
: ¢ 2 1 1 2 3 4 5
- = =—xz.(t) _Zi:‘—z z[n)hi(t — nT) —o z[n]
z[0]h (t = (0)T)
t T t
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Conversion D/A IX

Podemos en general considerar los retenedores de orden k que proporcionaran
para valores de k crecientes vada vez mejores aproximaciones a la sefial de tiempo
continuo original:

. 1 wT
Hy(jw) = ﬁsmck (2—)

1 T T T T T

= |nterpolador de banda limitada
0.9 Retenedor de orden cero N
Retenedor de orden 1
0.8 Retenedor de orden 2 -
Retenedor de orden 3
0.7 : 1
0.6 4
°
2
8 05F 1
E
<
0.4 9
031 4
021 1
0.1 i
e i :
-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20
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Procesamiento en tiempo discreto I

La posibilidad de poder muestrear una sefial de tiempo continuo y poder volver a
recuperar la senal original a partir de sus muestras permite que muchas
operaciones de procesamiento de una sefial se puedan realizar en tiempo discreto.
Esto es:

Conversor A/D Conversor D/A
----------------- | R

1 1
I . 1

) h Procesamiento |

Conversor de tren de } aln . yin] | | Conversor de secuencia | y, (1)

impulsos a secuencia de en tiempo 12 de tiempo discreto a

tiempo discreto ! . | tren de impulsos
! discreto '
1 1

Con el advenimiento de procesadores mas potentes, pequenos y baratos esta
metodologia de trabajo se ha vuelto algo estdndar en ingenieria electrénica. De
hecho, es muy dificil hoy en dia encontrar aplicaciones o dispositivos donde el
analisis y la extraccién de informacién de una senal de tiempo continuo no se
realice sobre una secuencia de tiempo discreto que resulta del muestreo de la senal
de interés originall!
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Procesamiento en tiempo discreto 11

La etapa de procesamiento en tiempo discreto se puede modelar como un sistema
de tiempo discreto. Dependiendo de la naturaleza del procesamiento a realizar
dicho sistema puede ser no lineal y variante en el tiempo

Sin embargo, nosotros nos restringiremos al caso en el que el procesamiento en
tiempo discreto se puede modelar como un sistema LTT!! J

Dado que el sistema serd LTI, lo podemos representar con su repuesta al impulso o
lo que es lo mismo con su respuesta en frecuencia:

Conversor A/D

y
Conversor de secuencia |
de tiempo disereto a
tren de impulsos

ln) . yln)

Hd(e]Q)

Conversor de tren de
impulsos a secuencia de
tiempo  discreto




Procesamiento en tiempo discreto III

Sabemos que la transformada de Fourier de z[n] vale:

X (ejQ) = %Xc (j%) Qe [—m, )

para el caso en el que no hay aliasing. De esta forma la sefal y[n] a la salida del
sistema de procesamiento discreto se puede escribir como:

v (%) = Hy (¢9) X () = %Hd () X (a%) Q€ [-mm)

La sefial de tiempo continuo y.(t) se puede escribir como:
. 1 i . .
Ye(jw) = fHd(ej‘”T)Hr(Jw)Xc(Jw), weR
Vemos que en el caso en que la sefial z.(t) es de banda limitada y el muestreo se
realiza de acuerdo al teorema del muestreo para que no exista aliasing, tenemos

que la cascada es equivalente a un sistema LTI con respuesta en frecuencia:

He(jiw) = 2 Ha(eT) Hr )
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Procesamiento en tiempo discreto IV

El caso particular en que Hy(w) es el filtro interpolador ideal con frecuencia de
corte we tenemos que:

oy = { Ha(@@h)  w| <we
Hc(]w) - { 0 Iw‘ > We

Nuevamente es claro que el filtro equivalente en tiempo continuo es el filtro de
tiempo discreto Hg(el?) con el tipico escalamiento en frecuencia dado por:

Q
w=—
T

De esta forma partiendo de (1) y asumiendo que el filtro interpolador es el ideal y
el muestreo no presenta aliasing, podemos disenar el filtro de tiempo discreto
Hd(ejﬂ) a partir de la respuesta en frecuencia total del sistema deseada
proporcionada por He(jw)!!
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Procesamiento en tiempo discreto V

Ejemplo: Supongamos que tenemos un sistema de muestreo donde el filtro Hr. (Jw)
corresponde al retenedor de orden cero. Quisiéramos disenar el filtro Hy (679) para
precompensar al distorsion introducida por dicho retenedor. Vamos a partir de:

. 1 i .
He(jw) = fHd(eJWT)HT(JW)
Buscamos entonces que:

Notar que, si X.(jw) es de banda limitada a
W podemos pedir que la frecuencia de corte
del filtro H.(jw) esté en cualquier valor que
satisfaga W < w. < ws — W, asumiendo que
ws > 2W. En este caso hemos elegido la
frecuencia de corte igual a la mitad de la
frecuencia de sampling.

5
{
£
Il
—
—
£
A
wolEolE

Sabemos que:

T )
H,(jw) = Tsinc (w—) e IwT/2
2T
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Procesamiento en tiempo discreto VI

Podemos escribir entonces:

LIwT/2 w
Hy(@oT) = § sne(gE) 1<
0 w] > %=

Expresando todo en funcién de la frecuencia de tiempo discreto 2 tenemos que el
sistema de tiempo discreto pre-compensandor que hay que ubicar en la cascada
tiene respuesta en frecuencia:

J2/2
0 e
Hy(e®) =~ ae[-mm
< 22
1nc ( o )
2 3
18 2
16 1
= a
a >
® 14 Io
T El
g
1.2 -1
1 -2
08 -3 i
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
Q Q
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Procesamiento en tiempo discreto VII

Ejemplo: Supongamos que deseamos implementar un sistema que retrase una
senal de tiempo continuo z(t) en una cantidad A. La respuesta en frecuencia del
sistema en tiempo continuo a implementar es:

H,(jw) = e 794

Dado que la sefial a procesar serd de banda limitada W y asumiendo que el filtro
H,(jw) es un pasabajo ideal con frecuencia de corte W < we < ws — W y ganancia
T tenemos que la respuesta en frecuencia de tiempo continuo deseada la podemos
escribir como:

e~ JwA

N |w] < we
Hc(]w) - { 0 le > We
Como H.(jw) = %Hd(ej“T)Hr(jw) tenemos que:
jory _ J €7 |w] < we
Ha(e?™7) = { 0 |w] > we

De esta forma el filtro de tiempo discreto a implementar es:

. _jQa/T
oy _ e 7 Q] < weT
Ha(e™™) = { 0 Q] > weT
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Procesamiento en tiempo discreto VIII

En el caso especial de que we = “5* tenemos que:

Hg(e?) = e 79A/T 10| < 7

[He(jew)] |Ha(e??)|

1 1
e w w — T e}
argH.(jw) argHy(e?)
Vi A ZN A

Vemos las diferencias y simulitudes entre el filtro de tiempo continuo deseado y la
implementacién del filtro de tiempo discreto equivalente!! J
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Procesamiento en tiempo discreto IX

De esta forma si la entrada es z.(t) (y obviamente de banda limitada) la salida al
sistema completo serd y.(t) = z<(t — A). En el caso particular que
ze(t) = %sinc(%) tenemos que z[n] = %J[n] Ademis:

(t) = 1 . t—A
Yye(t) = Tsmc T

Es claro que y[n] son las muestras de y.(t) tomadas a una tasa T. Entonces:

[n] 1 . A
n] = —sinc (n — —
= T
Entonces es claro que la respuesta al impulso del sistema Hy (ejQ) vale:

o =sine (- 2)

Si % es un entero es claro que h[n] = 0 [n = %] Entonces la operacién de retardo

de tiempo continuo deseada se puede implementar con un retardo en tiempo
discreto. Sin embargo, si % no es un entero, la operacién de retardo de tiempo
continuo deseada no se traduce en una operacién de retardo en tiempo discreto!!

Cuadl es la interpretaciéon de un retardo % no entero??
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Muestreo en tiempo discreto I

Hasta el momento hemos considerado el muestreo de senales de tiempo continuo.
Pero también podemos considerar el muestreo de senales de tiempo discreto.

El muestreo de senales de tiempo discreto obedece a los mismos principios que las
senales de tiempo continuo y las ideas de fondo son bésicamente las mismas!! J

Dada una sefial de tiempo discreto z[n] consideramos la siguiente senal:

[n] = z[n] sin es multiplo de M
Tpl = 0 en otro caso

TII? TI
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Muestreo en tiempo discreto 11

Podemos escribir:
oo
plnl = > d[n—kN]
k=—o0

zp[n] = x[n]p[n]

= i z[kN]d[n — kN]
k=—oc0

En el dominio de la frecuencia:

Xp(Q):%/ﬁ P(0) X (2 —0)do

27
i PO)X (2—0)do
2
Donde:
Z 5 (Q — kQs)
k——oo

donde Qs = QW“ es la frecuencia de muestreo.

Senales y Sistemas Muestreo e interpolacién
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Muestreo en tiempo discreto 111

Podemos escribir:

XP(Q):% %P(O)X(Qfe)da
1 272 & ok
=5/, 7k:2—:<>05(9_7)x<9_9)d9
27 2k
= 6— == )X (Q—-06)do
WRICSS

Notar que sélo los impulsos con 0 < k < N quedan dentro del intervalo [0, 27).
Entonces:

e g 2wk
Xp () = — 5 (6 — X (Q—-06)do
v@=5 3 [ oo ) :
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Muestreo en tiempo discreto IV

=2 Q 2r Q
X, (a)
1
N
Q-
—on W Q, 2 Q

lo que es lo mismo si 2W < Q5 !! Obviamente si 2W > Q; tenemos nuevamente

aliasing!!

Vemos que si la senal es banda limitada a W no existe aliasing si W < Qs — W, o J

Senales y Sistemas
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Muestreo en tiempo discreto V

Supongamos que X () = 0 para || > W y si 2W < Qs. Sea Hy (2) un filtro
pasabajos ideal con frecuencia de corte W < Q. < Qs — W y ganancia N.

X, (a)
MA ATATA AL
o -W 0 w Q, o Q
Es claro que:
1 Nl
Xp () Hr (2) = D> X (Q-kQ) Hr () = X (Q)
k=0

Recuperamos la sefial original z[n|!! En el caso en el que hay solapamiento esto no
serfa posible, ya que dicho solapamiento altera el espectro original de z[n]!! J
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Muestreo en tiempo discreto VI

Sea x[n] una seral de banda limitada que cumple:
XQ)=0|Q >wW

La senal z[n| queda determinada en forma tdnica por las muestras x[nN],n € Z si
la tasa de muestreo N satisface:

2 ™
Qs=—>2W, N< —
TN w

@ Notar que si W > 7 no serd posible muestrear una funcién de tiempo
discreto sin tener aliasing!

@ Este teorema revela una condicién suficiente para reconstruir una senal de
banda limitada a partir de sus muestras. Pero si uno impone més
restricciones a las sefiales z[n] el teorema puede dejar de ser condicién
necesaria (por supuesto sigue siendo condicién suficiente).

@ Si z[n| proviene del muestreo de una senal de banda limitada de tiempo
continuo con perfodo de muestreo T', el muestrear z[n] con perfodo N es
equivalente a haber muestreado la sefial z.(t) con periodo NT (sin
considerar los ceros en zp[n]!!) y no habré aliasing si el ancho de banda de
xc(t) es menor a .

Sefales y Sistemas Muestreo e interpolacién
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n en tiempo discreto

Podemos analizar la ecuaciéon de reconstruccion para el caso de muestreo de
tiempo discreto. Sea z[nN] la sefial muestreada. La respuesta al impulso del filtro

pasa-bajos ideal H, (€2) con frecuencia de corte Q¢ y ganancia N vale:
NQ. sin (Q

() = ¢ sin (Qcen)
T Qcn

La secuencia reconstruida vale z,[n] = xp[n] * hyr[n] o lo que es lo mismo:

_ > NQc sin (Qc(n — kN))
arlnl = Z z[kN] ™ Qc(n —kN)

k=—o0

Notar que z,[nN]| = z[nN] Vn € Z. Es més:

Por el analisis en frecuencia que hicimos sabemos que de hecho
zr[n] = z[n] Vn € Z!! J

Cuando en lugar del filtro pasa-bajos ideal usamos otro filtro reconstructor
tenemos: oo
zr[n] = Y a[kN]h.[n — kN]

k=—o0

Senales y Sistemas Muestreo e interpolacién 46/78



Decimacion y expansion en tiempo discreto I

En el caso de la sefial muestreada zp[n] vemos que por cada muestra existen N — 1
ceros. Es claro que si N estd bien elegido, toda la informacién de la senial original
z[n] estd contenida sélo en las muestras y no en los ceros.

Transmitir o almacenar toda la secuencia zp[n] es altamente ineficiente,
especialmente si N es grande!! J

Entonces, en funcién de esta observaciéon vamos a considerar la siguiente
secuencia, en la cual quitamos los ceros entre muestras:

z4[n] = 2p[nN] = z[nN], Vn € Z

xp[n]

N
3

z4[n]

!
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6n y expansion en tiempo discreto II

Podemos escribir:

(oo} oo

X4 (ej“’): Z zg[n)e Ivm = Z z[nN]e 7«m

n=-—oo n=-—oo

Sea k =nN, o lo que es lo mismo n = % entonces podemos escribir:

oo
Xq (/) = > alkle IR = N g (ke IR/ N
k:multiplos de N k=—o00
ya que zp k] vale cero para valores de k que no son multiplos de N. Entonces:

Xa (7)) = X, (¢7)

Y finalmente:

Z

-1 (% — 27k
eI\NTN
(o5 )

Xa (ej‘“) = %
k
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X (e7)
1

-w Iy o w
X, ()
1
“on _‘%r -w w 2W1r 2 w
X, (/%)
1
/\ N
—or -7 -NW 0 NW s o w

que no haya aliasing, el efecto de quitar los ceros (decimacidn), es expandir el
espectro de la secuencia original sobre una banda mayor de frecuencias!!

Si el espectro original X (e/*) es de banda limitada y N es elegido de forma tal J

Senales y Sistemas
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Decimacion y expansion en tiempo discreto IV

@ Si la secuencia x[n] proviene del muestreo de una sefial de tiempo continuo
zc(t), el proceso de decimacién, debido a que remueve los ceros de zp[n],
puede verse como la reduccién efectiva de la velocidad de muestreo T de la
sefnal continua z.(t) por un factor N, de forma tal que la velocidad de
muestreo total es NT.

@ Es claro que para poder decimar por algiin factor de N apropiado (N > 1) y
no tener aliasing, la senal z.(¢) debe haber sido muestreada con una
frecuencia ws > 2NW donde W es el ancho de banda de z(t) Por qué??

@ Si tengo una sefal z[n] cuyo ancho de banda no permite la decimacién por
un factor N de interés sin evitar el aliasing, para poder decimar se
necesitard reducir el ancho de banda de z[n]. Para ello se puede usar un
filtro pasa-bajos ideal de tiempo discreto con ganancia unitaria y frecuencia
de corte we < % que filtre las frecuencias de z[n] por encima de w.. Por
supuesto que en este caso de z4[n] no vamos a poder recuperar z[n]!! A
pesar ello esto puede ser til en algunas situaciones.

Esta estructura se denomina decimador.
T mEn El mismo decima por un factor de N.
—> _lj:]_ \N [— En general, ain cuando la senial z[n]
afn] —we Z zaln] =2[nN]  tenga banda limitada a §; la etapa de
filtrado pasa-bajos estara presente!!
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6n y expansion en tiempo discreto V

Vimos, entonces, como la decimacién de una senal de tiempo discreto es
equivalente al muestreo de una senal de tiempo continuo. Consideremos ahora la
posibilidad de “aumentar” la frecuencia de muestreo de una senal xz[n].
Consideremos la siguiente senal:

weln] = z[n/L] n es miltiplo de L
e 0 en otro caso

/l \T\

/.

n]
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(oo}

zeln] = > a[k]dn — kL]

k=—o00

La transformada de Fourier de x¢[n] puede calcularse como:

X (Q) i (i x[k]é[nkL]) e~ IGn

n=-—oo k=—oc0

= Z z[k] Z 8[n — kL]e” 7%
k=—o0 n=-—oo

= Z z[k}e_ijL
k=—o0

=X (L)

de Fourier es la transformada de la entrada con una compresién en el eje de la

La salida del expansor (el dispositivo que agrega ceros) es tal que su transformada
frecuencia por un factor L!! J
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Luego de la expansién en el tiempo, a través de un filtrado pasa-bajos, con
ganancia L y frecuencia de corte we < 7, podemos generar la sefial zi[n]!!

Muestreo e interpolacién
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Decimacion y expansion en tiempo discreto VIII

El filtro pasa-bajos tiene respuesta al impulso:

QL sin (Qen
o) = 8 Oe)

wen

Entonces la sefial z;[n] puede escribirse:

zi[n] =ze[n] * hy[n]

( Z x[k]&[n—kL}) * hy[n]

k=—oc0
= z:d@@mfkm*mmﬂ
k=—o0
o iy el sin (Qe(n — KL))

= Z z[k|

k=—o0

T Qc(n — kL)

Es claro que:

he0] = 1
he[kL] =0, k€ Z
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Decimacion y expansion en tiempo discreto IX

De esta forma tenemos que:

zi[n] =z[n/L], n=0,£L,+£2L,...

Si z[n] proviene del muestreo (sin aliasing) de una sefial de banda limitada en
tiempo continuo z(t), tenemos que:

T
x;[n] = zc (nf) , n=0,£L,+2L,...

Si z[n| proviene del muestreo sin aliasing de una senal z.(t) tenemos que la
operacién de expansion seguida de un filtrado pasa-bajos adecuado es equivalente
a un muestreo de la sefial z.(t) a una frecuencia L!! Del andlisis en la

frecuencia hecho tenemos que z;[n] = z. (n%) para todo n € Z!!

a[n) ze[n) L we <% Esta estructura se denomina expansor.
—>] fL > > El mismo expande o sobremuestrea por
—We Wo un factor de L.

Asi como en un conversor D/A podiamos usar otros filtros interpoladores ademads
del interpolador de banda limitada, aqui también podemos analizar la
implementacién de otros filtros interpoladores en el expansor!!
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Decimacion y expansion en tiempo discreto X
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Decimacion y expansion en tiempo discreto XI

Si z[n] = cos(2m foTsn), se obtuvo por muestreo de una sefial coseno,
cumpliendo con el teorema de Nyquist, responda:

@ Observando el primer grafico, jcual es el perfodo N de la senal z[n]?
@ Observando el segundo grafico:

(Cual era la frecuencia del coseno x(t)?

(Cual es la frecuencia del coseno z[n]?

; Cual fue la frecuencia de muestreo?

Dado que el médulo de la TF de una sefial coseno son dos 6(2)
en Yo j porqué no se observa esto en la grafica?

@ Observando los otros graficos:

o ;Cudl fue el factor de expansién L usado?
e Al comienzo de la figura 7 se observa una pendiente lineal y no
la forma esperada del coseno. Explique.
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Decimacion y expansion en tiempo discreto X

Lo hecho hasta ahora nos permite también generar una forma de cambiar la
frecuencia de muestreo de una sefial de banda limitada z.(¢) por cualquier factor

racional % haciendo procesamiento en tiempo discreto y sin necesidad en ningin

momento de volver en tiempo continuo. Si tenemos z[n] = z.(nT), con ws = 2%

podemos generar Z[n| = x. (n%) usando la siguiente estructura

“ ‘L > |L |l |\N "

—wer | Wel —We2 | Wea

z[n i Z[n]
e L e P B P

—We We

we = min {wer, wWea }
@ Los cambios de la frecuencia de muestreo de una senal continua usando
decimadores y expansores se conocen como resampleos.

@ Estas operaciones pueden ser computacionalmente costosas, especialmente si
L y N son grandes. Mediante el concepto de descomposicién polifasica se
puede reducir el costo computacional en estos casos.

@ El orden expansién-decimacién no es igual a decimaciéon-expansion.
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Cuantificaciéon 1

Hasta el momento hemos descripto el muestreo de senales considerando que los
conversores A /D tienen la siguiente estructura ideal:

Conversor A/D

Conversor de tren de
impulsos a secuencia de
tiempo discreto

Como mencionamos anteriormente esto es simplemente un modelo matemético de
un conversor ideal que es 1til para el analisis de las principales caracteristicas del
muestreo en el dominio de la frecuencia.

@ Claramente el proceso de tomar tomar la muestra x.(n7T") en la practica no
se hace con un tren de impulsos.

@ En general la muestra z.(nT) es un nimero real con infinitos decimales. En
la préctica, en una computadora, s6lo podemos representar niimeros con
finitos decimales.

Muestreo e interpolacién :1:4




Cuantificacion 11

s/H

Sample and hold »-|pdConCrsion —

o ( t) (Cuantizacion)

Iz

@ En cada intervalo T', un comando de S/H es enviado desde el médulo de
cuantificacién.

@ En ese punto el circuito de sample and hold mantiene el valor instantaneo de
la sefial de entrada x.(t) durante una duracién 7.

@ Gracias a que el valor de la entrada permanece constante, el médulo de
cuantificacién puede transformar el valor de la entrada en una descripcién
binaria con b bits.

@ Cuando el médulo de cuantificacién terminé su conversién (luego de T'
segundos) puede enviar otro comando S/H al circuito de sample and hold y
el proceso vuelve a comenzar.
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Cuantificacion 111

Notar que:

oo} (oo}

zo(t) = Y @e(nD)ho(t —nT) =ho(t)* | D we(nT)é(t —nT)

n=-—oo n=—oo
donde hq(t) es la respuesta al impulso del retenedor de orden cero.

Vemos entonces que la accién de un conversor A/D real se puede modelizar como
la modulacién por un tren de impulsos seguida de un filtrado por el retenedor de
orden cero!!

El disefio de conversores A /D precisos y rapidos es un drea muy importante de la
electrénica. Existen muchas variantes de circuitos, técnicas de conversién A/D y
problemas asociados con los mismos. Sin embargo, a grandes rasgos el proceso de
conversién de un conversor A/D comercial es como el que describimos!!

La caracteristicas mds importante de un conversor A/D comercial son su ancho de
banda (que tan rdpido puede tomar muestras de la sefial de entrada) y su
precisién (cudntos bits usa para representar las muestras tomadas)!! Estas son
basicamente las caracteristicas que uno “paga” cuando compra un conversor A/D!!)
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Cuantificacion IV

Nos interesard analizar basicamente la precisién del médulo de cuantificacién. La
accién del dicho médulo se puede resumir en:

toln] = Q (z[n])

donde @ : R — S es un operador no lineal y sin memoria, donde S es un conjunto
de M elementos. Los M valores a la salida de dicho sistema estan predefinidos. La
operacién de este sistema puede también descomponerse como:

x[n]
—

Cuantizador

>

Codificador

xc[n]
>

@ El cuantizador es el bloque que efectivamente transforma el niimero real a la
entrada en un nimero con finitos decimales.

@ El codificador selecciona para el nimero entregado por el cuantizador el
c6digo binario que lo representard.

Senales y Sistemas
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Cuantificaciéon V

Un cuantizador tipico tiene la siguiente caracteristica:

i
ol
o
]
el
g
g
ol
o

—2A

—3A]

2Xy

@ El cuantizador tiene rango dindmico igual a 2X s y permite considerar
senales que toman valores positivos y negativos. Si una entrada cae fuera del
rango dindmico el cuantizador recorta a la misma (clipping).

@ Los pasos de cuantificacién son uniformes.

@ Los valores de las muestras se redondean hasta el nivel de cuantificacién maés
cercano.
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Cuantificacion VI

Generalmente el nimero de niveles de cuantificacién es potencia de dos. Es decir,
M = 2(B+1) | Esto quiere decir, que cada nivel de cuantificacién se puede
representar usando B + 1 bits. El bloque de codificacién se encargara de asignar
las palabras de B + 1 bits a cada nivel de cuantificacién. Existen basicamente 2
esquemas que son los més utilizados:

@ Offset binario.

@ Complemento a dos.

Nivel de cuantificacién | Offset binario | Complemento a dos

—4A 000 100
—3A 001 101
—2A 010 110
—A 011 111

0 100 000

A 101 001

2A 110 010

3A 111 011

La mayoria de los procesadores digitales de sefiales (DSPs) implementan el
esquema de codificaciéon de complemento a dos, ya que el mismo permite realizar
operaciones aritméticas operando directamente sobre las palabras de cédigo!!
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Cuantificacién VII

En el sistema de complemento a dos el bit mas significativo es el bit de signo,
después del cual se considera que existe una coma. Es decir, por convencién se
considera que los nimeros representados estdn en [—1,1). Para B + 1 bits,
tenemos que un nimero en complemento a dos se representa como:

ap,aiaz ...ap, a; ={0,1}

El valor del nimero con la representacién anterior vale:
ic[n] = —a020 + a1271 + a2272 + -+ aBZ*B

La relacién entre las muestras cuantificadas y la palabra de cédigo usada por el
codificador se puede escribir:

Las muestras codificadas en binario son proporcionales a las muestras
cuantificadas!! Por esta razén se pueden usar como una representaciéon numérica
valida de las verdaderas muestras cuantificadas!!

Notar que: 2X s g
= 9B+1 — 9B
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Cuantificacién VIII

Es importante analizar el error introducido por un bloque cuantizador. Definimos
el error de cuantificacién e[n| como:

e[n] = z[n] — &[n]

Para un cuantizador que redondea al valor mas cercano:

A A
S <em <5
2 2

siempre y cuando
A A
—XM—E<LE[’VZ]SXM—E

Si z[n] queda fuera de este intervalo, el cuantizador truncard la salida y el error
e[n] no necesariamente cumplird que —% <e[n] < % Suponiendo que e[n] es
conocido, podemos escribir:

z[n] ] Z[n] oz Z[n]
——>| Cuantizador [—3 =

e[n]
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Cuantificacion IX

Lamentablemente e[n] no serd conocido siempre. Por esta razén, nos interesard
hacer un analisis de los errores introducidos por el cuantizador. Como en general,
no es posible saber con qué tipos de entradas un cuantizador va a ser usado seria
conveniente que:

@ El analisis deberia ser valido para un gran niimero de senales.

@ Debe ser independiente, en la medida de los posible, de las caracteristicas de
las sefiales z[n] a la entrada del cuantizador.

Por esta razén utilizaremos un modelo estadistico para modelar los errores. El
mismo partira de los siguiente supuestos:

@ La secuencia del error e[n] es una secuencia de variables aleatorias,
independientes, idénticamente distribuidas y con media cero.

@ La secuencia del error e[n] es estadisticamente independiente de la sefial de
entrada z[n].

@ Para cada n € Z, e[n] estd distribuida en forma uniforme sobre el intervalo
=5 %) (no hay clipping o truncamiento).

Aunque hay senales donde estas hipétesis no son ciertas (por ejemplo
z[n] = A Vn € Z). Sin embargo, como las senales del mundo real tienen
aleatoriedad estas hipdtesis son bastante acertadas (especialmente si A << 1)!!
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Cuantificacion X

Una medida de la degradacién que el ruido introduce en la senal de interés es la
relacidn serial-ruido (SNR):

0_2
SNR = 101log; (—g)
g

e

Donde 0'926 y ag son la varianza de la sefal x[n] y del error, respectivamente, con:

Reemplazando:

22812
SNR = 101logy, <a§2>
XM
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Cuantificacion XI

X
SNR = 10log; 12 + 20Blog;, 2 — 20 log;, (—M) (dB)
Ox

Observamos lo siguiente:
@ Por cada bit extra que nuestro conversor puede entregar tenemos que la
SNR aumenta 6 dB.
@ Cuanto méas pequena es o, con respecto al rango dinamico del conversor
X s mayor es la penalidad en SNR que debemos pagar.
@ Sin embargo, tampoco es conveniente aumentar mucho o, con respecto a
Xar. Por qué??

Cuando se usa un conversor A/D es necesario acondicionar adecuadamente la
amplitud de la senal analégica de entrada al rango dindmico del conversor!! J

Senales y Sistemas Muestreo e interpolacién 69/78



Cuantificacion XII

@ En algunos casos de interés o, se puede aproximar por el valor RMS de la
amplitud de la senal.

@ Por ejemplo si la sefial de tiempo continuo z.(t) es un seno de amplitud A,
tenemos que o, = A4

V2

Veamos algunos ejemplos entonces con funciones senoidales y el efecto de la
amplitud de dichas sefiales en la SNR de a la salida de un conversor A/D.

Para calcular el verdadero valor de la SNR vamos a usar la siguiente expresién:

>no #2[n]

SNR =
Snso €n]
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Cuantificacién XIII

°r a(t)
al w(t)
sl Zc(n]
oL
1L

S
0 L L L L L L L L |

0001 0002 0003 0004 0.0 0006 0007 0008  0.009

-1

2F  x(t) =4.5sin(2w100t)
3 fo=8kHz

-4+ NroBits =4 ;X =5.5
5+ SNRyp =23.04dB
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Cuantificacion XIV

° a(t)
ar wo(t)
3k —i?c[n]
oL

0.003 0.004

0.001 0.002

2+ x(t) =1.5sin(27100t)
3+ f,=8kHz

-4+ NroBits =4 ;X =5.5
5+ SNRyp =15.68dB
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Cuantificacion XV

—a(t)
sl o(t)
—Zcn
Al cln]
3l
s
1p s
0 L L L L L L L L |
ak 0.001 0.002 0.003 0.004 . 0.006 0.007 0.008
2 x(t) =7.5sin(2w100t)
3- fs=8kHz
-4+ NroBits =4 ;X =5.5
5+ SNR;p =12.53dB
2
s
0 _L 4> 07 ™
Qg 0.002 0.003 y £0.004 0.006 0.007 0.008 0.009
2+ . “
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Cuantificacion XVI

T a(t)
ap zo(t)
sl ——icln]
2
.
0 L L L L L L L L

0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 (e 870738 0.009
-1k

2 z(t) = 2+ 2.5sin(2w100t)
3+ fs=8kHz

-4+ NroBits =4 ;X =5.5
5+ SNR.z =21.81dB
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Cuantificacién XVII

Es importante tener una férmula para el término 20 log;, (ii—M> que nos permita
en forma general evaluar el nimero de bits necesarios para una determinada SNR,
deseada. En general se asume que la sefial z[n] tiene una amplitud que se

distribuye en forma gaussiana. Esta hipétesis funciona bastante bien para un gran

numero de senales de interés como voz o musica.

Con dicha hipétesis la probabilidad de que la amplitud de la senal supere el valor
de 30, es menor al 0.3 %. Entonces podemos acondicionar la senal analégica de
forma tal que o, = %!!

Entonces obtenemos: SNR = 6.02B + 1.25 (dB)

Por ejemplo para obtener una SNR del orden de 100 dB, que es algo usual para
audio de alta calidad tenemos que se necesita un conversor que proporcione una
cuantificaciéon de 16 bits!! Sin embargo hay que tener en cuenta que dicho nivel de
SNR se alcanzara solamente si la amplitud de la sefial de entrada se acondiciona
adecuadamente al rango dindmico del conversor!!

v

La clave es siempre aprovechar lo maximo posible el rango dindmico del conversor!!
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Temas para leer por cuenta propia

Lectura obligatoria

Reconstruccién de una sefial usando interpolacién (Oppenheim and Willsky,
Seccién 7.2).

El efecto del submuestreo (Oppenheim and Willsly, Seccién 7.3).

Procesado en tiempo discreto de sefales en tiempo continuo (Oppenheim
and Schafer, Seccién 4.4).

Procesado digital de senales analégicas (Oppenheim and Schafer, Seccién
4.8).

Lectura optativa

Tratamiento de sefiales multitasa (Oppenheim and Schafer, Seccién 4.7).

Sobremuestreo y conformacién de ruido en la conversién A/D y D/A
(Oppenheim and Shafer, Seccién 4.9)
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Algunos ejercicios I

o
2]
o
%]
(5]

Ejercicios 4.5, 4.8, 4.9, 4.12, 4.15, 4.19, 4.20, 4.22 de Oppenheim and Schafer.
Ejercicios 4.31, 4.35, 4.37, 4.38, 4.43, 4.44, 4.56, 4.57, 4.59 de Oppenheim and Schafer.
Ejercicio 4.53 de Oppenheim and Schaffer.

Ejercicio 7.21, 7.23, 7.24, 7.26, 7.27, 7.28, 7.29, 7.31, 7.37, 7.38 de Oppenheim and
Willsky

Ejercicio 7.41, 7.42, 7.43, 7.44, 7.50, 7.51, 7.52 de Oppenheim and Willsky.
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Tiempo de consultas

; Preguntas?
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