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Analisis de Fourier

/ Seﬁales\
Tiempo continuo Tiempo discreto
Periédicas Periédica
Transformada de Fourier
Transformada de Fourier de tiempo discreto
Serie de Fourier  (Frecuencias continuas) (Frecuencias continuas
(Frecuencias discretas) y periddicas)
Transformada de Fourier
Serie de Fourier de tiempo discreto de corto plazo
(Frecuencias discretas y periédicas) (Tiempo-Frecuencia)

Transformada Discreta de Fourier Transformada Rapida de Fourier
(Muestreo frecuencia continua) (Algoritmo)
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Transformada de Fourier en tiempo continuo I

Consideremos una senal z(t). Se define la transformada de Fourier de z(t) o
X(jw) = F{z(t)} como:

oo .
X (jw) :/ o(t)e¥tdt, w € R

—o0
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nsformada de Fourier en tiempo continuo I

Consideremos una senal z(t). Se define la transformada de Fourier de z(t) o
X(jw) = F{z(t)} como:

oo .
X (jw) :/ o(t)e¥tdt, w € R
— 00

cuando X (jw) esté bien definidal! Es decir la integral debe existir para todo w y

La definiciéon dada arriba de la transformada de Fourier tiene sentido siempre y
ser finita!! Esto por ejemplo se cumple si z(t) € L1(R). J
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Transformada de Fourier en tiempo continuo I

Consideremos una senal z(t). Se define la transformada de Fourier de z(t) o
X(jw) = F{z(t)} como:

oo .
X (jw) :/ o(t)e¥tdt, w € R

—o0

La definiciéon dada arriba de la transformada de Fourier tiene sentido siempre y
cuando X (jw) esté bien definidal! Es decir la integral debe existir para todo w y
ser finitall Esto por ejemplo se cumple si z(t) € L1 (R).

La transformada de Fourier F se debe interpretar como un operador que mapea
senales z(t) en un determinado espacio vectorial y entrega senales X (jw) en otro
espacio vectorial donde podamos obtener caracterizaciones tutiles de la senal
original. Serd de interés asegurar que dicho operador sea invertible. Esto es que
podamos encontrar un operador 7! que dada la transformada de Fourier X (jw)
nos permita recuperar la sefal original z(t)!
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Transformada de Fourier en tiempo continuo I

Consideremos una senal z(t). Se define la transformada de Fourier de z(t) o
X(jw) = F{z(t)} como:

oo .
X (jw) :/ o(t)e¥tdt, w € R

—o0

La definiciéon dada arriba de la transformada de Fourier tiene sentido siempre y
cuando X (jw) esté bien definidal! Es decir la integral debe existir para todo w y
ser finitall Esto por ejemplo se cumple si z(t) € L1 (R).

La transformada de Fourier F se debe interpretar como un operador que mapea
senales z(t) en un determinado espacio vectorial y entrega senales X (jw) en otro
espacio vectorial donde podamos obtener caracterizaciones tutiles de la senal
original. Serd de interés asegurar que dicho operador sea invertible. Esto es que
podamos encontrar un operador 7! que dada la transformada de Fourier X (jw)
nos permita recuperar la sefal original z(t)!

Gran parte del anélisis de Fourier se ocupa de lograr esto!
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Transformada de Fourier en tiempo continuo II

Como a > 0 = e~ (@+iw)t _5 0 cuando t — oo

x(t) = e *tu(t), a >0 1
£ . X(w) = .
X(w) = / z(t)e I¥tdt atjw
oo _ «a L w
- T a2 4 w? Tz + w?
= / efo‘tu(t)efj“”fdt — 1 67j1 an~ 1 ( “)
o0 VT a?
o (atiwt 1
= e~ (aTIWtqt _
/ X@) = oo
-1 —(a+jw)t e - 1 (W
= — ¢ 7 /X (w)= —tan (7)
o+ Jw 0 o

x(t)

0 0

Sefales y Sistemas Transformada de Fourier

5/75



Transformada de Fourier en tiempo continuo III

Consideremos el pulso rectangular:
_J 1 <D
o(t) = { 0 |t|>T

Ty .
X(w) = / e Iwtdw
-1

e*jw Ty

Jwt [_py

_sin(wTh)

6/75
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Importancia de la fase

@ @ @ i @

(a) Original Einstein image

@ m W

(¢) Reconstructed image based on Einstein (d) Reconstructed image based on Mona
magnitude and Mona Lisa phase Lisa magnitude and Einstein phase

Extraido de: Fawwaz Ulaby & Andrew B. Yagle. Signals and Systems: Theory and Applications. Michigan Publishing Services.

2018.




Antitransformada de Fourier I

La anti-transformada de Fourier 2(t) = F~! {X (jw)} se define como:
1 o ;
&(t) = — / X (jw)ed*tdw, t € R
27 J — o

siempre y cuando la integral tenga sentido y esté bien definida!
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Antitransformada de Fourier I

La anti-transformada de Fourier 2(t) = F~! {X (jw)} se define como:
1 [ ;
&(t) = — / X (jw)ed*tdw, t € R
27 J — o
siempre y cuando la integral tenga sentido y esté bien definida!

Nos gustaria tener &(t) = x(t) Vt. )
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Antitransformada de Fourier I

La anti-transformada de Fourier 2(t) = F~! {X (jw)} se define como:
1 [ ;
&(t) = — / X (jw)ed*tdw, t € R
27 J — o
siempre y cuando la integral tenga sentido y esté bien definida!

Nos gustaria tener &(t) = x(t) Vt. )

Sin ser rigurosos podemos escribir:

1 M o) . .
Z(t) lim —/ / z(u)e I¥%duy | 7 dw
M—oo 27 ) _pp — o

lim z(u) (*/ ej“’(t_u)dw) du
M—oo J_ o 2 J_m

. > sin (M (t — u))
Mhinoo oo 2(u) w(t — u)

du

Vamos a definir la funcién sinc normalizada como:

in (mt o
sinc(t) = Smﬂ_(: ), / sinc(t)dt = 1 — Como integral impropial!
— 00
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Antitransformada de Fourier 11

Vemos que la funcién

Mgine (M (¢ — u)) “converge” a una
ks ™

delta de Dirac posicionada en t
cuando M — oo!

Amplitud
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Antitransformada de Fourier 11

oo

i) = Jim | z(u)%smc (%(t—u)) du

oo

Vemos que la funcién

Mgine (M (¢ — u)) “converge” a una
ks ™

delta de Dirac posicionada en t
cuando M — oo!

Amplitud

Sin realizar ningin andlisis riguroso vemos plausible que &(¢) = z(t).
Lamentablemente esto no es cierto en general! Ni siquiera para funciones
continuas en ¢!
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Antitransformada de Fourier 111

Un caso donde esto se cumple es cuando las sefiales z(¢) son infinitamente
diferenciables y decrecen hacia cero “muy rapido” (espacio de funciones de
Schwartz!)
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Antitransformada de Fourier 111

Un caso donde esto se cumple es cuando las sefiales z(¢) son infinitamente
diferenciables y decrecen hacia cero “muy rapido” (espacio de funciones de
Schwartz!)

Sin embargo, tenemos un equivalente al teorema de Dirichlet para las series de
Fourier:

Teorema

Sea z(t) € L1(R) de variacidn acotada sobre cualquier intervalo finito de la recta.
Entonces vale:

o0 M M
lim x(u) — sinc (*(t = u)) du =
™ ™

M—oo J_ o

[z(t—07) +z(t+07)]
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Antitransformada de Fourier 111

Un caso donde esto se cumple es cuando las sefiales z(¢) son infinitamente
diferenciables y decrecen hacia cero “muy rapido” (espacio de funciones de
Schwartz!)

Sin embargo, tenemos un equivalente al teorema de Dirichlet para las series de
Fourier:

Teorema

Sea z(t) € L1(R) de variacidn acotada sobre cualquier intervalo finito de la recta.
Entonces vale:

o M M 1
lim o(u)—sinc (| —(t—u) )| du= = [z(t—07) + 2(t+ 01)]
M—oo J_ T T 2
/
Con las hipétesis del teorema tenemos que de la misma forma que la serie de
Fourier, en una discontinuidad la anti-transformada de Fourier converge al
promedio de los valores de la misma! )
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Teorema de Plancherel 1

Sin embargo, como en el caso de la serie de Fourier, y sin prestar atencién a la
convergencia puntual de la anti-transformada de Fourier, podemos decir algo més
sobre los pares transformada y anti-transformada para sefiales de energia finita.

Teorema (Plancherel)

Sobre el espacio La(R) el operador x(t) — F [x(t)] es biyectivo. Es decir, si
Fz1(t)] = F [x2(t)] (en el sentido cuadrdtico) entonces x1(t) = x2(t) (en el
sentido cuadrdtico). Ademds para cada x(t) € L2(R) existe su transformada de
Fourier X (jw) = F [z(t)] la cual es de energia finita. Asi mismo para cada senal
X (jw) € La(R) existe 2(t) = F~! [X(jw)] también de energia finita. Ademds se
cumple la relacion de Parseval:

[ era= o= [~ 1xXGu)Pd

—oo

.
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Teorema de Plancherel 1

Sin embargo, como en el caso de la serie de Fourier, y sin prestar atencién a la
convergencia puntual de la anti-transformada de Fourier, podemos decir algo més
sobre los pares transformada y anti-transformada para sefiales de energia finita.

Teorema (Plancherel)

Sobre el espacio La(R) el operador x(t) — F [x(t)] es biyectivo. Es decir, si
Fz1(t)] = F [x2(t)] (en el sentido cuadrdtico) entonces x1(t) = x2(t) (en el
sentido cuadrdtico). Ademds para cada x(t) € L2(R) existe su transformada de
Fourier X (jw) = F [z(t)] la cual es de energia finita. Asi mismo para cada senal
X (jw) € La(R) existe 2(t) = F~! [X(jw)] también de energia finita. Ademds se
cumple la relacion de Parseval:

[ era= o= [~ 1xXGu)Pd

_ /

Podemos transformar senales temporales de L2(R) y volver a recuperarlas
antitransformando!! Y adem&s nos mantenemos en el mismo espacio vectorial!!
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Teorema de Plancherel 11

Algunas consideraciones:

@ La “igualdad” entre @(t) y F ! [X(jw)] se puede interpretar como:

lim

1 M e 2
z(t) — — / X (jw)e!“ dw| dt =0
M—o0 ) oo 2 J—-Mm

Esto es la energia del error se puede hacer tan pequena como se quiera (Similar a la
serie de Fourier!).

El operador F : La(R) — Lo(R) define una isometria en dicho espacio. Como definiria
los productos internos involucrados en el espacio de llegada y el de salida??

Notar que existe una dualidad interesante entre una sefial y su transformada. Sea
z(t) € L2(R) y X(jw) = F [x(t)]. Entonces lo siguiente es cierto:

2(-8) = —FIX(W)], 2(t) = —R[FXG]

donde R [z(t)] = z(—t) es el operador reflezién temporal. Es claro que esto muestra que:

Fll= lrpF = LFR
(1= RIFMN=_—FIR

@ Es posible definir la transformada de Fourier en Lo (RN) con exactamente las mismas

propiedades que para el caso con N = 1:

X (jw) :/ z(t)e I¢tdt, w e RN
RN

z(t) = — X (jw)ed*tdw, t € RN

de Fourier 12/




nsformada de Fourier desde la Serie de Fourier |

Lo anterior fue una introduccién formal a la transformada de Fourier. Veamos
ahora otra interpretacién no rigurosa pero intuitiva. Consideremos una sefial x(t)

que es cero para [t| > T1. La misma no es periddica.

Transformada de Fourier
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Transformada de Fourier desde la Serie de Fourier |

Lo anterior fue una introduccién formal a la transformada de Fourier. Veamos
ahora otra interpretacién no rigurosa pero intuitiva. Consideremos una sefial x(t)
que es cero para [t| > T1. La misma no es periddica.

Sin embargo podemos construir una senal periédica Z(t) con periodo T' > 271, de
forma tal que en cada periodo tengamos z(t). J

(™S (™ (M

-T -T Ty T t
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Transformada de Fourier desde la Serie de Fourier |

Lo anterior fue una introduccién formal a la transformada de Fourier. Veamos
ahora otra interpretacién no rigurosa pero intuitiva. Consideremos una sefial x(t)
que es cero para [t| > T1. La misma no es periddica.

Sin embargo podemos construir una senal periédica Z(t) con periodo T' > 271, de
forma tal que en cada periodo tengamos z(t). J

(™S (™ (M

-T -T Ty T t

Podemos calcular al serie de Fourier!!
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nsformada de Fourier desde la Serie de Fourier 11

Tenemos que:

> . T/2 . 27
HO= Y a0, ap= L / O w0 = 3
2

Pero cuando [t| < T'/2, tenemos que Z(t) = z(t). Ademés para |t| > T/2 tenemos
que z(t) = 0. Entonces podemos escribir:

T/2 oo )
/ o(t)e Thwotgs = / z(t)e Thwot gy
T o

T/2

Con X (jw) = [°_ x(t)e™I“!dt podemos escribir:

1 1
_ 1 . ‘ _* "
ag TX(]U-’) TX(] wo)

w=kwq

Entonces podemos escribir:

Bt)= Y X (hwo)e™ 0t = — B X(jkwo)e0lwo

k=—o0 k=—o00

Senales y Sistemas Transformada de Fourier
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nsformada de Fourier desde la Serie de Fourier 111

Cuando T' — oo tenemos que &(t) — x(t) V¢t € R. Ademds wy — 0. El lado
derecho de la dltima ecuacién se “convierte” en una integral (muy similar al
andlisis que hicimos para la convolucién en tiempo continuo!):

1 it . Jjwt
z(t) = %/ X (jw)e!“ dw

Transformada de Fourier
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Transformada de Fourier desde la Serie de Fourier 111

Cuando T' — oo tenemos que &(t) — x(t) V¢t € R. Ademds wy — 0. El lado
derecho de la dltima ecuacién se “convierte” en una integral (muy similar al
andlisis que hicimos para la convolucién en tiempo continuo!):

1 it . Jjwt
z(t) = %/ X (jw)e!“ dw

Mientras por medio de la serie de Fourier podemos representar una senal periédica
a través de una superposicién de exponenciales con armoénicos en un conjunto
discreto, a través de la transformada de Fourier podemos representar una senal no
periédica como una “superposicién” de exponenciales cuyos armoénicos forman un
continuo!!
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Transformada de Fourier desde la Serie de Fourier 111

Cuando T' — oo tenemos que &(t) — x(t) V¢t € R. Ademds wy — 0. El lado
derecho de la dltima ecuacién se “convierte” en una integral (muy similar al
andlisis que hicimos para la convolucién en tiempo continuo!):

1 it . Jjwt
z(t) = %/ X (jw)e!“ dw

Mientras por medio de la serie de Fourier podemos representar una senal periédica
a través de una superposicién de exponenciales con armoénicos en un conjunto
discreto, a través de la transformada de Fourier podemos representar una senal no
periédica como una “superposicién” de exponenciales cuyos armoénicos forman un
continuo!!

Notar que podemos recorrer el camino inverso: partimos de una senal periédica
Z(t), la cual es igual a x(t) en un periodo. Es claro que podemos recuperar los
coeficientes de Fourier de Z(t) a través de un “muestreo” equiespaciado de la
transformada de Fourier X (jw) de z(t) :

1
= —X(j ‘
== (Jw)

w=kwq
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Incertidumbre en tiempo y frecuencia I

L
Consideremos la sefial gaussiana x(t) = \/21? e 202 con o > 0. La transformada
de Fourier: . © 1 jg Jwt _w?0?
X(jw) = e 202edt=e" 2
—oo V21O

donde hemos usado que

[ee] 2

/ e—(at?+26t) gy Ee%, a>0
~ a

0.4 1

0.3

0.25-

3 3
2 2
3 o2 305
£ £
< <
0.15} : 04r
03
01t
02
005 01
fee— i
15 —10 -5 [) 5 10 15 5
t
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Incertidumbre en tiempo y frecuencia II

En todos los ejemplos analizados observamos algo interesante:

@ En el caso del pulso cuadrado si aumentamos 77 el pulso en el tiempo se
hace mds ancho, mientras que X (jw) se contrae, haciéndose el 16bulo
principal de la funcién sinc cada vez més alto.

@ En el caso del pulso gaussiano, si aumentamos o el pulso en el tiempo se hace
mas ancho mientras que la transformada de Fourier se cada vez mas angosta.
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Incertidumbre en tiempo y frecuencia II

En todos los ejemplos analizados observamos algo interesante:

@ En el caso del pulso cuadrado si aumentamos 77 el pulso en el tiempo se
hace mds ancho, mientras que X (jw) se contrae, haciéndose el 16bulo
principal de la funcién sinc cada vez més alto.

@ En el caso del pulso gaussiano, si aumentamos o el pulso en el tiempo se hace
mas ancho mientras que la transformada de Fourier se cada vez mas angosta.

Este comportamiento dual es caracteristico de todo par transformado:
+localizacién temporal <+ - localizacién espectral

-localizacién temporal <> + localizacién espectral

Existe un limite a lo que se puede resolver en tiempo y en frecuencia en forma
simultdnea: principio de incertidumbre (ver ejercicios sugeridos!)
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Trasnformada de Fourier de (%)

Consideremos la delta de Dirac §(t). Aunque no podemos decir que 6(t) € L2(R)
(recordemos que ni siquiera es una funcién!!), podemos definir su transformada de
Fourier en un sentido distribucional:

X (jw) = /oo S(t)e—Ietdt = 1

—0o0
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Trasnformada de Fourier de §(t)

Consideremos la delta de Dirac §(t). Aunque no podemos decir que 6(t) € L2(R)

(recordemos que ni siquiera es una funcién!!), podemos definir su transformada de
Fourier en un sentido distribucional:

X (jw) = /oo S(t)e—Ietdt = 1

oo

Podemos pensar que de alguna forma un impulso unitario tiene contribuciones de
todos los arménicos posibles en forma pareja!! J

Sefiales y Sistemas
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Trasnformada de Fourier de (%)

Consideremos la delta de Dirac §(t). Aunque no podemos decir que 6(t) € L2(R)
(recordemos que ni siquiera es una funcién!!), podemos definir su transformada de
Fourier en un sentido distribucional:

X (jw) = /oo S(t)e—Ietdt = 1

—o0

Podemos pensar que de alguna forma un impulso unitario tiene contribuciones de
todos los arménicos posibles en forma pareja!! J

Ademds podemos escribir:
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Trasnformada de Fourier de (%)

Consideremos la delta de Dirac §(t). Aunque no podemos decir que 6(t) € L2(R)
(recordemos que ni siquiera es una funcién!!), podemos definir su transformada de

Fourier en un sentido distribucional:

X (jw) = /oo S(t)e—Ietdt = 1

—o0

Podemos pensar que de alguna forma un impulso unitario tiene contribuciones de
todos los arménicos posibles en forma pareja!! J

Ademds podemos escribir:

1 oo
o(t) = —/ 7@t dw
27 J — oo

Usando el hecho de que sinwt es una funcién impar y que coswt es una funcién
par podemos expresar el impulso unitario también como:

o(t) = 1 /000 cos (wt)dw

™
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Transformada de Fourier de exponenciales complejas

Consideremos una senal cuya transformada de Fourier la podemos escribir como
X(jw) = 2m0(w — wp). La senal que tiene esta transformada se puede determinar
como:

1 oo . )
z(t) / 278 (w — wp)e?Wldw = eIwo?

:% .
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nsformada de Fourier de exponenciales complejas

Consideremos una senal cuya transformada de Fourier la podemos escribir como
X(jw) = 2m0(w — wp). La senal que tiene esta transformada se puede determinar

como:

1 oo . )
z(t) / 278 (w — wp)e?Wldw = eIwo?

:% .

Supongamos entonces que tenemos una sefial en el tiempo z(t) que se puede
representarse como:

© .
z(t) = Z ajelkwot

k=—o0
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Transformada de Fourier de exponenciales complejas

Consideremos una senal cuya transformada de Fourier la podemos escribir como
X(jw) = 2m0(w — wp). La senal que tiene esta transformada se puede determinar
como:

1 oo . )
z(t) / 278 (w — wp)e?Wldw = eIwo?

:% .

Supongamos entonces que tenemos una sefial en el tiempo z(t) que se puede
representarse como:

o0
z(t) = Z ajelkwot
k=—o00

Es claro que dicha senal es periédica con periodo T = f}—’g. La transformada de

Fourier puede calcularse como (aplicando linealidad, que es una de las propiedad
de la transformada de Fourier que veremos a continuacién!):

9] oo

X(w) =Fz@t)] =F Z apelkwot| = Z apF [ejk“’ot] = Z 2mad(w—wo)
k=—oc0

k=—o0 k=—o0
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Transformada de Fourier de exponenciales complejas

Consideremos una senal cuya transformada de Fourier la podemos escribir como
X(jw) = 2m0(w — wp). La senal que tiene esta transformada se puede determinar
como:

1 oo . )
z(t) / 278 (w — wp)e?Wldw = eIwo?

:% .

Supongamos entonces que tenemos una sefial en el tiempo z(t) que se puede
representarse como:

o0
z(t) = Z ajelkwot
k=—o00

Es claro que dicha senal es periédica con periodo T = f}—’g. La transformada de

Fourier puede calcularse como (aplicando linealidad, que es una de las propiedad
de la transformada de Fourier que veremos a continuacién!):

9] oo

X(w) =Fz@t)] =F Z apelkwot| = Z apF [ejk“’ot] = Z 2mad(w—wo)
k=—oc0

k=—o0 k=—o0

La transformada de Fourier de una senal periédica es un tren de impulsos, cada
uno pesado por 27waj donde ax son los coeficientes de Fourier de la senal!!
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Propiedades de la transformada de tiempo continuo I

Vamos a asumir que las senales a considerar son tales que existe su transformada
de Fourier
@ Linealidad: Sean z(t) e y(¢) funciones tales que X (jw) = F [z(¢)] y
Y (jw) = F [y(t)]. Tenemos que:

Flaz(t) + by(t)] = aX (jw) + dY (jw), a,beC

Probarlo!!

@ Desplazamiento temporal: Sea z(t) tal que X (jw) = F [z(t)]. Tenemos
que: ,
Flz(t —to)] = e I*0 X (jw)

Probarlo!!

@ Conjugacién y simetria conjugada: Sea z(t) tal que X (jw) = F [z(t)].
Tenemos que:
Fla™ ()] = X* (—jw)

Probarlo!! Qué sucede con la transformada de Fourier de senales reales?? Y
con las de senales reales que son pares e impares?? Analice la parte real e
imaginaria, el médulo y la fase de la transformada de Fourier para todos
estos casos!!

Senales y Sistemas Transformada de Fourier
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Propiedades de la transformada de tiempo continuo 11

Casos de andlisis explotando simetrias:
@ Si x(t) es real X(jw) = X*(—jw). Esto implica Re (X (jw)) = Re(X(—jw)) y
Im (X (jw)) = — Im(X(—jw)).
o Si ademds z(t) es par se puede chequear que X (jw) = X*(jw).
Entonces X (jw) es real y par.
o Si ademds z(¢) es impar se puede chequear que X (jw) = —X*(jw).
Entonces X (jw) es imaginaria pura e impar.
@ Si z(t) es imaginaria pura X (jw) = —X*(—jw). Esto implica
Re (X (jw)) = — Re(X(—jw)) y Im (X (jw)) = Im(X (—jw)).
o Si ademds z(t) es par se puede chequear que X (jw) = X*(jw).
Entonces X (jw) es imaginaria pura y par.
o Si ademds z(t) es impar se puede chequear que X (jw) = —X*(jw).
Entonces X (jw) es real e impar.
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Ejemplo simetrias

X(w) = /00 x(t)e Iwtdt

= /Oo ) cos(wt)dt— X(w) = 2/000 z(t) cos(wt)dt
1 2
—]/ x(t) sin(wt)dt = 2/0 tcos(u.nt)dt-i—2/1 cos(wt)dt
_ sin(wt) = cos(wt)]! sin(wt)]?
gpar(t) X spar(t) — par _Q{t w " w? ]0+2[ w ]1
par(t) X Simpar(t) — impar = % [wsin(2w) + cos(w) — 1]

/yimpav‘(t)dt =0
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Ejemplo simetrias

x(t)

1

L/

X(w) = /00 z(t)e Iwtdt

= /;OO z(t) cos(wt)dt—
—j/oo z(t) sin(wt)dt

—oo

gimpa'r(t) X Simpar (t) = par

gpar(t) X Simpar(t) — impar

/yimpar (t)dt =0

Senales y Sistemas

-10 -5 5 10

X(w) = —j2 /0 * o(t) sin(wt)dt
=—j2 /1 tsin(wt)dt — 52 /2 sin(wt)dt
0 1

0 1

= j% [w cos(2w) — sin(w)]
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@ Escalamiento en tiempo y frecuencia: Sea z(t) tal que
X (jw) = F [z(t)]. Tenemos que:

Probarlo!! Notar que en esta propiedad vemos claramente el compromiso
entre localizacién temporal y frecuencial!!

@ Derivacién: Sea xz(t) tal que X (jw) = F [x(t)]. Tenemos que:

- [dm(t)

ot } = jwX (juw)

Probarlo!!

@ Integracién: Sea z(t) tal que X (jw) = F [z(t)]. Supongamos que
J2°_z(r)dr = 0. Tenemos que:

F U; a:(T)dT} = X;i“)

Senales y Sistemas Transformada de Fourier
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Propiedades de la transformada de tiempo continuo IV

Proof: Podemos aplicar integracién por partes

F ij x(T)dT} /:: (/joo x(T)dT) eTIWtdt

t —jwt |° 1 .
= —/ z('r)dre - + — x(t)e Iwldt
oo Jw e @ Jioo
X(jw
- X M)
Jjw

En el caso de que [ ix;o z(7)dT # 0 debemos compensar el “valor de continua” con
un impulso. La expresion para ese caso:

2| etmar] = T2 4 ax s

Notar que X(0) = [ z(7)dr.
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Propiedades de la transformada de tiempo continuo V

@ Convolucién: Sea z(t) tal que X (jw) = F [z(t)] y y(¢) tal que
Y (jw) = F [y(t)]. Sea z(t) = x(t) * y(t). Tenemos:

F2(0)] = X(jw)Y (jw)

Proof: Podemos escribir lo siguiente:

Flat)] = /: ( / °; ()t — T)df) et gy
/Oo 2(7) (/j; Yt — T)e_j“’tdt) dr

/ 7Y (jw)e 9T dr

X(jw)Y (jw)
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Propiedades de la transformada de tiempo continuo V

@ Convolucién: Sea z(t) tal que X (jw) = F [z(t)] y y(¢) tal que
Y (jw) = F [y(t)]. Sea z(t) = x(t) * y(t). Tenemos:

F2(0)] = X(jw)Y (jw)

Proof: Podemos escribir lo siguiente:

Flat)] = /: ( / °; ()t — T)df) et gy
/Oo 2(7) (/j; Yt — T)e_j“’tdt) dr

/ 7Y (jw)e 9T dr

X(jw)Y (jw)

Esta propiedad es sin duda una de las mas importantes de la transformada de

Fourier!! Nos seréd de mucha utilidad para analizar sistemas LTI!!
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Propiedades de la transformada de tiempo continuo VI

@ Multiplicacién en el tiempo: Sea z(t) tal que X (jw) = F [z(t)] y y(¢) tal
que Y (jw) = F [y(t)]. Sea z(t) = x(t)y(t). Tenemos:

1 . .
FLa(t)] = 5= [X(w) + Y ()]
T
Proof: Usemos la dualidad entre los pares transformados. Podemos escribir:

z(t)

SR [f [%X(jw) ; Y(jw)”

- ﬁR[]—‘ (X (jw) * Y (§w)]]

_ ﬁR [4na(—t)y(—t)]

= z@®)y(t)
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Propiedades de la transformada de tiempo continuo

@ Multiplicacién en el tiempo: Sea z(t) tal que X (jw) = F [z(t)] y y(¢) tal
que Y (jw) = F [y(t)]. Sea z(t) = x(t)y(t). Tenemos:

Flz@)] = i [X(jw) Y (jw)]

Proof: Usemos la dualidad entre los pares transformados. Podemos escribir:

1
27

R {f [iX (joo) * Y(jw)”

=(t) 27

- ﬁR[]—‘ (X (jw) * Y (§w)]]

_ ﬁR [4na(—t)y(—t)]

= z@®)y(t)

Esta propiedad es sin duda también una de las mas importantes de la
transformada de Fourier!! Nos serd de mucha utilidad para el tema de muestreo!!
Es una propiedad muy importante también en el contexto de sistemas de
comunicaciones!!
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Dualidad

z(t) : X(w) = Flz(t)] = F[X(t)] = 2rz(—w)

Ejemplo:

1 ¢l<T _ ,sin(wT1)
n0={ ¢ {51 oxw=En

sin (W't 1 |t < W

o) = VY L () = i
wt 0 t>wW
() (1 (w aa(t) Xo(w)
1 1
N w
! ! -Ww W
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Sistemas L'T1 y transformada de Fourier I

En una clase previa definimos la respuesta en frecuencia de un sistema LTI con
respuesta al impulso h(t) como:

H(jw) = /oo h(t)e~7“tdt

—o0
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Sistemas LTT y transformada de Fourier I

En una clase previa definimos la respuesta en frecuencia de un sistema LTI con
respuesta al impulso h(t) como:

H(jw) = /oo h(t)e~7“tdt

—o0

La respuesta en frecuencia de un sistema LTI no es otra cosa que la transformada
de Fourier de su respuesta al impulso!!! J
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Sistemas L'T1 y transformada de Fourier I

En una clase previa definimos la respuesta en frecuencia de un sistema LTI con

respuesta al impulso h(t) como:

H(jw) = /oo h(t)e~7“tdt

—o0

La respuesta en frecuencia de un sistema LTI no es otra cosa que la transformada
de Fourier de su respuesta al impulso!!! J

Ademis por la propiedad de convolucién sabemos que la respuesta y(t) del sistema
LTI con respuesta al impulso h(t) a una entrada z(¢) puede caracterizarse también

' Y (jw) = H(jw) X (jw)
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Sistemas LTT y transformada de Fourier I

En una clase previa definimos la respuesta en frecuencia de un sistema LTI con
respuesta al impulso h(t) como:

H(jw) = /oo h(t)e~7“tdt

—o0

La respuesta en frecuencia de un sistema LTI no es otra cosa que la transformada
de Fourier de su respuesta al impulso!!! J

Ademis por la propiedad de convolucién sabemos que la respuesta y(t) del sistema
LTI con respuesta al impulso h(t) a una entrada z(¢) puede caracterizarse también
como:

Y (jw) = H(jw) X (jw)

La ecuacion anterior caracteriza, asi como lo hacia la integral de convolucién, en
forma completa la accién de un sistema LTT!! Esto es asi porque, segin lo que
discutimos previamente, siempre podemos volver del campo transformado al
dominio del tiempo gracias a la invertibilidad de la transformada de Fourier!!
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Sistemas LTT y transformada de Fourier II

En lo anterior hemos supuesto que la respuesta en frecuencia existe. Es decir que
la transformada de Fourier de la respuesta al impulso debe estar bien definida. Sin
embargo, esto no es un problema para los sistemas LTI estables:

Teorema

La respuesta en frecuencia H(jw) de un sistema LTI estable siempre existe.

Proof: Dado que el sistema es estable tenemos que [*°_|h(t)|dt < co. Pero
entonces podemos escribir:

S . o
\h(t)e‘“tldt:/ Ih(#)|dt < oo

—o0

|H(jw)| = ] / °; h(t)e‘j“’tdt’ </

—o0

Lo que muestra que la respuesta en frecuencia esta bien definida.
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Sistemas LTT y transformada de Fourier II

En lo anterior hemos supuesto que la respuesta en frecuencia existe. Es decir que
la transformada de Fourier de la respuesta al impulso debe estar bien definida. Sin
embargo, esto no es un problema para los sistemas LTI estables:

Teorema

La respuesta en frecuencia H(jw) de un sistema LTI estable siempre existe.

Proof: Dado que el sistema es estable tenemos que [*°_|h(t)|dt < co. Pero
entonces podemos escribir:

S . o
\h(t)e‘“tldt:/ Ih(#)|dt < oo

—o0

|H(jw)| = ] / °; h(t)e‘j“’tdt’ </

— 00
Lo que muestra que la respuesta en frecuencia esta bien definida.

Nuestro interés en analizar sistemas LTI mediante la transformada de Fourier
siempre estard en aquellos que son estables!! Para analizar sistemas LTI inestables
utilizaremos méas adelante la transformada de Laplace!!
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Sistemas LT y transformada de Fourier 11T

Notar que la ecuacién
Y (jw) = H(jw) X (jw)

es mucho més simple de interpretar que una integral de convolucién. Observando
esta ecuacién y en particular inspeccionando H (jw) podemos obtener informacién
muy valiosa sobre el sistema LTI bajo estudio o expresar en forma muy simple y
conveniente muchas de sus propiedades.
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Sistemas LT y transformada de Fourier 11T

Notar que la ecuacién
Y (jw) = H(jw) X (jw)

es mucho més simple de interpretar que una integral de convolucién. Observando
esta ecuacién y en particular inspeccionando H (jw) podemos obtener informacién
muy valiosa sobre el sistema LTI bajo estudio o expresar en forma muy simple y
conveniente muchas de sus propiedades.

Por ejemplo, consideremos la conexién en cascada de M sistemas LTI con
respuestas al impulos h;(t), i=1,..., M. La respuesta total del sistema en
cascada es igual a h(t) = hi(t) * ha(t) * - - - x hps(t), lo cual es trabajoso de obtener
y analizar. Sin embargo gracias a la propiedad de convolucién la respuesta en
frecuencia total del sistema en cascada se puede obtener como:

M
H(jw) = [ Hi(Gw)
=1

— Hi(jw) () |@ @@ == Huliw) f—m —> H;\;H,(jw) —>
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Sistemas LTT y transformada de Fourier IV

Un ejemplo muy importante de sistemas LTI que practicamente se analizan y
disenian en su totalidad a través de la respuesta en frecuencia son los filtros
selectivos en frecuencia.
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Sistemas LT1 y transformada de Fourier IV

Un ejemplo muy importante de sistemas LTI que practicamente se analizan y
disenian en su totalidad a través de la respuesta en frecuencia son los filtros
selectivos en frecuencia.

magnificar o directamente eliminar una parte del espectro de una senal a su

Un filtro selectivo en frecuencia es un sistema LTI que nos permite atenuar,
entradal J
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Sistemas LT1 y transformada de Fourier IV

Un ejemplo muy importante de sistemas LTI que practicamente se analizan y
disenian en su totalidad a través de la respuesta en frecuencia son los filtros
selectivos en frecuencia.

Un filtro selectivo en frecuencia es un sistema LTI que nos permite atenuar,
magnificar o directamente eliminar una parte del espectro de una senal a su
entradal

J

Ejemplos de filtros selectivos en frecuencia:

@ Filtros pasa-bajos ’__‘

@ Filtros pasa-banda —L

Hij)

@ Filtros pasa-altos
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Sistemas L'T1 y transformada de Fourier V

Consideremos el filtro pasa-bajos ideal:

oy 1w < W
X(J“)—{o W > W

Vemos que la respuesta al impulso de este sistema es:

o(t) = sine (1)

™
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Sistemas L'T1 y transformada de Fourier V

Consideremos el filtro pasa-bajos ideal:

oy 1w < W
X(J“)—{o W > W

Vemos que la respuesta al impulso de este sistema es:

o(t) = sine (1)

™

Vemos que pueden existir
algunos problemas para
implementar el filtro
pasa-bajos ideal. El sistema es
no causal, altamente
oscilatorio, etc. En la
practica, la caracteristica ideal
se aproximara de forma tal
que el sistema cumpla ciertos

Amplitud

A requisitos, ademas de la
caracteristica en frecuencia
o deseada.
t v
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Sistemas LT transformada de Fourier VI

Muchas veces la respuesta en frecuencia se representa en su forma polar:
H(jw) = |H(jw)|e! 28 HU) 7 < arg H(jw) < 7 También podemos definir la fase extendidall!
La salida de un sistema se puede entonces escribir como:

Y (jw) = |H(jw)|| X (jw)|e? 28 H ) e are X (7e)

con lo cual obtenemos:
[Y (jw)| = |H(jw)||X (jw)]

arg Y (juw) = arg H(jw) + arg X (jw)
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Sistemas LTT y transformada de Fourier VI

Muchas veces la respuesta en frecuencia se representa en su forma polar:
H(]w) = |}I(]UJ)‘€J argH(jw)7 — < arg H(]UJ) < 7 También podemos definir la fase extendida!l!
La salida de un sistema se puede entonces escribir como:

Y (jw) = |H(jw)|| X (jw)|e? 28 H ) e are X (7e)

con lo cual obtenemos:
[Y (jw)| = |H (jw)|| X (jw)]

arg Y (juw) = arg H(jw) + arg X (jw)

La magnitud de la respuesta en frecuencia altera la magnitud del espectro de la
senal de entrada y la fase de la respuesta en frecuencia produce un desplazamiento
en fase del espectro de la sefial de entradal!! Por estas razones |H (jw)| se conoce
como ganancia del sistema y arg H(jw) se conoce como desplazamiento de fase del
sistema. Dependiendo de nuestro objetivo estas cantidades pueden introducir
cambios utiles en la senal de entrada o efectos indeseables. En ese caso hablamos
de distorsiones!
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Sistemas LTI y transformada de Fourier VII

Es el efecto de la ganancia de un sistema LTI es bastante simple de entender. El
efecto de la fase es un poco mas interesante para analizar. Pensemos por un
momento en el sistema cuya respuesta en frecuencia es:

H(jw) = e Jwto

Este sistema tiene ganancia unitaria por lo que no introduce niguna distorsién en
la amplitud del espectro de la sefial de entrada. Esto es |Y (jw)| = | X (jw)|. Sin
embargo no podemos afirmar que x(t) = y(t)!!
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Sistemas LTI y transformada de Fourier VII

Es el efecto de la ganancia de un sistema LTI es bastante simple de entender. El
efecto de la fase es un poco mas interesante para analizar. Pensemos por un
momento en el sistema cuya respuesta en frecuencia es:

H(jw) = e Jwto
Este sistema tiene ganancia unitaria por lo que no introduce niguna distorsién en
la amplitud del espectro de la sefial de entrada. Esto es |Y (jw)| = | X (jw)|. Sin
embargo no podemos afirmar que x(t) = y(t)!!

La salida para este sistema se puede expresar facilmente:

y(t) = =(t —to)
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Sistemas LTI y transformada de Fourier VII

Es el efecto de la ganancia de un sistema LTI es bastante simple de entender. El
efecto de la fase es un poco mas interesante para analizar. Pensemos por un
momento en el sistema cuya respuesta en frecuencia es:

H(jw) = e Jwto

Este sistema tiene ganancia unitaria por lo que no introduce niguna distorsién en
la amplitud del espectro de la sefial de entrada. Esto es |Y (jw)| = | X (jw)|. Sin
embargo no podemos afirmar que x(t) = y(t)!!

La salida para este sistema se puede expresar facilmente:
y(t) = =(t —to)
Si bien es claro que z(t) # y(¢), la salida de este sistema preserva totalmente la

forma de la senal de entrada, introduciendo simplemente un retardo en el tiempo!!
Este sistema no presenta distorsion de fase!
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Sistemas LTI y transformada de Fourier VII

Es el efecto de la ganancia de un sistema LTI es bastante simple de entender. El
efecto de la fase es un poco mas interesante para analizar. Pensemos por un
momento en el sistema cuya respuesta en frecuencia es:

H(jw) = e Jwto

Este sistema tiene ganancia unitaria por lo que no introduce niguna distorsién en
la amplitud del espectro de la sefial de entrada. Esto es |Y (jw)| = | X (jw)|. Sin
embargo no podemos afirmar que x(t) = y(t)!!

La salida para este sistema se puede expresar facilmente:
y(t) = =(t —to)
Si bien es claro que z(t) # y(¢), la salida de este sistema preserva totalmente la

forma de la senal de entrada, introduciendo simplemente un retardo en el tiempo!!
Este sistema no presenta distorsion de fase!

Notar que el sistema anterior presenta:
arg H(jw) = —wtp

Es decir presenta fase lineall! Los sistemas de fase lineal no tienen distorsion de
fase!!
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Sistemas LTI y transformada de Fourier VIII

o

Consideremos ahora un sistema de fase no lineal:
1—jw+ (jw)?

HGw) = 0¥ o)

Es muy fécil ver que:
H(jw)| = 1, Yo € R

y que:
. w
arg H(jw) = —2arctan T— = WER
—
4
3 -2
2
P—
g
= 1 E,
g
b s
-1 o
8
) % 10
3 -12
4 i 14
25 [ 5 5 0 5
o o
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Sistemas LTI y transformada de Fourier IX

o

Veamos la respuesta al impulso. Para ello podemos escribir (usando fracciones

simples);
1—70.577 1+ 50.
Hu) =1 - ——220 - LRI
jw+05+7%2  jw+05— %2
1
Usando que Fl@) =1, Fle *u®)] = ——, R{a}>0
o+ jw

tenemos que la respuesta al impulso se puede escribir:

h(t) = &(t) — 2.30e %% cos <\g§t + 0.5237>u(t)
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Sistemas LTI y transformada de Fourier IX

Veamos la respuesta al impulso. Para ello podemos escribir (usando fracciones
simples);
1—50.577 1+ 50.577

H(jw) =1~ -
Jo+05+% w4052

Usando que

FBW] =1, Fleu(t)] = — —, R{a} >0

a+j
tenemos que la respuesta al impulso se puede escribir:

h(t) = &(t) — 2.30e %% cos <\ft + 0.5237>u(t)

La respuesta al impulso no es un impulso desplazado!

No todas las frecuencias de la senal de entrada (en
este caso un impulso unitario y que se encuentran 05
todas en fase!!) se desplazan en una misma cantidad,
haciendo que las fases de las mismas a la salida del
sistema a un tiempo dado t sean diferentes. Esto da
a lugar a interferencias constructivas y destructivas y -
al ensanchamiento temporal de la senal de salidal!!
Esto se conoce como dispersion!

Amplitud

En el gréfico no incluimos §(¢)!!

Sefales y Sistemas Transformada de Fourier



Sistemas LT1 y transformada de Fourier X

Una medida de la dispersién introducida por un sistema se da por medio del
retardo de grupo (definido para la fase extendida):

r(w) = — = arg H(jv)
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Sistemas LT1 y transformada de Fourier X

Una medida de la dispersién introducida por un sistema se da por medio del
retardo de grupo (definido para la fase extendida):

r(w) = — = arg H(jv)

cuantificar cuanto se adelantan o se atrasan las frecuencias de la senal de entrada

Obviamente si el sistema es de fase lineal 7(w) = cte. El retardo de grupo permite
a un sistema LTI que se encuentran alrededor de un entorno de frecuencia wq!! J

También se define el retraso de fase como :

o w) = 28 H(jw)

w

Si el sistema es de fase lineal, entonces 74(w) = 7 (w).
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Sistemas LTT y transformada de Fourier XI

Hw) = Goel(Po=a)  ( _W<wuwotw ~ el o aw
Goej(*qﬁofwfg) e W<wS —wet W |_| ,Od,o
(1) € B F[s(t)] = S(w) I 0
S(w) =0,V |w| > W; W << we ~4H

z(t) = 2s(¢) coswct
= s(t)eIvet + s(t)eTIwet
X(w) =S(w—we) + S(w+ we)
Y(w) = Hw)X (w)
= H(w)S(w+ we) + H(w)S(w — we)

o+ [ @

by — ot —

— ("['(H'*"u*w’r’/;)s(w + we) + Goel (P0—wTg k’S(w — we)
= Goe %0 S(w+ we)e J9Tg 4 Goel®o S(w — we)e JwTg

y(t) = Goe™90s(t — 7,)e e (1-70) 4 Goel0s(t — 7, )edwe (1~ 70)
= Gos(t — Tg)efj[wC(t779)+¢0] + Gos(t — Tg)ej[“’c(tf"g)ﬁﬁo]
= Gos(t — 7¢)2cos [we (t — 7¢) + ¢o]

d)O — WcTg
We

= Gos(t — 7g)2cos [we (I — 7/ (we))] Tf(we) = —
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Sistemas LTT y transformada de Fourier XII

La transformada de Fourier de la senal de salida tiene fase lineal!! Vemos que
todas las frecuencias de la senal de entrada z(t) (cuyo espectro estd concentrado
alrededor de wp) se atrasan a la salida del sistema en una cantidad dada por
7(wp). Es decir la senal de salida del sistema es béasicamente igual a la senial de
entrada (salvo un escalaje en amplitud y una fase ) retrasada en el tiempo en una
cantidad 7(wp). El retardo de grupo proporciona el retardo sufrido por “un
paquete concentrado de frecuencias”. Notar que el concepto de retardo de grupo
es el mismo que el de velocidad de grupo para un “paquete de ondas” (por ejemplo
ondas electromagnéticas u ondas de material!).
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Sistemas LTT y transformada de Fourier XII

La transformada de Fourier de la senal de salida tiene fase lineal!! Vemos que
todas las frecuencias de la senial de entrada z(t) (cuyo espectro estd concentrado
alrededor de wp) se atrasan a la salida del sistema en una cantidad dada por
7(wp). Es decir la senal de salida del sistema es béasicamente igual a la senial de
entrada (salvo un escalaje en amplitud y una fase ) retrasada en el tiempo en una
cantidad 7(wp). El retardo de grupo proporciona el retardo sufrido por “un
paquete concentrado de frecuencias”. Notar que el concepto de retardo de grupo
es el mismo que el de velocidad de grupo para un “paquete de ondas” (por ejemplo
ondas electromagnéticas u ondas de materiall).

45

Para el ejemplo que analizamos
antes, es facil ver que el mayor

25 : retardo se da para la frecuencia
@!! Esa oscilacién determina de
alguna forma las partes maés
tardias de la respuesta al impulso!!

Retardo de grupo de H(jn)

|
&
°

&
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Ecuaciones diferenciales y transformada de Fourier I

Muchos sistemas LTI causales (con la condicién de reposo inicial discutida hace
unas clases) van a estar descriptos por una ecuacién diferencial con coeficientes
constantes:

N M

dFy(t) dz(t)
D an g = 2 i
= dt = dt

Si aplicamos el operador F [-] a ambos lados obtenemos (aplicando linealidad):

i [ di* } Zbk;[ dtk)]

Usando la propiedad de diferenciacién:

N M
Y (jw) Y ar(iw)® = X (jw) D b (jw)”
k=0

k=0

Para un sistema LTI tenemos que

. . . Y (jw)
Y (jw) = H(jw)X (jw), H(jw) =
X(jw)
Senales y Sistemas Transformada de Fourier
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Ecuaciones diferenciales y transformada de Fourier 11

Entonces obtenemos que:

_ 22/1:0 bk(jw)k

) = S ak (jw)k
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Ecuaciones diferenciales y transformada de Fourier 11

Entonces obtenemos que:

LN 22/1:0 bk(jw)k
He) = S hlo ak(jw)k

@ Vemos que la respuesta en frecuencia del sistema es un cociente de
polinomios, los cuales se obtienen por inspeccién a través de los coeficientes
de la ecuacién diferencial!
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Ecuaciones diferenciales y transformada de Fourier II

Entonces obtenemos que:

_ ZQ/I:O bk(jw)k

) = S ak (jw)k

@ Vemos que la respuesta en frecuencia del sistema es un cociente de
polinomios, los cuales se obtienen por inspeccién a través de los coeficientes
de la ecuacién diferencial!

@ De una ecuacién diferencial pasamos a una expresion equivalente del sistema
totalmente algebraica. Todo queda definido por los coeficientes de los
polinomios o por lo que es los mismo por sus raices. Esto simplifica mucho el
andlisis de los sistemas LTT!
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Ecuaciones diferenciales y transformada de Fourier II

Entonces obtenemos que:

_ ZQ/I:O bk(jw)k

) = S ak (jw)k

@ Vemos que la respuesta en frecuencia del sistema es un cociente de
polinomios, los cuales se obtienen por inspeccién a través de los coeficientes
de la ecuacién diferencial!

@ De una ecuacién diferencial pasamos a una expresion equivalente del sistema
totalmente algebraica. Todo queda definido por los coeficientes de los
polinomios o por lo que es los mismo por sus raices. Esto simplifica mucho el
andlisis de los sistemas LTT!

@ Podemos obtener la respuesta al impulso del sistema, en lugar de resolviendo
la ecuacién diferencial, antitransformando H (jw)! Para ello, dado que
tenemos un cociente de polinomios, puede ser muy 1til el método de
fracciones simples (ver Apéndice de Oppenheim and Willsky).
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Ecuaciones diferenciales y transformada de Fourier II

Entonces obtenemos que:

_ 224:0 bk(jw)k

H(jw) =
) = SN e

@ Vemos que la respuesta en frecuencia del sistema es un cociente de
polinomios, los cuales se obtienen por inspeccién a través de los coeficientes
de la ecuacién diferencial!

@ De una ecuacién diferencial pasamos a una expresion equivalente del sistema
totalmente algebraica. Todo queda definido por los coeficientes de los
polinomios o por lo que es los mismo por sus raices. Esto simplifica mucho el
analisis de los sistemas LTI!

@ Podemos obtener la respuesta al impulso del sistema, en lugar de resolviendo
la ecuacién diferencial, antitransformando H (jw)! Para ello, dado que
tenemos un cociente de polinomios, puede ser muy tutil el método de
fracciones simples (ver Apéndice de Oppenheim and Willsky).

Determine usando transformada de Fourier la respuesta al impulso de la ecuacion
diferencial:
dy(t)

R ASA t) =z(t), a >0
22+ ay(t) = (), a
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Transformada de Fourier en tiempo discreto I

Podemos definir también la transformada de Fourier para seniales de tiempo
discreto.Consideremos una sefial z[n]. Se define la transformada de Fourier de
z[n] o X (/) = F {z[n]} como:
. © .
X (& = Z z[n)e I w e [—-7, )

n=—oo
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nsformada de Fourier en tie

Podemos definir también la transformada de Fourier para seniales de tiempo
discreto.Consideremos una sefial z[n]. Se define la transformada de Fourier de
z[n] o X (/) = F {z[n]} como:
. © .
X (& = Z z[n)e I w e [—-7, )

n=—oo

cuando X (e7€) esté bien definida!! Es decir la serie debe existir para todo w y ser

La definicién dada arriba de la transformada de Fourier tiene sentido siempre y
finita!! Esto por ejemplo se cumple si z[n] € 11(Z). J
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Transformada de Fourier en tiempo discreto I

Podemos definir también la transformada de Fourier para seniales de tiempo
discreto.Consideremos una sefial z[n]. Se define la transformada de Fourier de
z[n] o X (/) = F {z[n]} como:
. © .
X (& = Z z[n)e I w e [—-7, )

n—=—oo
La definicién dada arriba de la transformada de Fourier tiene sentido siempre y

cuando X (e7€) esté bien definida!! Es decir la serie debe existir para todo w y ser
finita!! Esto por ejemplo se cumple si z[n] € 11(Z).

Nuevamente, la transformada de Fourier F se debe interpretar como un operador
que mapea senales z[n| en un determinado espacio vectorial y entrega senales

X (e7?) en otro espacio vectorial donde podamos obtener caracterizaciones ttiles
de la senal original. Sera de interés asegurar que dicho operador sea invertible.
Esto es que podamos encontrar un operador F ! que dada la transformada de
Fourier X (e/*?) nos permita recuperar la sehal original z[n]!
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Transformada de Fourier en tiempo discreto I

Podemos definir también la transformada de Fourier para seniales de tiempo
discreto.Consideremos una sefial z[n]. Se define la transformada de Fourier de
z[n] o X (/) = F {z[n]} como:
. © .
X (& = Z z[n)e I w e [—-7, )

n—=—oo
La definicién dada arriba de la transformada de Fourier tiene sentido siempre y

cuando X (e7€) esté bien definida!! Es decir la serie debe existir para todo w y ser
finital! Esto por ejemplo se cumple si z[n] € 11(Z).

Nuevamente, la transformada de Fourier F se debe interpretar como un operador
que mapea senales z[n| en un determinado espacio vectorial y entrega senales

X (e7?) en otro espacio vectorial donde podamos obtener caracterizaciones ttiles
de la senal original. Sera de interés asegurar que dicho operador sea invertible.
Esto es que podamos encontrar un operador F ! que dada la transformada de
Fourier X (e/*?) nos permita recuperar la sehal original z[n]!

Notar que hemos definido la transformada para Q € [—m, 7). Esto es as{ por que
en caso discreto la transformada de Fourier es claramente una funcién periédica
por lo que podemos restringir el anélisis de X(e]n) a dicho intervalo!! En general
podemos definir la variacién en €2 en cualquier conjunto B € R con largo 27!!
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Transformada de Fourier en tiempo discreto 11

La anti-transformada de Fourier &[n] = F~! {X (e’})} se define como:
1 [ o
&[n] = 7/ X (N0, neZ
27 ) _n

siempre que la integral esté bien definida.
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nsformada de Fourier en tie

La anti-transformada de Fourier &[n] = F~! {X (e’})} se define como:
1 7 R
&[n] = 7/ X (N0, neZ
27 ) _n
siempre que la integral esté bien definida.
Notar que por ser X(em) periodica la integral se puede hacer sobre cualquier

intervalo B € R de largo 2w. Como siempre nuestro interés estard en poder
recuperar z[n], con lo cual deseariamos que Z[n] = z[n].
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nsformada de Fourier en tie

La anti-transformada de Fourier &[n] = F~! {X (e’})} se define como:
1 ™ . .
&[n] = 7/ X (N0, neZ
27 ) _n
siempre que la integral esté bien definida.

Notar que por ser X(em) periodica la integral se puede hacer sobre cualquier
intervalo B € R de largo 2w. Como siempre nuestro interés estard en poder
recuperar z[n], con lo cual deseariamos que Z[n] = z[n].

Podemos escribir:

oo

1 ™ . .
Zn] = o Z z[kle Ik | 1940
- k=—o0
o T
=Y a— / I2n—F) 4
2 ) _n
k=—oc0
= > alklo[n — k]
k=—oc0
= z[n]
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Transformada de Fourier en tie

Vemos que si la transformada de Fourier X (e/%?) estd bien definida es siempre
posible volver a recuperar z[n|!! Notar el contraste con el caso de la transformada
de Fourier de tiempo continuo!! Esto se debe a que la integral de la
anti-transformada es sobre un intervalo finito, con lo cual no hay problemas de
convergencia.
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Transformada de Fourier en tiempo discr

Vemos que si la transformada de Fourier X (e/%?) estd bien definida es siempre
posible volver a recuperar z[n|!! Notar el contraste con el caso de la transformada
de Fourier de tiempo continuo!! Esto se debe a que la integral de la
anti-transformada es sobre un intervalo finito, con lo cual no hay problemas de
convergencia.

Es de esperar entonces que tampoco observemos el fenémeno de Gibbs que
tenfamos para la serie y transformada de Fourier de tiempo continuo!! J

Tenemos también el siguiente resultado
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Transformada de Fourier en tiempo discreto I11

Vemos que si la transformada de Fourier X(ejﬂ) esta bien definida es siempre
posible volver a recuperar z[n|!! Notar el contraste con el caso de la transformada
de Fourier de tiempo continuo!! Esto se debe a que la integral de la
anti-transformada es sobre un intervalo finito, con lo cual no hay problemas de
convergencia.

Es de esperar entonces que tampoco observemos el fenémeno de Gibbs que
tenfamos para la serie y transformada de Fourier de tiempo continuo!!

M

Tenemos también el siguiente resultado

Teorema

Sobre el espacio l2(Z) el operador z[n] — F {z[n]} es biyectivo. Es decir, si
FA{z1[n]} = F{z2[n]} (en el sentido cuadrdtico en La([—m,7))) entonces

z1[n] = x2[n]. Ademds para cada x[n] € l2(Z) existe su transformada de Fourier
X (e7) = F {z[n]} la cual es de energia finita. As{ mismo para cada senal

X (e7?) € La([—m,m)) emiste z[n] = F~1 {X(e7?)} también de energia finita.
Ademds se cumple la relacién de Parseval:

oo

> el = o [ 1X(@)Pag

k=—o00
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Transformada de Fourier en tiempo discreto IV

Algunas aclaraciones:

@ Ya sabemos que una vez definida X (e’ Q) no hay problemas para volver a
obtener x[n]. Ahora supongamos que tenemos X1(e?$?) e X2 (e7*?) tales que:

1 ’T ; ;
on | 1X1(e®) = Xa(el M) Pan = 0
Sz

Entonces el teorema anterior nos dice que z1[n] = z2[n] Vn € Z.

@ Al definir la transformada de Fourier para secuencias z[n] € l2(Z) tenemos
que interpretar la convergencia hacia X (e’ 2) en el sentido cuadratico medio:

N 2

1 ‘"' ; ;
lim —/ X (7 — Z z[kle 7| A0 =0

N—oo 21 J_ . E—_ N

@ Vemos que X(eJQ) es una funcién periédica con periodo 27. Como tal se
pueden calcular sus coeficientes de Fourier:

1 4 . .
ax = —/ X (7 e IR0
2 J_ .

Es claro que ap = z[—k], lo que refleja que tenemos una relacién de dualidad
entre en la transformada de Fourier de tiempo discreto y la serie de Fourier
de tiempo continuo, la cual se puede explotar en nuestros calculos!!
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Transformada de Fourier en tie

De la misma forma que hicimos para la transformada de Fourier de tiempo
continuo veamos como podemos obtener la transformada de tiempo discreto a
partir de la serie de Fourier. Sea z[n] una senal no periédica que es cero para
n < —Njyn> Na.
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nsformada de Fourier en tie

De la misma forma que hicimos para la transformada de Fourier de tiempo
continuo veamos como podemos obtener la transformada de tiempo discreto a
partir de la serie de Fourier. Sea z[n] una senal no periédica que es cero para

n < —Njyn> Na.

Sin embargo podemos construir una sefial periédica Z[n] con periodo
N > Ni + Na, de forma tal que en cada periodo tengamos z[n]. J

Z[n|
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nsformada de Fourier en tie

De la misma forma que hicimos para la transformada de Fourier de tiempo
continuo veamos como podemos obtener la transformada de tiempo discreto a
partir de la serie de Fourier. Sea z[n] una senal no periédica que es cero para

n < —Njyn> Na.

Sin embargo podemos construir una sefial periédica Z[n] con periodo
N > Ni + Na, de forma tal que en cada periodo tengamos z[n]. J

Z[n|

Podemos calcular la serie de Fourier de Z[n]!! J
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. : 2
E[n] = Z apei*on g — Z F[k]e—Ik0n Qg = ﬁﬂ
k=(N) k=(N)

Pero cuando —Nj < n < N2, tenemos que Z[n] = z[n]. Ademds para n fuera de
ese rango tenemos que z[n] = 0. Entonces podemos escribir:

ap = — Z i[k]eijkﬂon
k=(N)

Con X (e7) =372 z[k]e 7 podemos escribir:

1 ; 1 .
— L x(ed® ‘ — L x (IR0
ap = X (') okoy ~ N (e7%°0)

Entonces podemos escribir:

1 . ) 1 . .
j[n] = Z NX(eJkﬂo)ejkﬂon _ % Z X(egkﬂo)e]kﬂonﬂo
k=(N) k=(N)
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Transformada de Fourier en tie

Cuando N — oo tenemos que Z[n] — z[n] ¥n € Z. Ademids Qg — 0. El lado
derecho de la dltima ecuacién se “convierte” en una integral:

1 4 ;
z[n] = ;/ X (j)e a0
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Transformada de Fourier en tiempo discr

Cuando N — oo tenemos que Z[n] — z[n] ¥n € Z. Ademids Qg — 0. El lado
derecho de la dltima ecuacién se “convierte” en una integral:

1 4 ;
z[n] = ;/ X (j)e a0

Mientras por medio de la serie de Fourier podemos representar una senal periédica
a través de una superposicién de exponenciales con armoénicos en un conjunto
discreto, a través de la transformada de Fourier podemos representar una senal no
periédica como una “superposicién” de exponenciales cuyos armoénicos forman un
continuo en el intervalo [—, m)!!
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Transformada de Fourier en tiempo discreto VII

Cuando N — oo tenemos que Z[n] — z[n] ¥n € Z. Ademids Qg — 0. El lado
derecho de la dltima ecuacién se “convierte” en una integral:

1 4 ;
z[n] = ;/ X (j)e a0

Mientras por medio de la serie de Fourier podemos representar una senal periédica
a través de una superposicién de exponenciales con armoénicos en un conjunto
discreto, a través de la transformada de Fourier podemos representar una senal no
periédica como una “superposicién” de exponenciales cuyos armonicos forman un
continuo en el intervalo [—, m)!!

Notar que podemos recorrer el camino inverso: partimos de una senal periédica
Z[n], la cual es igual a z[n] en un periodo. Es claro que podemos recuperar los
coeficientes de Fourier de Z[n] a través de un “muestreo” equiespaciado de la
transformada de Fourier X (e/?) de z[n] :

1 :
ap = —X(e]Q)’
N Q=kQo
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Ejemplos I

Amplitud

1) Consideremos el pulso rectangular

ol ={ §

La transformada de Fourier:

2Ny
e]Q 2 " e—]Qn _e]QNl § :e—]kQ
n=—Nj k=0
25
—_—N=t
20 N5
N,=10|
15
ol n |

of \'/\/\ /\,/\ /\Q“/’\'/\J

Senales y Sistemas

In| < N1
\n\ > N;

jan, 1= eT70@NHED - sin (Q(N +1/2))

1—e 0

Es claro que

sin (Q(N; + 1/2))

sin (Q/2)

es el equivalente discreto de la funcién sinc en
tiempo continuo. Vemos que aqui también
tenemos el comportamiento dual entre tiempo

y frecuencia:

+ loc. en tiempo < - loc. en frecuencia

y viceversa

sin (2/2)

Transformada de Fourier
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Ejemplos IT

2) Consideremos
sin (nT
z[n] = 7( 1)
™
Podemos ver por dualidad cual es la transformada de Fourier de esta secuencia.
Sabemos que para la siguiente funcién periédica con periédo 27:

,nmeZ, Ty <m

_i1 It <Th
y(t)_{ 0 Ti<|<n

sin (nT}7)

los coeficientes de Fourier valen a, = p—

Sabemos que:

y Qo = 1. Entonces an = z[n].

oo

o0 oo
y(t) = Z ane?™ = Z a_ne I = Z z[—n]eI™

n=-—oo n=-—oo n=-—oo

Como z[—n] = z[n] podemos escribir:
oo

vy = Y alnle i

n=-—oo

Sefiales y Sistemas Transformada de Fourier 51/75



Ejemplos III

Reemplazando Q por t probamos que X (e7$):

: 1 |9<n
Jy hS
X(e )*{ 0 i< Q<7

3) Sea z[n] = d[n]|. Podemos verificar que:

X(e99) = i S[nle=79m =1

k=—o0
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Ejemplos III

Reemplazando Q por t probamos que X (e7$):

: 1 |9<n
Jy hS
X(e )*{ 0 i< Q<7

3) Sea z[n] = d[n]|. Podemos verificar que:

X(e99) = i S[nle=79m =1
k=—oc0

Tal como en el caso de tiempo continuo tenemos que el impulso esta generado por
una superposicion en fase de un continuo de arménicas de la misma amplitud!! En
este caso, dada las caracteristicas especiales de las exponenciales de tiempo

discreto el continuo de arménicas a utilizar pertenece al conjunto acotado [—m, ).

Es inmediato verificar que:

d[n] = %/Oﬁ cos (2n)dQ
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Ejemplos IV

4) Consideremos X (e7?) = 3°2° ___276(Q — Qo — 27k) con |Qp| < 7. Claramente

k=—o00
esto es periddico con perfodo 2. (Tener en cuenta que estamos considerando los
impulsos unitarios de tiempo continuo!!). Podemos tratar de determinar x[n].
Para ello:

oo

1 ™ . . ™ .
z[n] = —/ X(eJQ)eJQ"dQ = / Z 2w6(Q2 — Qo — 27k) eI 40
2w J_n

- k=—o00

= > / 5(Q — Qo — 27k)e? ¥ dQ

k=—oc0
= / 5(Q — Qo)e? ¥ d

—  IS0n
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Ejemplos IV

4) Consideremos X (/%) = 3°0°  _ 2786(Q — Qo — 27k) con |[Qg| < 7. Claramente
esto es periddico con perfodo 2. (Tener en cuenta que estamos considerando los

impulsos unitarios de tiempo continuo!!). Podemos tratar de determinar x[n].

Para ello:
z[n] = i/‘ X (7l 0 = / Z 2m8(Q — Qo — 27k) | 7dQ
2 S T \k=—o0
= > / 5(Q — Qo — 27k)e? ¥ dQ
k=—oc0? T
= / 5(Q — Qo)e? ¥ d
—  IS0n
Tenemos que _ oo
.7-'{63520"} = Z 2m6(Q2 — Qo — 27k), Q| <7

k=—oc0
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Ejemplos IV

4) Consideremos X (/%) = 3°0°  _ 2786(Q — Qo — 27k) con |[Qg| < 7. Claramente
esto es periddico con perfodo 2. (Tener en cuenta que estamos considerando los

impulsos unitarios de tiempo continuo!!). Podemos tratar de determinar x[n].

Para ello:
1 T i . T S .
z[n] = —/ X(eJQ)eJQ"dQ:/ Z 2w6(Q2 — Qo — 27k) eI 40
2 J_x —m \ g
= > / 5(Q — Qo — 27k)e? AN
k=—0c0® T
- / 5(Q2 — Q0)elmdQ
—  IS0n
Tenemos que _ oo
]—'{eJQO"} = > 208(Q - Qo —2rk), || <7

k=—oc0

Qué hubiera pasado si en lugar de integrar entre —m y 7 hubiéramos integrado
entre —m + 27p y w + 27wp??
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Ejemplos V

Una sefial z[n] periédica con periodo N se puede escribir de acuerdo a su serie de

Fourier como:
jkQon 2
z[n] = g ape?"ON L Qo = —

=(N) N

Entonces podemos escribir:

Z ak]-'{ejkﬂ‘)"}: Z ak i 276 (2 — kQo — 27p)

k=(N) k=(N) p=—o0

F {z[nl}

oo

33 2nas (Q -2kt Np))

p=—00 k=(N)

.S Z Dan s npd (n—%(HNp))

pP=—0 k=

donde hemos usado que los coeficientes de Fourier de una secuencia discreta
periédica forman una secuencia periédica también.
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Ejemplos VI

Notar que cuando k = (N) y —oo < p < oo tenemos que ! = k + Np varfa de —oco
a co. Entonces podemos escribir:

F{z[n] Z 2ra;d (Q - 2—”1)

l=—o0
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Ejemplos VI

Notar que cuando k = (N) y —oo < p < oo tenemos que ! = k + Np varfa de —oco
a co. Entonces podemos escribir:

F{z[n] Z 2ma;6 (Q - 2—”1)
l=—o00

En la expresion anterior estamos usando no sélo los coeficientes de Fourier en un
periodo de largo N, sino todos ellos!! O sea la secuencia periédica completal!! J
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Ejemplos VI

Notar que cuando k = (N) y —oo < p < oo tenemos que ! = k + Np varfa de —oco
a co. Entonces podemos escribir:

F{z[n] Z 2mra;é (Q - 2—”1)
l=—o00

En la expresion anterior estamos usando no sélo los coeficientes de Fourier en un
periodo de largo NNV, sino todos ellos!! O sea la secuencia periédica completa!!! J

La transformada de Fourier de tiempo discreto para secuencias periédicas es una
sucesion infinita de impulsos unitarios posicionados en las armoénicas que
componen dichas secuencias y pesados por los correspondientes coeficientes de
Fourier!!
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Propiedades de la transformada de tiempo discreto I

Vamos a asumir que todas las sefiales involucradas tiene bien definida su
transformada de Fourier

@ Linealidad: Sean z[n] e y[n] funciones tales que X () = F{z[n]} y
Y (e79?) = F {y[n]}. Tenemos que:
F laz[n] + by[n]] = aX (%) +bY (), a,beC

Probarlo!!

@ Desplazamiento temporal y en frecuencia: Sea xz[n] tal que
X (e7?) = F {z[n]}. Entonces valen
F{aln —no|} = e I X (7)), np € Z
F{e0ng[n]} = X(I@%0)), Qg € [-m,m)

Probarlo!!
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Desplazamiento temporal en tiempo discreto I

z[n] =46[n] < X (Q) =1
Y(Q)=X(Q)e 7™ meR

1 [oo . )
yln] = 27/ X (Q) =m0
T J oo

1 eJ(n—m)m _ o—j(n—m)m
Toom j(n—m)

= sinc (n — m)

[n] |X ()] m}X(Q)
1 —_—
Q
- T
n Q
5 5 -7 ks
y[n] [Y(9)] p. Y (Q)
1 m=1.5 - 4
Q
n - .
°0.0 & Q
- ™
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Desplazamiento temporal en tiempo discreto I1

z[n] =46[n] < X (Q) =1
Y(Q)=X(Q)e 7™ meR

1 [o© ) .
y[n] = 2—/ X (Q) e~ Im2ein g0y
™ — 00

1 eJ(n—m)m _ o—j(n—m)m
Toom j(n—m)

= sinc (n — m)

HI[N] |X(Q) THIX(Q)
:‘| Q
) 1
[l n - T
. y,[‘n] |Y(Q)] LY (Q)
1
Q
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Desplazamiento en frecuencia en tiempo discreto I

op _1n _5r —x L sr o o 2
4 4 4 4
(b)
X(Q+7/2)
—on r _sr = T sm = 2x O
4 4 4 4
(c)
0.5[X(Q — 7/2) + X(Q + 7/2)]
- N
‘ [ | |-
—or _In _5n —g _3m z z 3n T 5m o om Q
4 4 4 4 4
(d)
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Desplazamiento en frecuencia en tiempo discreto II

z[n] = sinc (%) ~» z[n] cos (0.85mn)

X(Q)

|
N

‘ ‘ ‘ |
—27 -7 7% % ™ 27 Q
(a)
X(Q —0.857)
4,,
—on _lir _on 6 1ix o Q
10 10 10 10
(b)
X (24 0.857)
4,,
} }
—or _lix _or or 1dn o
10 10 10 10

(c)

|

} { | ; f S

—2m _ ldrm - _ 67 6m or llx  ldw o
10 0 10 1 0 10
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Propiedades de la transformada de tiempo discreto 11

@ Conjugacién y simetria conjugada: Sea z[n] tal que X (e’?) = F {z[n]}.
Entonces valen ]
F{z*[n]} = X(e77?), ng € Z
Claramente si z[n] es real tenemos que X* (/) = X (e=7%). Probarlo!!

@ Diferencia y acumulacién: Sea x[n] tal que X (e7?) = F {z[n]}. Entonces
valen:

Flz[n] —z[n — 1]} = (1 — e 7Y X (e?)
Si yop2 o x[k] = 0 tenemos que:

}'{ 3 z[k}} _ ﬁX(ejQ)

k=—oc0

Probarlo!! El caso para el que > 5o _ __ «[k] # 0 se modifica como:

—0o0

]-'{ Xn: :c[k]}l_ijQX(ejQ)-i-wX(ejO) i 5( — 2k)

k=—o0
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Propiedades de la transformada de tiempo discreto III

@ Convolucién: Sea z[n] tal que X (e7) = F {z[n]} y y[n] tal que
Y (e7?) = F {y[n]}. Sea z[n] = x[n] * y[n]. Tenemos:

F{zln]} = X(@)Y (&)

Proof: Podemos escribir lo siguiente:

F =) > ( > alklyln— k]) eI

n=—oo \k=—o0

o] [e3e]

= Z z[k}( Z y['n,—k]e_jQ")

k=—o00 n=-—oo

oo

= > alkly(ef)e I

k=—o0

= XY ()
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Propiedades de la transformada de tiempo discreto III

@ Convolucién: Sea z[n] tal que X (e7) = F {z[n]} y y[n] tal que
Y (e7?) = F {y[n]}. Sea z[n] = x[n] * y[n]. Tenemos:

F{zln]} = X(@)Y (&)

Proof: Podemos escribir lo siguiente:

F =) > ( > alklyln— k]) eI

n=—oo \k=—o0
oo oo i
= Z z[k] Z y[n — kle 7"
k=—o0 n=-—oo
i . .
= > alkly(ef)e I
k=—oc0
= X (Y ()
Esta propiedad es analoga al caso continuo!! Nos serd de mucha utilidad para
analizar sistemas LTI en tiempo discreto!! J
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Propiedades de la transformada de tiempo discreto IV

@ Multiplicacién: Sea z[n] tal que X (e7?) = F {z[n]} y y[n] tal que
Y (e7?) = F {y[n]}. Sea z[n] = z[n]y[n]. Tenemos:

Fizln)} = % /j X ()Y (O ))dy

Proof:

oo ¢S]

2@ = 3 eyl ™ = 3yl {5 [ x@)ermanf e

1 (7 - > ia—
= o - X(e?) {H_Zoo yn)eI( V)n} dv
1

= XY (/=) dy

o Jox
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Propiedades de la transformada de tiempo discreto IV

@ Multiplicacién: Sea z[n] tal que X (/) = F {z[n]} y y[n] tal que
Y (e7?) = F {y[n]}. Sea z[n] = z[n]y[n]. Tenemos:

Fizln)} = % /j X ()Y (O ))dy

Proof:

oo ¢S]

2@ = 3 eyl ™ = 3yl {5 [ x@)ermanf e

1 (7 - > ia—

= 5 7TrX(eJ ){n_zooy[n}e i V)n} dv
1 T jv j(Q2—v)

= — X ()Y (¢! )dv
2 ) _»

La convolucién periédica se puede realizar en cualquier intervalo de longitud 27!!
Notar la diferencia con la convolucién tradicional o aperiddica!! Cuando

estudiemos el tema de filtros digitales veremos que esta propiedad tendrda mucha
utilidad!!
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Sistemas L'T1 y transformada de Fourier I

La respuesta en frecuencia de un sistema LTT en tiempo discreto se definié como:

H(e'%) = Z h[n]e=7%n
k=—o00

donde h[n] es la respuesta al impulso del sistema. Por la propiedad de convolucién
la salida y[n] a una entrada z[n] se puede escribir como:

Y (7)) = H(e??) X (e79)

La ecuacion anterior caracteriza, asi como lo hacia la suma de convolucién, en
forma completa la accién de un sistema LTT de tiempo discreto!! Esto es asi
porque, segun lo que discutimos previamente, siempre podemos volver del campo
transformado al dominio del tiempo gracias a la invertibilidad de la transformada
de Fourier!!
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Sistemas LTT y transformada de Fourier II

En lo anterior hemos supuesto que la respuesta en frecuencia existe. Es decir que
la transformada de Fourier de la respuesta al impulso debe estar bien definida. Sin
embargo, esto no es un problema para los sistemas LTI estables:

Teorema

La respuesta en frecuencia H(e??) de un sistema LTI de tiempo discreto estable
siempre existe.

Proof: Dado que el sistema es estable tenemos que »>° _ _|h[n]| < co. Pero
entonces podemos escribir:
[H(P) =] > hlnle " < 3 |hlnle 7" = > |hln]] < oo
n=-—oo n=-—oo n=-—oo

Lo que muestra que la respuesta en frecuencia esta bien definida.
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Sistemas LTT y transformada de Fourier II

En lo anterior hemos supuesto que la respuesta en frecuencia existe. Es decir que
la transformada de Fourier de la respuesta al impulso debe estar bien definida. Sin
embargo, esto no es un problema para los sistemas LTI estables:

Teorema

La respuesta en frecuencia H(e??) de un sistema LTI de tiempo discreto estable
siempre existe.

o]
n=-—oo

Proof: Dado que el sistema es estable tenemos que Y |h[n]| < co. Pero

entonces podemos escribir:

[e9] [ee] [e’s}

[H(EN =| > hlnle "< D |hlnle ™7 = Y |hln]| < oo

n=—oo n=-—oo n=-—oo
Lo que muestra que la respuesta en frecuencia esta bien definida.
Nuestro interés en analizar sistemas LTI mediante la transformada de Fourier

siempre estard en aquellos que son estables!! Para analizar sistemas LTI inestables
de tiempo discreto utilizaremos més adelante la transformada Z!!
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Sistemas LTI y transformada de Fourier 111

o

Muchos sistemas LTI causales (con la condicién de reposo inicial discutida hace
unas clases) van a estar descriptos por una ecuacién en diferencias con coeficientes

constantes:
N M
Z apyln — k] = Z brx|n — k]
k=0 k=0
Si aplicamos el operador F {-} a ambos lados obtenemos (aplicando linealidad):
N M
D arF {yln — K]} = > biF {xln — A}
k=0 k=0
Usando la propiedad de diferenciacion:
Y (/%) Z ape I = X (7% Z bre ISk
k=0 k=0

Para un sistema LTI tenemos que

Y (e7%?)

Y(ejQ) _ H(ejQ)X(ejQ), H(ejQ) _ X(ejﬂ)

Sefiales y Sistemas Transformada de Fourier 66/75



Sistemas LT transformada de Fourier IV

La respuesta en frecuencia se puede escribir entonces como un cociente de
polinomios trigonométricos:

M —jQk
Zk:o bre™7

H(ejQ) = -
Zi\’:o ape—Ii2%k
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Sistemas LT1 y transformada de Fourier IV

La respuesta en frecuencia se puede escribir entonces como un cociente de
polinomios trigonométricos:

M —jQk
H(ei®) = Sk
Zk:O ake—]Qk

@ Vemos que la respuesta en frecuencia del sistema es un cociente de
polinomios, los cuales se obtienen por inspeccién a través de los coeficientes
de la ecuacién en diferencias!
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Sistemas LT1 y transformada de Fourier IV

La respuesta en frecuencia se puede escribir entonces como un cociente de
polinomios trigonométricos:

M —jQk
ejQ) — Zk:O bge™?

H( -
Zi\’:o ape—Ii2%k

@ Vemos que la respuesta en frecuencia del sistema es un cociente de
polinomios, los cuales se obtienen por inspeccién a través de los coeficientes
de la ecuacién en diferencias!

@ De una ecuacién en diferencias pasamos a una expresién equivalente del
sistema totalmente algebraica. Todo queda definido por los coeficientes de
los polinomios o por lo que es los mismo por sus raices. Esto simplifica
mucho el anélisis de los sistemas LTI de tiempo discreto!
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Sistemas LT1 y transformada de Fourier IV

La respuesta en frecuencia se puede escribir entonces como un cociente de
polinomios trigonométricos:

M —jQk
Zk:o bre™7

H(ejQ) = -
Zi\’:O ape—Ii2%k

@ Vemos que la respuesta en frecuencia del sistema es un cociente de
polinomios, los cuales se obtienen por inspeccién a través de los coeficientes
de la ecuacién en diferencias!

@ De una ecuacién en diferencias pasamos a una expresién equivalente del
sistema totalmente algebraica. Todo queda definido por los coeficientes de
los polinomios o por lo que es los mismo por sus raices. Esto simplifica
mucho el anélisis de los sistemas LTI de tiempo discreto!

@ Podemos obtener la respuesta al impulso del sistema, en lugar de resolviendo
la ecuacién en diferencias, antitransformando H(e/*)! Nuevamente y como
en el caso de tiempo continuo, el método de fracciones simples puede ser
muy util!!
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Sistemas L'T1 y transformada de Fourier V

Algunas aclaraciones:

@ Podemos tener filtros en tiempo discreto. Los mismos se denominaran filtros
digitales, y son una forma ecénomica y técnicamente eficiente de realizar
operaciones de filtrado para sefiales continuas (previa una etapa de
muestreo). Los mismos en general estardn especificados en el campo de la
frecuencia a través de una funcién H(e/*?) adecuada.

@ Los problemas asociados a filtros digitales ideales son similares a los
correspondientes en los filtros de tiempo continuo. Haremos un andlisis més
detallado de los mismos més adelante en el curso.

@ Los conceptos de distorsién de amplitud y distorsién de fase siguen valiendo
para los sistemas de tiempo discreto. También el concepto de retardo de
grupo. Veremos un poco més sobre ellos cuando abordemos las técnicas de
diseno de filtros digitales.

Senales y Sistemas Transformada de Fourier

68/75



Repaso...

@ Periodo fundamental (T') o (N). Definido para sefiales periddicas, es el
periodo méas pequeno con respecto al cual se repite una senal periédica. Para
sefniales periddicas en tiempo continuo el periodo fundamental es T en
segundos, mientras que para senales en tiempo discreto el periodo
fundamental es N en muestras.

@ Frecuencia analdgica (f o w). Representa un nimero de ocurrencias de un
evento repetitivo por unidad de tiempo. Para sefiales sinusoidales, la
frecuencia lineal, f, se mide en ciclos por segundo (o Hz), mientras que la
frecuencia angular (w = 27 f), se mide en radianes por segundo.

@ Frecuencia fundamental (fo). Definida para sehales periddicas, es el
reciproco del periodo fundamental (7). Para sefiales periédicas de tiempo

continuo se denota por fo = % en ciclos por segundo, mientras que para

senales de tiempo discreto se denota por fo = % en ciclos por muestra.

@ Frecuencias armonicas o armonicas. Frecuencias que son multiplos enteros
de la frecuencia fundamental.

@ Arménico fundamental (e~7«0t). El exponencial complejo (o sinusoide)
asociado con el periodo fundamental en un conjunto de exponenciales
complejos arménicamente relacionados.
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Repaso...

@ Condiciones de Dirichlet. Requisitos que garantizan que las sefiales de
tiempo continuo presenten convergencia puntual de sus series de Fourier o de
sus anti-transformadas. Sélo son condiciones suficientes!

@ Serie de Fourier (SF) de tiempo continuo. Expresa una sefial periédica de
tiempo continuo z(¢) como una suma de exponenciales complejas escaladas
(o sinusoides) en los arménicos kwg de la frecuencia fundamental wg de la
senal. Los factores de escala aj se denominan coeficientes de la serie de
Fourier.

@ Transformada de Fourier (TF) de tiempo continuo. Expresa una senal
aperiédica de tiempo continuo z(t) como una integral de exponenciales
complejas escaladas (o sinusoides) de todas las frecuencias. El factor de
escala se denota por X (w).

@ Serie de Fourier de tiempo discreto (SFTD). Expresa una sefal periédica de
tiempo discreto z[n] como una suma finita de exponenciales complejas
escaladas (o sinusoides) en los arménicos k/N de la frecuencia fundamental
% de la senal. Los factores de escala se denominan coeficientes de la serie de
Fourier, ax, que a su vez forman una secuencia periédica, de periodo N.

@ Transformada de Fourier de tiempo discreto (TFTD). Expresa una sefial
aperiédica de tiempo discreto x[n] como una integral de exponenciales
complejas escaladas (o sinusoides) de todas las frecuencias. El factor de
escala se denota por X ().
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@ Espectro de amplitud (X (w) o X(€2)). Un gréfico de los coeficientes de la
serie de Fourier o la transformada en funcién de la frecuencia cuando estas
cantidades tienen valores reales.

@ Espectro de fase (£ZX(w) o ZX(Q)). Un grafico de la fase de los coeficientes
de la serie de Fourier o de la transformada en funcién de la frecuencia.

@ Espectro de magnitud (| X (w)| o |X(€2)]). Un gréfico de la magnitud de los
coeficientes de la serie de Fourier o la transformada en funcién de la
frecuencia.
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Temas para leer por cuenta propia

Lectura obligatoria

Tabla de propiedades de la transformada continua y discreta de Fourier y
pares transformados bésicos (Oppenheim and Willsky, Tablas 4.1, 4.2, 5.1 y
5.2).

Apéndice de fracciones simples (Oppenheim and Willsky).

Aspectos en el dominio del tiempo y la frecuencia de filtros ideales y no
ideales (Oppenheim and Willsky, Secciones 6.3 y 6.4).

Sistemas continuos de primer y segundo orden (Oppenheim and Willsky,
Seccién 6.5).

Sistemas discretos de primer y segundo orden (Oppenheim and Willsky,
Seccién 6.6).

Ejemplos de andlisis de sistemas en el dominio del tiempo y la frecuencia
(Oppenheim and Willsky, Seccién 6.7).

Lectura optativa

Filtrado selectivo en frecuencia con frecuencia central variable (Oppenheim
and Willsky, Seccién 4.5.1).

Diagramas de Bode (Oppenheim and Willsky, Seccién 6.2.3).

Transformada discreta de Fourier (Oppenheim and Schafer, Secciones 2.7,
2.8y 2.9).
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Algunos ej

o Ejercicios 4.10, 4.12, 4.14., 4.15, 4.16, 4.21 de Oppenheim and Willsky.
© Ejercicios 4.40, 4.47, 4.51, 4.53 de Oppenheim and Willsky.

e Demostrar que un sistema LTI cuya respuesta en frecuencia es cero en un intervalo
finito o infinito no es invertible.

e Demostrar las siguientes propiedades de la transformada de Fourier de tiempo continuo
usando dualidad:

Ax(j "
Flojta(®)] = %, f[fjita:(t)erz(O)é(t)] - /_ X(jv)dv

e Una forma precisa de cuantificar el problema de la localizacién simultdnea en tiempo y
frecuencia de un par transformado es a través del principio de incertidumbre. El mismo
dice que:

1
D) D(X(Gw)) 2 5
donde D(f(t)) es la dispersién de la senial f(t) definida como:

22 21 f (1) dt
PUED = "1 i 2ar

2
ot
Probar que la igualdad se alcanza cuando x(t) = \/% e 402 , lo que muestra que los
o

pulsos gaussianos tienen la mejor localizacién simultdnea en tiempo y frecuencia.
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Algunos ejercicios II

e Ejercicios 5.8, 5.9, 5.12, 5.21, 5.22, 5.23, 5.26, 5.32, 5.36 de Oppenheim and Willsky.
@ Eijercicios 5.37, 5.40, 5.46, 5.47 de Oppenheim and Willsky.
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Tiempo de consultas

; Preguntas?

Senales y Sistemas Transformada de Fourier



	Representación de señales de tiempo continuo
	Propiedades de la transformada de Fourier de tiempo continuo
	Sistemas LTI continuos y la transformada de Fourier
	Representación de señales de tiempo discreto
	Propiedades de la transformada de Fourier de tiempo discreto
	Caracterización de sistemas LTI discretos a través de la transformada de Fourier

