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Espacios de senales

Definicién

Se dice que dos seriales p(t) y q(t), distintas de cero p(t) y q(t) son ortogonales
sobre el intervalo t = [t1,t2] si:

t2 t2
/ p(t)g" (t)dt = / P (©)a(t)dt = 0
tl tl

donde el superindice * denota el operador de conjugacion complejo. Ademds, si
ambas seriales p(t) y q(t) también satisfacen la propiedad de magnitud unitaria:

t2 t2
/ p(E)p* (B)dt = / a()q* (B)dt = 1
tl tl

se dice que son ortonormales entre si en el intervalo t = [t1,t2].
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Ejemplo
1
p(t) = cos(2mt) \ /
0

q(t) = COS(37Tt) 0.2 0.4 0.6 0.8

KN

t=10,1]

t2 q(t)
/ p(t)g* (t)dt
0]

1
/ cos(2mt) cos(3mt)dt
0

i
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o
N
o
o
o
/m

%/01 [cos(7t) + cos(5mt)] dt

11 1 !
- |:f sin(nt) + — sin(57t)| =0
2 |7 5 0 0

/

/\ ¢
02 04 Wo.a\

N
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Algunas definiciones

Definicién
Sea H un espacio vectorial de funciones con el producto interno usual y con

dominio en t = [t1,t2]. Un conjunto de funciones {py(t)}r—, es mutuamente
ortogonal sobre el intervalo t = [t1,t2] st

t2 . B
/1 pm (t)py, (t)dt = { gjn #0 sim=ng
t

en otro caso

Ademdas, si By, = 1, VYn , tenemos un conjunto ortonormal.
/

Un conjunto ortogonal {p(t)}rey € H se conoce como conjunto ortogonal
completo si no existe ninguna funcion q(t) € H fuera del conjunto que satisfaga la
condicidn de ortogonalidad con respecto a las senales pn(t), n € NU{0}. Es
decir, Pq(t) € H tal que:

/ ” a(t)p= (t)dt = 0, ¥n € NU {0}
tl
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Algunas definiciones

Defi

Si un conjunto ortogonal es completo en H, un espacio vectorial de funciones con
el producto interno usual y con dominio en t = [t1,t2], entonces cualquier funcidn
arbitraria z(t) € H puede ser expresado dentro del intervalo t = [t1,t2] como:

(t): Z CnPn (t)
n=0

donde los coeficientes ¢y, se obtienen como:

. (t)pii(t)dt
f 1 Pn(t)p (t)dt

n

Notar en el igual en color en la ecuacién de arriba. Indica que la igualdad entre el
término de la izquierda y el de la derecha hay que interpretarlo con cuidado, en
rigor como una relacién de equivalencia adecuadamente definida.
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Propiedades de las exponenciales complejas

Continua
teR, wy (rad/s)

Discreta
n € Z, Q (rad/muestra)

Periodicidad Siempre son periddicas. No todas las exponenciales complejas son periddicas.
Ty = % Debe cumplirse: QoN = 27m, m € Z.
N, = min 4 2&.
Ny = min {Qn m,} , meZ.
Ambigiiedad Son todas distintas. Dos exponenciales son iguales si Q varfa en un
multiplo entero de 27.
eilwor2mh)t _ pjwot pi2mht £ elwot
Py eIy ei(@+2mk)n _ oi%n
Combinacién No siempre periédica. Siempre periddica.
lineal de
senales Por ejemplo: Ty =1, Ty = V2,
periédicas No existe ningtin Ty, n, T} # noTs.
Completitud Hay infinitas exponenciales complejas Sélo hay N exponenciales complejas relacionadas

relacionadas
armoénicamente de periodo Tp.

Gi(t) = efont = eikwnt — oI 3

armonicamente de periodo N.

eikon _ gik%En

Brln] = eIHn

Orin[n] =e

Velocidad de
variacién

La velocidad de variacién aumenta
linealmente con la frecuencia.

Velocidad de variacion

Frecuencias bajas: Cercanas a 27k,
Frecuencias altas: Cercanas a m(2k +1).

Velocidad de variacion
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Representaciéon de senales periddicas I

Es de interés representar sefiales a través de bloques funcionales “simples”, cuya
respuesta un sistema sea relativamente sencilla

Esta fue la idea para el caso de la respuesta de un sistema LTI a una entrada
arbitraria como una superposicién lineal ponderada de respuestas al impulso
desplazadas en el tiempo!!

Ahora haremos lo propio para un tipo particular de senales: las senales periédicas!!

Una senal periddica satisface:
z(t)=z(t+T)

donde T es el periodo fundamental (es decir el minimo valor que satisface la
igualdad). Se define la frecuencia angular fundamental como:

wyp = —
°=r

Ejemplos: x(t) = cos (wot), x(t) = eIwot,
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Representacion de senales periddicas 11

Una intuicién razonable que podemos desarrollar (y que varios matematicos a lo
largo de la historia tuvieron!!) es que cualquier funcién periédica z(t) se puede
representar como una superposicién de arménicos de wq:

oo
z(t) = Z agelFwot
k=—occ

La intuicién es “casi correcta”, en el sentido que es necesario definir exactamente
que entendemos por la igualdad de la ecuacién anterior!! Ademads en funcién de
dicha interpretacién de la igualdad podriamos “acotar” el conjunto de senales
periédicas a representar!!

En el caso de que z(t) sea una funcién real tenemos que z(t) = z*(t) lo cual
implica que ay = a* ;. De esta forma podemos escribir:

oo oo
z(t) = ap + Z [akejk“’ot + aZeijkWOt] =ap + Z 2%{akejkw0t}
k=1 k=1

Con ay = Apel® = By, + jC:
z(t) = ao + 2 Z Ay, cos (kwot + 0x) = ap + 2 Z [By, cos (kwot) — C sin (kwot)]
k=1 k=1

Para seniales x(t) reales los arménicos componentes negativos y positivos estan
conectados! Nos podemos concentrar en las “frecuencias componentes” positivas!!
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Senales de energia finita I

Consideremos el espacio de senales de energfa finita L2([0,T)). Esto es las sefales
definidas en un intervalo [0,T") que satisfacen:

1 T
?/0 |z(t)]2dt < oo

Como todo el estudio de una senal periédica lo podemos hacer en un intervalo de
longitud T, es claro que podemos trabajar en este espacio considerando la
extensién periédica de las seniales fuera del intervalo [0,7"). De esta forma,

estudiaremos senales periédicas, pero que en cada intervalo de longitud 7" tienen

energia finita!!

En la primera clase discutimos que el espacio L2([0,7')) es un espacio vectorial con

producto interno:

T
(sa0) = 7 [ rwg o

y base ortonormal dada por

o . . . 2
{,...,6 2jw0t7e ]L.ugt717ejw()t762jw0t7.”’}7 wo = —
T
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Senales de energia finita II

Vamos a considerar la siguiente aproximacién de z(t) € L2([0,T)):
N .
.fZN(t) = Z bke]kWOt
k=—N

Ahora vamos a considerar la distancia entre z(t) y Z(t) medida con el siguiente
criterio:

2

T T N .
=) — &n @) = %/0 |$(t)—§cN(t)\2dt:%/0 x(t) — Z bpelkwot| gy

k=—N
Es claro que podemos escribir:

lz) —an@®I? = (2(t) —2n(t),2(t) - 2n (1)
= |lz@I® = (), 2n (1) = (@En (1), 2(1) + [En @)

Analicemos cada uno de los términos:
2 1T 2
le@IP =5 [ leoPd
0
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Senales de energia finita III

2
2 1 T J jkwot
eI = 7 [ 3 mett| @
k=—N

1 T N N ) )
= = > D bpbpelteotemireotyy
0 k=—Np=—N
N

N 1 T
= > 3 bkb*—/ elwolk=p)t gy
PT 0

k=—Np=—N
Pero sabemos que:

T
/ eJwo(k—p)t gy — { T p=k
0 0 p#k

Es facil ver entonces que:
N

T
@2 == [ l@Pd= S b
T Jo

k=—
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Senales de energia finita IV

Ademés tenemos:

N 1 T ) N
(@), an () = > ZT z(t)e Fotdt = " brag
k=— 0 k=—N
donde hemos definido: r
1 )
a = — z(t)e Thwotyy
T Jo
De la misma forma:
N
@En (), x(t) = > ajbe
k=—N
Podemos escribir:
N
loto) ~ an P = 5 [ leOPa— (3 buai + bia ~ ol
k=—N

Sumando y restando E{c\;_N |ax|? obtenemos:

N N
Ydt— Y e+ D ek — bl

k=—N k=—N

loto) ~ an (1P =5 [ o
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Senales de energia finita V

Podemos hacer las siguientes observaciones:

@ La distancia en media cuadrdtica entre x(t) y su aproximacién #(¢) de orden
N se hace minima cuando:

1 T ) )
b = ay = ?/ z(t)e Ihwotdgr = (x(t), e?Fwoty vk € Z
0

Es decir la mejor representacién en términos de la energia del error de x(t)
para N finito se puede escribir como:

N 2N (t) es la proyeccion ortogonal de
En(t) = Z (z(t), ejkwgt>ejkw0t x(t) en eleubespamo generado por
ke N {erkwot} n.
k=—N

@ Podemos hacer N — oo para obtener (dado ||z(t) — & (t)]|2 > 0):

T oo
=@ = 7 [ le®Pde = > laif?

k=—o0

Esto es lo que se denomina desigualdad de Bessel.
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Senales de energia finita VI

Sin embargo, el conjunto de las exponenciales complejas {ejk‘*’ot}:o:_oo tiene la
extraordinaria propiedad de que la desigualdad de Bessel es de hecho una igualdad
(porque el conjunto {~5‘-”"““’0t}2°:7Oc es completo en Lo ([0,T))!! ):

o0
ool = 3 [ o= > janP
k=—oc0

De esta forma tenemos lo que se conoce como teorema de Parseval

Teorema

Para cualquier serial x(t) € L2([0,T)) la serie de Fourier
© . 1 rT .
Z agelkwot g, = ?/ o(t)e Ikwot gy
k=—oc 0
converge en media cuadrdtica a z(t) es decir:

2 2

1 T
Nli_r)noo z(t) — Z apelFeotll = lim ?/0 z(t) — Z apelkwot| gt =0

k=—N k=—N
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Senales de energia finita VII

El teorema anterior es el teorema central de la expansién en series de Fourier de
las senales periddicas con energia finita en cada periodo. Notar que también
tenemos la relacion de Parseval:

o0

1 T 2 2
7 eora= >

k=—oc0

Algunas consideraciones:

@ El espacio L2([0,T)) es lo suficientemente grande para todos nuestros
propdsitos. Practicamente todas las senales de interés préactico estaran en
este espacio. Notar que este espacio contiene a todas las funciones continuas
en [0,7) y también muchas sefiales discontinuas de interés. No contiene en
su totalidad sin embargo al espacio L1 ([0, T).

@ Es importante entender la convergencia enunciada en el teorema: lo que
converge a cero es la energfa del error!. Las sefial z(t) y su serie de Fourier
son “iguales” en el sentido de que distancia en media cuadratica entre ambas
es cero. De aqui no necesariamente se implica que para cada t € [0,T) la
senal z(t) y su serie de Fourier son iguales!!!

@ Una cuestiéon importante es la unicidad en la representacién de la serie de
Fourier de una senial. (ver ejercicios sugeridos).
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Convergencia puntual de las series de Fourier I

Ni siquiera se puede asegurar que la serie de Fourier de una funcién continua
general converja puntualmente en todo punto ¢ € [0,T"). Existen muchos
resultados extremadamente técnicos en este sentido. El méas simple y el primero
obtenido por Dirichlet en el siglo XIX es el siguiente:

Teorema

Sea z(t) € L1([0,T)) tal que es de variacion acotada. Entonces:

N—o0

N
, 1
lim > azelteol = 3 [z(t+0T) +2(t—07)]
k=—N

Lo importante de este resultado es que para una gran familia de senales (que para
los fines practicos es los suficientemente grande) la serie de Fourier converge
puntualmente en cada punto ¢ € [0,7") donde la senal es continua y al promedio de
los valores presentes en una discontinuidad!! La condicién de variacion acotada es
técnica. Pero basicamente se puede decir en términos coloquiales que significa que
la senal no tenga infinitios maximos y minimos ni infinitas discontinuidades en

[0, )1
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Convergencia puntual de las series de Fourier II

z(t) = tfln(ﬁt)

{z(t)=1site 2721 272Mgp(t) =0sit € 27222721}, 0<t <1, z(t) =a(t+1)

(I T [ I

-1.5 -1 -0.5 0.5 1 15

Senales y Sistemas Series de Fourier



Convergencia puntual de las series de Fourier III

a(t)——N =5 2(t) —— N =50
yaN paN FaN Va
e L ~ 7
0.5 0.5
t t
NS S AV VA
z(t)|—— N =20 o(t) —— N =50
Av £ vn T
0.5 0.5
t t
. A
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Convergencia puntual de las series de Fourier IV

y(t)

su amplitud no disminuye!! Siempre el exceso de rizado es el 9 % del valor de la

El rizado se va comprimiendo hacia la continuidad a medida que aumenta N pero
discontinuidad! J
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Propiedades de la serie Fourier I

Vamos a asumir que las sefiales z(¢) son periédicas con periodo Ty que cumplen
todas las propiedades que discutimos arriba para que exista su representacién en
serie de Fourier. Denotaremos los coeficientes de Fourier como ay y al proceso de
mapeo de z(t) en sus coeficientes y viceversa lo escribiremos como:

z(t) FN ay

@ Linealidad: Sean z(t) e y(¢) funciones periédicas de periodo T tales que
z(t) RN ar, y(t) 5 by.. Entonces:
S
ax(t) + By(t) ¢ aag + by

Probarlo!!
@ Desplazamiento temporal: Sea z(t) periddica con periodo T tal que

z(t) 5 ay. Consideremos y(t) = z(t — 7) con 7 € R. Entonces

y(t) PN ape Ikwor

Probarlo!!

Senales y Sistemas Series de Fourier 21/43



Propiedades de la serie Fourier 11

@ Inversién temporal: Sea z(t) peridédica con periodo T tal que z(t) Zs, ar.
Consideremos y(t) = z(—t). Entonces

FS
y(t) &> a_p

Probarlo!! Y deducir que sucede con los coeficientes de Fourier de senales
pares e impares!!

@ Conjugacién y simetria conjugada: Sea z(t) periédica con periodo T tal
que z(t) N ay,. Consideremos y(t) = z*(t). Entonces

y(t) &2 a*

z(t) Real y par Real e impar  Imaginaria e impar  Imaginaria y par
ag Real y par Real e impar  Imaginaria e impar  Imaginaria y par
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Propiedades de la serie Fourier I11

@ Multiplicacién: Sean x(t) e y(t) sefiales periédicas de periodo T tales que

z(t) FAN ar, y(t) 5 b,. Entonces:

z(t)y(t) < Z apbi—p = aj * by
p=—o00
Proof:
e > ; ,
c, = ?/ o(t)y(t)e IFwotds = /y(t) Z apeIPWot | gmIkwot gy
0 0 p=—00
= ap— / eI (k=P)wot gy
T
pffoo
= Z apb—p
p=—00
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Propiedades de la serie Fourier IV

@ Diferenciacion: Sea z(t) sefial periédica de periodo T tal que z(t) AN ag.

Entonces:
dxz(t) Fs,

dt
Proof: Sea y(t) = z/(t). Entonces:

& jkwoag

1 T / —jkwot
by = T ' (t)e™ 7Pt dt
0
1 . .
= - fz(t)e_]kwot +]kw07/ Ye~Ikwot gy
= Jjkwoak

@ Integracién: Sea z(t) sehal periédica de periodo T tal que z(t) RN ag.

Entonces: .
/ z(7)dr 5 ,ak
—oo Jkwo

Probarlo!! Discuta la necesidad para este resultado de que ag = 0!!
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Ejemplos I

1) Consideremos el pulso cuadrado dado por:

T=1, Ty =0.25
Es claro que

1 T .
a = 7/ z(t)e Ihwotgs =
T Jo
O lo que es equivalente para k # 0:

1 rT/2 )
a = 7/ z(t)e TFwotg =
T )12

Senales y Sistemas

o4 /\/
02

T
l/ Voomdkwotgy — _ 1 —jkwot
T ) 7 JkeoT

x(t): 1 |t| < T
0 Th<|t|<T/2

1 Ty . T .
- [/ efjk:wotdt_"_ efjkwotdt:|
T LJo T,

T

T

Series de Fourier
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Ejemplos IT

2 efkwoTr _ g—ikwoTy _ sin (kwoTh)
k= hwoT 2 T kr
Es facil ver que ag = 211 El caso en que T1 = T'/4 corresponde a una onda

cuadrada con duty cycle del 50 %. Para ese caso ag = 0.5y

_ sin (kn/2)
B km

06

0.5F

0.4

0.3

0.2

0.1

-0.2
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Ejemplos III

Usando Parseval obtenemos que:

>

k=—o00

sin (km/2)
km

T/2
/ (t)2dt =
T T/2
2) Tren de impulsos: Consideremos la siguiente senal

AN 0= S b KT)
23

Es claro que el tren de impulsos no es una senal de cuadrado integrable. De hecho
ni siquiera es una senal en el sentido tradicionall! Sin embargo podemos igual
calcular los coeficientes de Fourier del mismo en un sentido “distribucional”! El
tren de impulsos serd de una importancia fundamental para nosotros cuando
analicemos el tema de muestreo de senales de tiempo continuo!.
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Ejemplos IV

Evitando poner los limites de integracién justo donde hay impulsos elegimos el
intervalo [—T1/2,T/2):

T/2 T/2 . 1
/ z(t)e TFwotg = / Ye IRwotqy — — vk
T T/2 T T/2 T

3) Pulso trapezoidal: El pulso trapezoidal es de importancia fundamental en el
analisis de circuitos digitales ya que modeliza una onda cuadrada real.
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Ejemplos V

En lugar de calcular los coeficientes por la definicién usual vamos a calcularlos

aplicando las propiedades de la serie de Fourier. Sea x(t) <F—S> ag. Consideremos la

derivada de z(t), y(t) = dﬂ:i(tt) con y(t) N b, vy la derivada segunda de z(¢),

z(t) = ddjgt con z(t) FN Ck

ﬂl_h
g
[ES

Bl

| Ty T
T .
‘r_+ Tr T+ T s
’ U ) t |
A A
=T ™ e

RN
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Ejemplos VI

Vemos que z(t) estd compuesta por la superposicién de 4 trenes de impulsos.
Usando la propiedad de desplazamiento temporal y la linealidad de los coeficientes
de Fourier podemos escribir:

A A kwore _ A —jhwor ¢ A —jhwo(rir) g

k= Tty - Tty Tty Tty

En forma més compacta:

4A ; 1 1
L = _ 28 emigkwo (et gin —kwotr | sin [ —kwoT ), Vk
Tty 2 2

Por la propiedad de integracién tenemos que:

Ck br _ %k k#0

b = , ap = s
k jkwo k jkwo —(kwo)?

Podemos entonces escribir:

A

AT 5 L kwg(ry-tr) SiD (GRwoTr) sin (5hwor)

ap = , k#0

1 1
5 kwoTr 5 kwoT
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Ejemplos VII

Definiendo la funcién sinc no normalizada:

sinc(z) = w,

podemos escribir:

A ; 1 1
ap = %eiﬂ%k“")(”“')sinc (5kw07'r) sinc (EkWOT) , k#0,

con ag =

o6k ) Se ve que el método de reducir una
senal a través de sus derivadas
sucesivas a una serie de impulsos es
04f : 1 un método poderoso para calcular la
serie de Fourier de una senal. Sin
embargo, el método no aporta

02 ~ E ninguna ventaja significativa si la
senal a analizar tiene infinitas
derivadas continuas. Por qué???
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Periodo vs tiempo de analisis

Supongamos una sefial periédica z(t), de periodo T, podemos escribir:

LS 2Rt _ jwokt
z(t) = Z ape = Z age

k=—o0 k=—occ

La senal z(t) también es periédica con periodo Ty, = mT, con m € Z, por lo cual también
podemos escribir:

— §27 ket o 520 iy
z(t) = Z bre’ mT = Z bre’ m
k=—oc0 k=—oc

Comparando, se cumple que (Tratar de razonar por qué?):

b = { Gk/m stk =rmir=0;£1;£2; ...
k 0 en otro caso

o(t) 0.5 |l 0.59 |bi| m=3
1
Q—o—q—?—tj—?—q’—o—@k ﬂeeﬂeeieeieeieeeeIee?eeQeeﬁeeé
5 0 5 15 10 5 0 5 10 15
S by
j_UHk
] 5 it 5 10

fniales y Sistemas
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Serie de Fourier en tiempo discreto I

Una senal periédica en tiempo discreto satisface:
z[n] =z[n+ N|, Vn € Z

donde N es el periodo. Consideremos las exponenciales discretas con frecuencias
fundamentales kwq: )
frln]=e*om, ke

En los ejercicios sugeridos de la primer clase se prueba que las exponenciales
discretas tienen la propiedad de que:

frln] = fe4pn(nl, VP EZ

Sélo existen N exponenciales discretas distintas con frecuencia fundamental
wo = 2W”!! Esto es sustancialmente diferente al caso continuo!! J

De esta forma la serie Fourier en tiempo discreto no es una serie sino una suma
finita:

zln] = > apfilnl = apfpln] + apr1fpraln] + - + appn—1fprn-1[n],
k= (1)

donde la notacién k = (N) significa que la suma se extiende por N valores
consecutivos de k (sin importar en que valor comienza. Por qué??). Por ejemplo,
es usual considerar k =0,1,2,..., N — 1.
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Serie de Fourier en tiempo discreto II

Nuevamente la expansion en serie de Fourier se puede interpretar como una
proyeccién ortogonal en el espacio generado por { fx [n]}k]\’;()1 Definimos el
siguiente producto interno para sefiales acotadas al intervalo [0, N — 1] (o lo que es
lo mismo vectores en CN):

(z[n], y[n]) =

N—
Z nly*[n]

2 \

Podemos seguir los mismos razonamientos que hicimos para el caso de tiempo
continuo y probar que los coeficientes de Fourier se calculan como (Hacerlo!!!):

ax = (z[n], fr[n]) = Z njeIkwor,

Por supuesto sigue valiendo la relacién de Parseval:

X kb= Y lap

n=(N) k=(NV)
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Serie de Fourier en tiempo discreto I1I

Algunas consideraciones:

Es claro que {fx [n}}ivz_ol es una base ortonormal de CV, con lo cual
podemos representar cualquier vector en dicho espacio (o cualquier senal de
tiempo discreto de longitud N) por medio de una combinacién lineal de
dichos vectores.

Es claro que los coeficientes de Fourier satisfacen aj = ag4rn, Vr € Z como
era de esperarse por las propiedades de las exponenciales discretas.

A diferencia del caso continuo no hay consideraciones sobre la convergencia
puntual de la serie de Fourier. Esto es porque con la superposicién de un

numero finito de exponenciales discreta representamos en forma exacta la
sefial original!.

Todas las propiedades que probamos para el caso continuo siguen valiendo
para el caso de tiempo discreto. Probarlo!!! (Ver tabla 3.2 de Oppenheim
and Willsky).

Podemos interpretar el proceso de obtener los coeficientes de Fourier de una
senal discreta z[n] de periodo N como una transformacién lineal
T :CN — CN, definida a través de una matriz W € CV x CN:

a=Wx, a=[apa1... ay_1]T, x=[=[0] z[1]...z[N — 1]}
Coémo es W7 Qué propiedades tiene? Es invertible? Cémo es la inversa?
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Sistemas LTT y senales exponenciales |

Los sistemas LTI reaccionan de una forma muy satisfactoria a senales
exponenciales. Consideremos el caso de un sistema de tiempo continuo cuya
respuesta al impulso es h(t). Supongamos que la entrada al mismo es e%* donde
s € C. La salida del sistema se puede escribir como:

y(t):/_ h(T)x(t— TdT*/ h(r)es(t= T>deest/ h(r)e Tdr = e*tH(s)

La accién de un sistema LTI sobre una exponencial se puede escribir entonces
como:
__ st
y(t) = e H(s)

donde H(s) es lo que se denomina la transferencia del sistema. O sea el sistema
entrega a la salida la misma senial de entrada pesada por un escalar que depende
s6lo del sistema y del valor de s!!

Se dice que et es un autovector para los sistemas LTI y que H(s) corresponde al
autovalor asociado con e®! y el sistema con respuesta al impulso h(t). Desde el
punto de vista matematico riguroso es necesario tener cuidado con esta
interpretacién! Pero nosotros usaremos igual esta nomenclatura sin otras
consideraciones! Es claro ademds que todo esto tiene sentido si H(s) estd bien
definidal
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Sistemas LTI y senales exponenciales 11

El caso para tiempo discreto es andlogo con senales z[n] = 2", z € C. Podemos
escribir:

[e9] [ee]

yln] = D hlkaln—kl = D k"R =2" > hlklz7F =2"H(z)

k=—o00 k=—o00 k=—o00

Las interpretaciones para el caso de tiempo continuo son equivalentes para este
caso! J

Volviendo al caso de tiempo continuo, sabemos que por la propiedad de linealidad
podemos escribir para un sistema LTT:

T [Z akeskt] = Z arT [eskt} = Z apH(sy)e*t
k k k

Vemos que si una sefial z(t) que constituye la entrada un sistema LTI, se puede
expresar como una superposicién de exponenciales, la salida al sistema es también
una superposicion de exponenciales. Esto muestra que para este tipo de senales la
respuesta se puede calcular en forma muy simple!!
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Sistemas LT y senales exponenciales I11

Supongamos que s = jw, o lo que es lo mismo R{s} = 0, de forma tal que
z(t) = e/*t. La funcién transferencia se denomina en este caso respuesta en
frecuencia del sistema y vale:

H(jw) = /jo h(t)e=7“tdt

El caso discreto se corresponde con |z| = 1, lo que implica que z[n] = e/*“™ con
w € [—m, 7). En este caso la respuesta en frecuencia vale:
oo
H(e¥) = E h[n]e™7“™, Tiene esta funcién alguna caracteristica especial??
n—=—oo

Con estos conceptos podemos calcular ficilmente la respuesta de sistemas LTT a
sefiales perfodicas. Sea z(t) una senal periddica con periodo T. Sabemos que dicha
senal se puede representar como:

oo
z(t) = Z ayelkwot
k=—oc0

De esta forma la respuesta a esta sefial por un sistema LTI con respuesta al
impulso h(t) se puede escribir como:

oo
- jkwot
y(t) = D arH(jkwo)el* 0
k=—oc
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Sistemas LTT y senales exponenciales IV

Vemos que la salida y(t) es periddica con periodo T y que sus coeficientes de
Fourier valen ay H (jkwo),Vk € Z.

La accién de un sistema LTI sobre una senal periédica es modificar los coeficientes
de Fourier de la senal original mediante una multiplicacién por la respuesta en
frecuencia evaluada en cada un de los multiplos de la arménica fundamental!!

al sistema. A lo sumo podra anular algunos de ellos si H(jkwo), pero nunca “crear

Un sistema LTI no puede agregar arménicos que no existian en la senal de entrada
armonicos” nuevos!! J

Si z(t) es real, sabemos que aj = a* .. De la misma forma con h(t) real tenemos
que H(jw) = H*(—jw). En este caso la respuesta del sistema LTI a una sefial
periédica se puede escribir como (Probarlo!!):

y(t) = a0 H(0) + Z A |H (jkwo)| cos (kwot + 0y + arg H(jkwo))
k=1

donde hemos usado que ap = Ape??%. Vemos que la arménica k a la salida del

sistema tiene su amplitud modificada por |H (jkwo)| y un desfasaje extra
introducido por arg H (jkwo).
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Temas para leer por cuenta propia

Lectura obligatoria

@ Tabla de propiedades de la serie continua de Fourier (Oppenheim and
Willsky, Tabla 3.1).

@ Propiedades de la serie discreta de Fourier (Oppenheim and Willsky,
Seccién 3.7).

@ Filtrado (Oppenheim and Willsky, Seccién 3.9).

@ Filtros de tiempo continuo mediante ecuaciones diferenciales
(Oppenheim and Willsky, Seccién 3.10).

@ Filtros de tiempo discreto mediante ecuaciones en diferencias
(Oppenheim and Willsky, Seccién 3.11).
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Algunos ej

o

2]

Probar que si z(t) € L2([0,T)) entonces z(t) € L1([0,T)). Es decir
L2 ([0,T)) C L1([0,T)). Encuentre una senal z(t) que pertenezca a Lj ([0, T)) pero no
pertenezca a L2 ([0,T)).

Mostrar que el mapeo x(t) Zs aj es biyectivo para sefales en L3 ([0,T")) y secuencias
ay en 12(Z) . BEs decir que para cada sefial z(t) en Ly ([0, T)) los coeficientes de Fourier
estan unfvocamente definidos y que cada para cada secuencia 12(Z) la sefial en Lo ([0, T'))
generada esté tamblen univocamente definida. Esto muestra que hay un 1somo'rﬁsmo
entre Ly ([0, T)) y 12(Z) . Hint: Use la relacién de Parseval. Hay algunas sutilezas..
Demuestre la siguiente relacién para senales z(t) e y(t) en Lo([0,T)) con coeficientes de
Fourier aj y by respectivamente:

T o0
@@ v®) = 2 [T a0y ©ar = 3

k=—o0

Notar que el lado izquierdo es un producto interno en el espacio de secuencias lz(Z) de
cuadrado sumable. A través de la serie de Fourier vemos que ambos espacios Lo ([0,T))

y 12(Z) son isométricos.

Definimos para dos senales periédicas x(t) e y(t) de periodo T la convolucién periédica
como

£ = (T — T T
2(t) = a(t) ¥ y(t) 7/T (Mt — 7)d

donde fT significa que la integral se hace sobre cualquier intervalo de longitud T'.
Mostrar que alcanza con hacer variar ¢ en un intervalo de longitud T para obtener z(t).
Determine los coeficientes de Fourier de z(t) a partir de de los de z(t) e y(t).
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Algunos ej

e Ejercicios 3.8, 3.10. 3.11, 3.12 y 3.13 de Oppenheim and Willsky.
@ Ejercicios 3.22, 3.23. 3.24, 3.25, 3.26 y 3.28 de Oppenheim and Willsky.
o Ejercicios 3.40, 3.41. 3.42, 3.58, 3.63, 3.66 y 3.70 de Oppenheim and Willsky.

e Considere una fuente de una onda cuadrada no ideal (o sea trapezoidal) con
f=10MHz, 7 = 2ns, 7 = 50ns y amplitud 5V. La misma esta conectada a una
compuerta digital inversora como se muestra en la figura. La entrada a la compuerta se
puede modelizar como un resistor Rg. Suponga que el valor de Rg es de 10kQ y
determine el valor del capacitor C' que se debe poner para que el valor de la quinta
arménica al entrada de la compuerta esté 20 dB por debajo de la correspondiente
armoénica de la entrada. Determine también la forma de onda de la tensién a la entrada
de la compuerta (puede usar Matlab u Octave!).

R, = 10kQ
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Tiempo de consultas

; Preguntas?
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