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1.1. Las cargas eléctricas y las fuerzas asociadas. Ley de Coulomb

En los cursos de Quimica previos nos hemos topado con palabras propias de nuestro
temario pero cuyo significado no comprendimos a fondo. Sabemos que los atomos tienen un
nucleo conformado por protones, de carga positiva, neutrones, sin carga, y alrededor del
nacleo un enjambre de electrones de carga negativa. Hasta aprendimos cosas aun mas
extrafias como niveles de energia en los que se ubicaban los electrones (1 s, 2s,...).

Pues bien, tanto los protones como los electrones son los ejemplos elementales de cargas
eléctricas. La naturaleza nos entrega exclusivamente dos tipos de carga: positivas y
negativas. Estos son s6lo nombres y no conllevan juicio alguno (algunas personas piensan
que las cargas positivas son “buenas” y que las negativas son “malas”). Cada atomo tiene
iguales cantidades de carga positiva y negativa por lo que lo declaramos “neutro”. Sin
embargo, es posible alterar este balance. EI método mas antiguo reportado estd basado en
frotar un objeto contra otro. Al rozar unos atomos contra otros algunos “pierden” electrones,
guedando cargados positivamente, mientras que otros “ganan” los electrones que fueron
cedidos y quedan entonces cargados negativamente. Los detalles de este fendmeno,
denominado triboelectricidad, son complejos para ser considerados ahora pero es interesante
mencionar que la palabra electron es de origen griego y significa ambar. EI &mbar es una
resina vegetal que facilmente adquiere carga por frotamiento, en particular contra pieles de
animales. Las razones por las que alguien podia encontrar Util, 0 aunque sea interesante, el
frotar una resina contra una piel escapan a mi entendimiento. Como sintesis es bueno recordar
que un objeto cargado eléctricamente es aquel que ha intercambiado carga con otro (sea por
frotamiento o por formas que ya mencionaremos). Esto lleva a una conclusion importante,
dado que la naturaleza nos brinda &tomos neutros (con iguales cantidades de cargas positivas
y negativas), ese balance debe mantenerse siempre porque hemos constatado
experimentalmente que la carga eléctrica no es susceptible de ser creada o destruida, solo
puede ser transportada de un sitio a otro. Este es el llamado principio de conservacion de la
carga y la experiencia demuestra que se cumple sin excepciones. Lo utilizaremos

extensivamente porque es el primer paso para estudiar muchas situaciones

(https://www.youtube.com/watch?v=6_HI1g_InKO0, https://www.youtube.com/watch?v=dwJ-MM7yu4E).
Volviendo a los resultados experimentales observamos que dos objetos cargados con el

mismo tipo de carga experimentan una fuerza repulsiva. En cambio, si las cargas son de

diferente tipo, la fuerza es atractiva. Esto era simplemente una curiosidad para divertir a reyes

y poderosos y durante muchisimos afios no se produjo avance alguno.
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En el siglo XVIII Charles Agustin de Coulomb llevo a cabo una serie de experimentos en
los que cuantificd las caracteristicas de estas fuerzas entre objetos cargados. Para hacerlo

utilizo lo que llamamos una balanza de torsion y que vemos en la figura 1.

Suspension head

Fiber

Figura 1. Experimento de Coulomb

En el extremo de un hilo (fiber)cuelga una barra horizontal balanceada en la que se ubica
una pequena esfera () que puede ser cargada al frotarla con otro objeto. En las vecindades se
ubica otra esfera cargada (g;) y montada sobre un soporte firme. Dado que actdan fuerzas
eléctricas de atraccién o repulsion el hilo tiende a retorcerse en un sentido u otro. Para
devolver al sistema a la condicion original se rota el extremo superior del hilo (suspension
head) en sentido contrario y se registra el angulo & girado. Para pequefias rotaciones el hilo
sigue un comportamiento lineal semejante a la ley de Hooke para un resorte, por lo que resulta
que el torque 7 es proporcional al angulo & rotado a través de la Ilamada constante de torsion
del hilo C; (z=C.#). Con el torque conocido, asi como la distancia de la esfera cargada al hilo,
es posible computar la fuerza eléctrica actuante sobre la esfera (;recuerdan la relacion entre
fuerza, distancia y torque?).

El resumen de los experimentos se sintetiza en la asi llamada ley de Coulomb, la que para
esferas muy pequefias (casi puntos) dice que el mddulo de la fuerza de interaccion es
proporcional al producto de las cargas g; Y g, de cada esfera e inversamente proporcional al

cuadrado de la distancia di, que las separa.
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Figura 2. Interaccion eléctrica entre dos cargas puntuales

‘lflz‘ =k @ (1)
d12
donde k es una constante a determinar. Coulomb no sélo encontré el médulo de la fuerza,
también observo que la misma actda sobre la recta que une los objetos 1 y 2.
Esta ley es fundamental y debemos discutirla en detalle. Surgen preguntas como: ¢de
dénde proviene?, ;como se puede demostrar? En el fondo, ;qué es la carga eléctrica? La
respuesta a la primera es que es una ley totalmente nueva, encontrada experimentalmente, y

que no puede ser reducida a un conocimiento previo. En este sentido la ley de Coulomb se

., " : = mm .
parece a la ley de atraccion gravitatoria de Newton (‘F‘:G#). No sélo son

12

matematicamente iguales, sino que también son fundamentales en el mismo sentido, no
hemos sido capaces de reducirlas a conceptos previos y por eso las consideramos leyes
basicas de la naturaleza. Las fuerzas gravitatorias son siempre atractivas pero las eléctricas
pueden ser atractivas o repulsivas; sin embargo desde el punto de vista matematico las leyes
son iguales. En este punto nos encontramos en una situacion similar a la que vivimos cuando
fuimos expuestos por primera vez al concepto de masa y de fuerza gravitatoria. Recordemos
gue no fue facil asimilarlos y que lentamente, luego de estudiar muchos ejemplos, fuimos
“entendiendo” el significado de estos conceptos. Obviamente la masa es mas facil (mas o
menos) para que vayamos conectando los conceptos de fuerza, masa y aceleracion porque nos
hacen pensar en empujar un changuito de supermercado vacio y luego lleno de botellas de la
bebida que nos plazca. En cuanto al peso sucede algo semejante; tenemos una experiencia
sensorial previa que nos ayuda un poco.

Lamentablemente no sucede lo mismo con las cargas eléctricas y las fuerzas asociadas. No
tenemos una vivencia cotidiana de ellas, con la posible excepcion de arrimar el brazo a un

televisor encendido y sentir como el vello del brazo es atraido hacia la pantalla. Este déficit de
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experiencia sensorial nos va a demandar un poco mas de abstraccion. No es simple pero
haremos todo lo posible para allanar el camino.

Volviendo a la ley de Coulomb queda pendiente el tema de la constante k. Dado que el
concepto de carga eléectrica es nuevo podriamos optar por definir la unidad de carga como
aquella que ubicada a una unidad de distancia de otra igual genera una fuerza unitaria por lo
que la constante también sera unitaria. Esta era la eleccion tomada en el sistema CGS pero
cay0 en desuso. En el sistema internacional (SI) se tomd otra decision y la unidad de carga,
denominada Coulomb (C), quedd dada por otro camino que comentaremos en otro momento.
La constante k deja de ser unitaria y vale aproximadamente 9 x 10° N m% C?Esta constante
tan grande sugiere que las fuerzas eléctricas son muy intensas y lo veremos con el siguiente
ejemplo:

Supongamos que tenemos dos bolas de carbono (grafito, mina de lapiz) de diametro
21.6mm y separadas 2 m (las bolas son chicas comparadas a la distancia).

Naturalmente NO hay fuerzas eléctricas entre ellas porque son objetos NEUTROS.
Tenemos que romper el empate pasando electrones de una a otra.

Un experimento llevado a cabo por Robert Millikan en 1909 mostr6 que la carga de los
electrones y los protones es igual en médulo y equivale a 1.6 x 10 *° C.

¢Cuantos electrones vamos a pasar? Antes una estimacion. Buscando datos en internet
(¢ cuales?) encontramos que cada bola es aproximadamente un mol (N=6.02x10%).

Cada atomo tiene 6 electrones, la cantidad total de electrones es:
Ne= 6 X 6.02x10%%=3.612x10%*¢electrones

Rompemos el empate pasando una fraccion muy pequefia de electrones de una bola a la otra:
1 parte en 10°. Movemos s6lo un electrén de cada mil millones; es como si de la poblacién de
la Tierra eligiéramos unas 7 personas solamente.

¢Cuanta carga pasamos de un cuerpo al otro?

Carga= carga electron X Nro total electrones X fraccion movida
q={1.6x10™ C} {3.612x10**} {1x10°}=5.78x10™ C

¢ Cudl es la fuerza de interaccion?(las cargas de cada bola son iguales en modulo)
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[Fe:9x109 (Nm%/C?) {[5.78x10"* C]%/(2 m)?}=751.69 N ]

Respuesta: La fuerza eléctrica es del orden del peso de un hombre adulto.
Repetimos, nos hemos apartado de la neutralidad perfecta solo en una parte en mil
millones y ya tenemos una fuerza que, si no fijaramos las bolas de alguna forma, las haria

acelerar segun:

¢Cual es la fuerza de interaccion gravitatoria entre las bolas?

[Fg:Gmlmz/dZ: 6.67x10" NmZkg? [12x10° kg]?/(2 m)>=2.4x10™ N ]

Las fuerzas eléctricas son muchisimo mas intensas que las gravitatorias, ain con un

desbalance muy pequefio respecto de la neutralidad.

Podemos preguntarnos ahora: ¢Para qué queremos fuerzas eléctricas? Pues bien, las
fuerzas que mantienen el enlace entre atomos tienen un caracter eléctrico (aunque no tan
simple como muestra la ley de Coulomb), asi que al menos nos interesa para mantenernos en
una Unica pieza. Mas alla de esta reflexion egoista les contamos que la fotocopiadora o la
impresora laser funcionan directamente en base a fuerzas eléctricas, asi que si queremaos poner
una fabrica de ellas nos preocuparia el tema.

La interaccion entre dos cargas ya quedd descripta. Pero la buena noticia (o0 mala, segln
sea vista) es que puede ser extendida al caso de varias cargas recurriendo al llamado principio
de superposicién que nos asegura que, en el caso de tener varias cargas presentes, la fuerza
total actuante sobre una carga puede ser calculada como la suma vectorial de las fuerzas.
Dado que la oracion anterior es un poco compleja vamos a plantearla con un ejemplo simple
que muestra la figura 3.

Para no complicar el ejemplo hemos dibujado tres cargas, g1, 02 Y s, ubicadas en las

posiciones r;, T, y T, medidas con respecto a un origen de coordenadas O. Todas las cargas

son consideradas positivas para facilitar el primer analisis. Supongamos que el objetivo es
computar la fuerza eléctrica total actuante sobre la carga 3. En base al principio de

superposicién estudiamos primero la interaccion entre la carga 1 y la 3 (sin tomar en cuenta la
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2), luego lo hacemos para el par 2 y 3 (sin considerar la 1) y finalmente sumamos los
resultados parciales para tener la fuerza total deseada.

La tarea no parece complicada puesto que evaluar con la ley de Coulomb el médulo de
cada fuerza es simple, asi que resta hacer un dibujo prolijo para hacer la suma vectorial. No
sera tarea dificil pero es muy tediosa por lo que vamos a hacer algunos arreglos que nos
permitiran simplificar el calculo e inclusive generar un algoritmo que podamos programar en

una computadora.

(o]

Figura 3. Sistema de tres cargas eléctricas puntuales

Concentrémonos en la interaccién entre las cargas 1 y 3. La fuerza, repulsiva por ser cargas
del mismo signo, apunta en la direccion de la recta que une dichos puntos. Especificamente el

vector T, —F, apunta en el sentido en el que lo hace la fuerza actuante sobre la carga 3 por la

interaccion con la 1. Tomamos entonces el médulo de la fuerza:

‘Ifﬂ‘ =k %( |, —T;| es la distancia entre ambos puntos)
r-h

y si le agregamos un vector unitario en la direccion de r, —r, tendremos la fuerza dada con

modulo y sentido. Para generar dicho vector unitario dividimos a r, —r; por su modulo y
obtenemos:
0,9, F3 - T _ﬁ

= ka0, —
-r)f B=fl [

F.,, =k

Esta es una expresion vectorial muy util porque contiene toda la informacion necesaria; ya
no tenemos que computar el modulo por un lado y dibujar el sentido despueés. La aplicacion

directa de esta expresion, aunque parezca mas complicada, nos reduce la cantidad de trabajo.
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Si pasamos ahora a la interaccion entre la carga 2 y la 3 es sélo cuestién de cambiar los
subindices:

T, -,

kngl

= 2|

S6lo nos queda sumar para tener la fuerza total sobre la carga 3: F, =F, +F,,

= 09, F
F, =k
SRl R

Nos podemos preguntar ahora sobre qué habria pasado si alguna de las cargas hubiera sido
negativa. Pues bien ... basta con poner cada carga con su respectivo signo (verifiquenlo!!!).
Podemos entonces generalizar la situacion y pensar que tenemos un conjunto de cargas
puntuales g; (i=1...N) y queremos computar la fuerza eléectrica actuante sobre una carga g;

cualquiera. Generalizando las expresiones anteriores obtenemos:

N —F
ZKQQ.q - @)

i=li#] ‘ i i‘

Veamos cada término por separado. Primero la sumatoria nos indica que tenemos que
considerar los pares posibles a excepcion de la carga j-ésima consigo misma, dado que la
experiencia muestra que no existe interaccion de una carga puntual consigo misma. Y menos
mal que es asi porque la distancia seria nula y estariamos en serios problemas. Luego, cada
término es una simple repeticiébn de lo ya visto, por lo que no presenta mayores
complicaciones (més all& del tedio). Es importante destacar un aspecto de nomenclatura que
repetiremos extensivamente; el primer subindice indica la carga (o lugar) sobre la que
estudiamos el efecto de las demas, reflejado en el segundo subindice. Por supuesto que es solo
una convencion, pero es la utilizada internacionalmente y pretendemos seguir la misma regla.

Veamos un ejemplo con las siguientes cargas (el prefijo n se lee “nano” y equivale a 10°°)

y posiciones (las cargas estan en el plano z=0 para simplificar el dibujo):

9, =10nC, ri=(1f+2]) q. 2t *q
d, =-5nC, r‘Z:(Of+1]) ’ '
Gs=-2nC, r,=(-2i+27]) 1%
q,=20nC, r,=(-1i-27) s R
N
q4- 2T

Figura 4. Un ejemplo con cuatro cargas puntuales
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Queremos calcular la fuerza total actuante sobre la carga 2. Reemplazamos los valores para
obtener:

IEZJ_ =9X109N—rnz(—5><10_9 CXlOXlO_g C) [(O f+1 ])_(1f+ 2 i)] =—4.5X10_5 (_lf_l ]) N

¢ Oi+1])-i+2j)f 2.83
1ot N e oY g0 C\[(Of+1j)—(—2f+2j)]: 06 (27 -17)
23 x C?2 ( X X X /‘(OiA+1j)—(—2iA+2 ]]3 11—.18
. =9x10° N (L5110 C)20x10° c\[(0f+1i)‘(‘1f‘2})]:_9 107 (1f+3j)N
24 X C2 ( X X X /‘(0f+1 j)—(—li > 113 X 3162

+ + + +
283 1118 = 3162 283 = 1118 = 3162
=(1477+66 ])x10° N

ﬁ_&4.5x10-5 18x10°° —9><105Jf+(4.5x10-5 ~9x10°° —27x105J¢)
=

Aunque quede reiterativo enfatizamos una vez mas la regla. Primero ubicamos la carga
sobre la que queremos calcular el efecto (qg;, r;) y luego recorremos todas las demas (qi, ri, i#).
Antes de continuar vamos a regodearnos con una cuota de maldad. No contentos con haber
introducido subitamente muchas ideas nuevas: existe la carga eléctrica, hay fuerzas eléctricas,
no se pueden reducir a otros conceptos,... vamos a hacer un cambio de nomenclatura. Por

razones que seran comprensibles mas adelante, la constante de proporcionalidad k de la ley de

Coulomb la presentamos como: k = la constante &g se Ilama permitividad del vacio y

T &,
en el sistema internacional vale (obviamente) 8.85 x 10> C?/Nm?. Pedimos paciencia y ya
veremos que este cambio de nomenclatura es atil porque el factor 4 7 se cancela en otras
expresiones y el resultado es mas “elegante”.

Un comentario de cierre: La experiencia de Coulomb fue realizada con objetos reales,
hechos de materiales reales. Sin embargo no hemos mencionado nada de las propiedades de
dichos materiales. Aunque no sepamos mucho de la cuestion eléctrica, las palabras “aislador”
0 “conductor” no nos son totalmente extrafias. En este capitulo, y en el que sigue, suponemos
gue tenemos cargas “puras” no pertenecientes a material alguno. Esta limitacion sera
corregida mas adelante, pero conviene sefialar que deberiamos hablar de distribuciones de
carga antes que de objetos cargados. Si bien trataremos de respetar esta convencion es
inevitable que se nos escape algo como “una esfera cargada” cuando deberiamos haber dicho
“una distribucion esférica de carga”
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1.2. Lasdistribuciones continuas de carga

El método anterior, aunque tedioso, permite calcular la fuerza eléctrica actuante sobre una
carga que interactia con otras. En un parrafo previo mencionamos que la carga de los
electrones y protones es, en médulo, el mismo valor. Dicha cantidad recibe el nombre de
carga elemental puesto que ésta es la cantidad minima e indivisible que se encuentra en la
naturaleza (tomemos esto sin demostracion)®. Por lo tanto todo objeto cargado ha de tener un
multiplo entero de estas unidades elementales. Si analizamos el ejemplo anterior, donde
propusimos cargas del orden de 10° C, vemos que el nimero de cargas elementales
involucradas es muy grande (=10'°). Es decir que si ponemos una mas o una menos el cambio
porcentual en el resultado es despreciable. Eso nos lleva a concebir una situacion aproximada,
pero muy util, y es la de considerar a la carga como una magnitud continua con las
propiedades de una variable real. Por lo dicho anteriormente esto no es estrictamente posible
desde el punto de vista matematico puesto que la carga no es una variable continua sino una
discreta, pero a los fines practicos es una suposicion muy acertada.

¢Para qué nos puede servir esto? Pues bien, en situaciones del mundo real el niUmero de
cargas involucrado en un problema real es muy grande y proceder con una suma discreta
como la presentada en el ejemplo es virtualmente imposible. Necesitamos otra aproximacion
y ésta viene de la mano de nuestro pedido anterior de considerar a la carga como una variable
real continua °.

Para comprender esto pensemos en una fotocopia comdn (todos hemos esperado
pacientemente para obtener una, ¢no?). ;Cémo anda la fotocopiadora? Observamos que
luego de poner el original sobre el vidrio y presionar el boton correspondiente se desliza por
debajo del original una luz blanca que explora la imagen a copiar, este es el scanner. La
imagen reflejada contiene zonas claras (papel) y oscura (tinta). Esta imagen es enfocada y
transferida sobre un cilindro no en forma de un dibujo, sino como una distribucién de cargas
eléctricas. Donde llegd mucha luz hay pocas cargas y sobre las zonas correspondientes a las
partes oscuras se deposita una cantidad apreciable de cargas. Asi, luego de explorar la imagen,
el cilindro tiene “pintada” una copia de la imagen no con tinta sino con cargas. El paso
siguiente consiste en distribuir sobre el cilindro particulas de toner que han sido cargadas con
polaridad opuesta. Estas se adhieren por atraccion eléctrica y ahora el cilindro esta “pintado”

de negro donde corresponde. Luego la hoja de papel es presionada sobre el cilindro mientras

La carga de los quarks (objetos de escala atémica) son fracciones de la del electrén pero no se pudieron aislar.

?Algo semejante sucedi6 en Fisica | con la masa
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rota de forma tal de transferir el toner al papel. Sélo resta el “planchado” que calienta el papel
y funde al toner dentro del mismo para que no se borre. Hemos presentado, si bien de forma
muy simple, el primer uso de las fuerzas eléctricas (No estaria mal ser el duefio de una de las
compaiiias fabricantes de fotocopiadoras, ¢ no?).

Ahora que expusimos el principio de funcionamiento supongamos que queremos
cuantificar el proceso para poder tener criterios de disefio. Rapidamente vemos que el nimero
de particulas de toner es demasiado grande como para evaluar el resultado a partir de la suma
discreta que expusimos anteriormente (¢;vieron alguna vez que el toner parece un polvo muy
fino?).

Vamos a cambiar nuestro método para simplificar el problema, pero como una fotocopia es
un problema bidimensional es demasiado dificil por ahora y vamos a considerar algo mas
simple: un objeto unidimensional cargado, por ejemplo un alambre, y una Unica carga puntual
Jo sobre la que computamos la fuerza. (ver figura 5).

Concentremos ahora nuestra atencion en una pequefia porcion del alambre (trazo rojo) de
largo Al y que tiene una carga Ag. Si hacemos tender Al a cero la razén Aq / Al tiende a un
limite Ilamado densidad lineal de carga A (1=dg/dl). Dicho valor es la cantidad de carga por
unidad de longitud y las unidades son C/m. Noten que este paso ha sido posible por
considerar a la carga como una variable continua. Ahora, con nuestra mirada fija en el
segmento de largo dl y carga dqcomputamos el diferencial de fuerza actuante entre dicha
parte del alambre y go. Nos valemos de la ley de Coulomb pero tenemos que ser cuidadosos a
la hora de asignar las variables. La posicion donde se encuentra g la denotamos por I (como
en nuestro ejemplo previo) y la correspondiente a la de la carga con la que interactia la

nombramos 1.

Alambre cargado

dg=Adl

.
7 - 10
F

0 :

Figura 5. Interaccién eléctrica entre un alambre cargado y una carga puntual.
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Asi obtenemos:

1 r-r’'

dlf 0 ,‘3 (3)

%o

B 4re, ‘ _

Ahora resta imaginar que recorremos todo el alambre y sumamos las contribuciones

elementales, es decir que integramos el diferencial de fuerza a lo largo del cable.

1 r—r' 1 r-r’
F, =|dF, = d = Adl 4
o =0 = | qoq\r—r'3 Ca{|e4”€o e=rf “

En la Gltima expresion reemplazamos dg=Adl siguiendo la definicion de la densidad lineal

de carga.
Algunas aclaraciones:
El alambre toma la forma de una curva en el espacio C, dicha curva puede ser

parametrizada con un unico parametro t; tomando coordenadas cartesianas:
C(t)=x(t)i+y(t)j+z(t)k=F
El vector tangente a la curva vale:

P {dx(t) o dy(t) . dz(t) 12} dt

I+ J
dt dt dt

Y su modulo esté dado por:

HECYNETINET) '

Notemos que el parametro t se encuentra en la posicion del tramo rojo de la figura 5 y en el

modulo del vector tangente.

Seguramente todo este desarrollo ha sido muy dificil asi que lo mejor es mostrar con un
ejemplo mostrado en la figura 6. Una distribucion rectilinea de largo L esta cargada con una
densidad lineal constante Ap. La carga o Se encuentra a una distancia d del eje de la
distribucion y centrada en el largo de la misma.

Somos libres de elegir el sistema de referencia que mas nos convenga. Ubicamos a la
distribucion sobre el eje x y el origen de coordenadas sobre el punto medio de la misma de

forma tal que el punto en el que se encuentra go quede sobre el eje y.
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|

Figura 6. Una distribucién de carga rectilinea
Con esta eleccion tenemos: (los vectores I y r'aparecen ligeramente corridos para verlos
mejor)

F=(0f+d j+0K) F=(x7+0j+0K) di=dx

For=(-xi+d j+0Kk) [F—Ff =(x2+d?)” (5)
L L

- ()G f (F=F)dg_ aq, +J3(—x'f+d]+0I2)Aodx'

K drmey L |F—f'|3 d7me, L (X'z—l—dz)s/2
2 2

Notese que la integral anterior es vectorial, el numerador contiene un vector expresado en
sus componentes cartesianas y entonces tenemos tres integrales a resolver. Por mas incomodo
que parezca, la fuerza es una magnitud vectorial y por lo tanto tiene componentes que
debemos calcular. En la expresion anterior la tercera componente es nula (¢se ve el motivo?)
asi que el problema queda reducido a evaluar dos términos:

L WL
()= f XNdx' g ?
' 47[50 LX’2+d )3/2 47e, w/iX +d2”
2
L +£
F (F)=_" f (d)adx’ _ gd X _ % AL ©)
U dmey A(xr+d?)” Amed(x?d?)? L 47 dyf(L2/a+d?)
2 2
F,(F)=0

Puede parecer complicado pero con un poco de practica se torna simple. La secuencia es
siempre la misma:

1. Ubicar el punto (F) donde se encuentra la carga o sobre la que queremos calcular la

fuerza.
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2. Encontrar un punto genérico (F’) de la region cargada en funcion del parametro que
describe a la curva.

3. Expresar el elemento de linea dlen funcion del parametro.

4. Calcular (F— F’), reemplazar e integrar, en términos del parametro.

Este ejemplo se concentrd en un sistema cargado unidimensional (1-D). Nada impide
pensar en objetos cargados bidimensionales (2-D) o tridimensionales (3-D). S6lo necesitamos
extender el concepto de una distribucidn continua de cargas para estas situaciones.

Definimos entonces la densidad superficial de carga o como la cantidad de carga por
unidad de superficie: o=dg/dS. Las unidades de esta magnitud son C/m?. Extendiendo,
definimos la densidad volumétrica de carga p como la cantidad de carga por unidad de
volumen: p=dg/dV, con unidades de C/m®.

Habiendo definido las tres densidades de carga: lineal, superficial y volumétrica, podemos
generalizar y dar las expresiones de la fuerza eléctrica actuante sobre una carga o debido a

las diferentes situaciones:

F(r)=—" Iﬂﬂ)ﬁ—jwl -

= distribucion lineal
dreys “_r'
I:'q (r _ °F) G(T)(r—r;)d
" dzeyy |r-r

F, (r)= % A r3) V' distribucién volumétrica (9)
dregy  fr-r

2 distribucion superficial (8)

En las ecuaciones (7)-(9) enfatizamos que las respectivas densidades de carga, lineal,

=/

superficial, o volumétrica, son funciones del punto de la fuente r’ sobre el que nos
encontramos. Si bien muchos de los ejemplos presuponen que dichas densidades son valores
constantes, también hay muchas situaciones en las que no lo son y por lo tanto hay que
expresarlas como funcion de las coordenadas del punto genérico del dominio de la
integracion.

Practiqguemos un ejemplo 2-D y otro 3-D. Para el primero imaginamos una letra O que
aparecera en una fotocopia. La letra la suponemos con forma de corona circular de radio
interior R; y exterior R que yace en el plano x-y con el centro en el origen de coordenadas
(podemos poner el origen de coordenadas donde nos plazca). Asimismo, consideraremos que
la “oscuridad” de la letra es uniforme, lo que corresponde a decir que la densidad superficial
de carga op es constante. Queda por decidir donde vamos a colocar nuestra carga o sobre la

que calcularemos la fuerza. Como somos un poco vagos elegimos un lugar obvio, facil y nos
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decidimos por un punto sobre el eje z porque intuimos que el resultado sera mas

simple.Asignamos entonces algunas variables:

r=(0,0,2)
r'=(x,y',0) (10)
dq = o,dS

En el segundo renglén tenemos un problema; xe y” deben pertenecer a la corona, pero ésta
es redonda y estamos usando coordenadas cartesianas. Es l6gico pasar a un sistema polar
donde todo es mas simple:

X' =r'"cos(¢’), y =r'sin(ep) 1)
R <r'<R,; 0<¢'<27x

F S

\'-\'l.“r

I\‘,-'

Figura 7. Distribucién de carga con forma de corona circular
De la misma manera debemos cambiar el elemento de area:
dS=r" de'dr’ (12)

Sigamos con el célculo:
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(F =) = (=1 cos(e))i —r'sin(¢) ] + zk
‘r —r’ =(r cos?(¢) + r'sin®(¢') + 22)%2 = (1'% 4 22)7% (13)

_, 3 jj —r'COS(w')i\_r’SIn(wl)]—'—le)r'dr’d¢’
Fa = 47z50 (r? + zz)%

Nuevamente vemos que hay tres integrales a resolver. Las dos primeras son faciles porque
las funciones seno y coseno integradas en un periodo devuelven un valor nulo. Este agradable
resultado puede ser corroborado analizando la figura 5. Para cada elemento de area en las
coordenadas (r',¢'") existe uno igual en (r',¢'+7z), por lo que las componentes en los ejes x e y
se vuelven nulas y s6lo nos queda la componente en z.

¥ qO O- Z v/ 1 i qoo-o 1 1
F,(F)= drdg’ = b 14
) '([(r’z +7 )3/2 ' 2¢, ZL/R.2 . R’ +22] (49

Esta expresion nos brinda la fuerza que actuaria sobre la carga qo de la figura 7. Por
supuesto que elegimos un lugar facil para ubicarla, y asi conseguimos que dos de las tres
componentes de la fuerza fueran nulas, pero en nada altera el desarrollo. En caso de haber
imaginado que (o estaba en otro lado el procedimiento habria sido exactamente el mismo, sélo
que en ese caso las tres componentes de la fuerza habrian resultado diferentes de cero (y

encontrar la primitiva es mucho més dificil).

Pasemos al dltimo ejemplo y consideremos una distribucion esférica de radio a
uniformemente cargada con densidad volumétrica de carga o, constante
AVISO: NO CONFUNDIR ESTA DENSIDAD DE CARGA CON EL RADIO VECTOR
DE LOS SISTEMAS DE COORDENADAS CILINDRICOS O ESFERICOS; ES UN
LAMENTABLE PROBLEMA EL USAR LA MISMA LETRA PARA DESIGNAR DOS
VARIABLES DISTINTAS. APARECE REPETIDO VARIAS VECES PERO
LAMENTABLEMENTE NO TIENE SOLUCION PORQUE EL NUMERO DE
LETRAS ES INFERIOR AL DE VARIABLES.

Esta situacion equivaldria aproximadamente a la de una particula de toner en una
fotocopiadora. Como ya dijimos, la eleccion del origen de coordenadas es a nuestro gusto y lo
ubicamos en el centro de la esfera. Dada la simetria del problema, la posicion de qo es
irrelevante, asi que la consideramos puesta sobre el eje y y fuera de la esfera cargada.
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Figura 8. Distribucién esférica de cargas

Tenemos las siguientes posiciones:

F’:(x’l +y j+7 IZ)
X" =r"cos(6") cos(¢p’)
y' =r'cos(8')sin(p’)
' =r'sin(¢) (15)

F—F' = (( r' cos(0') cos(g')) 1 +(y —r' cos(6’)sin(g")) ] +rsin(¢’) IZ)
F—7° =(r? +y?> =2 y r' cos(0") sin(¢'))*
0<r'<a;0<¢'<27;,0<0'<rx

Nota: Medimos el angulo ¢’en el plano xy y respecto del eje x. El angulo & esta medido
desde el eje z.

En las expresiones anteriores reconocimos que si la fuente es esférica conviene utilizar una
descripcion en coordenadas esféricas (jjjQué descubrimiento!!!)

Terminemos entonces nuestra tarea, la fuerza actuante sobre o es:

27 (= — 27r —»/

= ey Lo [TTE=F)yy _ Po iT
Fq°(r)_47zf90 ;[;[!F—F’Fd 47:9 !;[-ch

La expresion anterior nos dice (si la integracion no falld) que la fuerza actia en la

3
r'z sin( )dr'd&'dgo':(o, a '002 ,0)(16)
3g,Y

0

direccion del eje y, lo que resulta razonable porgue si volvemos a la figura 6 notamos que para

cada elemento de la fuente en x’,y’,z’existe uno idéntico en x’, y’, -z’, por lo que la
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componente segun el eje z es nula. Con la misma idea, para cada elemento en x’, y’, 7’
tenemos otro en —x’, y’, z” lo que lleva a que la componente segin el eje x también

desaparezca del resultado final.

Estos han sido tres ejemplos relativamente simples. Las formas no eran complicadas y las
densidades de cargas fueron supuestas constantes. Aunasi hubo bastante trabajo y muy
tedioso. Trataremos de mantenernos dentro de los ejemplos faciles y mas adelante
aprenderemos una propiedad muy atractiva que, en determinados casos simples, nos permite

calcular las fuerzas sin recurrir al largo, aburrido y peligroso trabajo de integracion.

Nota complementaria: En esta ultima parte hemos hecho uso del concepto de carga
distribuida. En temas que veremos proximamente nos interesa calcular la cantidad total de
carga presente en un objeto. Si invertimos las definiciones en las que presentamos las

densidades de carga obtenemos:

Q = [ 4 di distribucion lineal
C

Q= .[0 dS distribucion superficial
S

Q= j p dV distribucion volumétrica
\%

Para el caso particular de tener densidades uniformes (i.e. no dependen de la posicion) el

proceso de integracion se limita a una simple multiplicacion:

Q=A0L
QZGQS
Q=pV

Un error muy comudn es utilizar estas expresiones cuando la densidad de carga es

variable. Antes de seguir el camino facil hay que verificar que es valido jHacerlo!

1.3. El campo eléctrico. Lineas de campo

En las expresiones anteriores, tanto sea cuando tenemos un conjunto discreto de cargas,

como cuando tratamos con una distribucién continua, esta implicita la idea de que aparece una
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fuerza eléctrica de interaccion entre un objeto cargado A y otro B. Si arbitrariamente
consideramos que el A es la carga go y el B todo el resto, notamos que la fuerza de interaccion
tiene una dependencia lineal simple con qo. Si la duplicamos el resultado también lo hace. Por
simples razones de economia podemos pensar que resulta conveniente hacer el célculo de la
fuerza para un valor de g unitario para luego hacer regla de tres para obtener la solucién para
otros valores de .

Pero podemos ir un poco mas alla de esta vision “practica” y pensar que si estamos en un
punto de observacion Ten el que tenemos la carga go e imaginariamente la removemos,
entonces en esa posicion hay “algo” aunque ya no esté presente o para tener una fuerza
mensurable.

Ese “algo” es denominado campo eléctrico y tiene similitudes con el campo gravitatorio
aunque su raiz fisica es totalmente diferente (de hecho las fuerzas gravitatorias son de
naturaleza diferente a las eléctricas). Si tomamos una piedra con la mano, sentimos en la
palma una fuerza debida a la atraccion gravitatoria entre la piedra y nuestro planeta. Si nos
movemos a otro sitio seguimos sintiendo la fuerza en la mano y estamos convencidos de que
en cualquier lugar en que nos ubicaramos igual sentiriamos esa fuerza. Abstrayendo,
concebimos entonces la idea de un campo gravitatorio generado por la Tierra y que es un
vector que en cualquier punto nos da la direccidn en que actuaria la fuerza sobre la piedra.Esta
idea la extendemos y concebimos que un objeto cargado genera en su entorno un campo
eléctrico, una magnitud vectorial que apunta en la direccion en la que actuaria la fuerza
eléctrica si pusiéramos otra carga o en las vecindades del primer objeto cargado.

Esta carga o, que permite “observar” al campo recibe el nombre de “carga de prueba” y

arbitrariamente es considerada siempre como positiva.
Definimos entonces el vector campo eléctrico E(F) como la fuerza eléctrica actuante por

unidad de carga:

F(r)

0
El campo eléctrico es el primer ejemplo de varias cantidades (escalares o vectoriales) que,

E(r)= (17)

definidas vagamente, son de la forma: “resultado obtenido por unidad de algo”. En el
sistema internacional las unidades del campo eléctrico son N/C.

No es facil concebir un campo vectorial y es bueno recurrir a algunas analogias para
comprenderlo un poco mejor.

Un primer ejemplo es el campo de velocidades del agua de un rio. Pensemos que lanzamos

a la corriente de agua un pufiado de corchos todos pintados de colores distintos y seguimos su
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camino. Notamos que algunos avanzan rapidamente (en el centro del rio), algunos lentamente
(contra la costa) y algunos pueden quedar atrapados en remolinos y rotar.

Ahora filmamos el movimiento de los corchos y cuadro tras cuadro nos dedicamos a seguir
el movimiento de cada uno para luego hacer un grafico. Cada corcho, en cada lugar, tiene
asignado una velocidad. Graficados todos juntos nos brindan el campo de velocidad del rio.
Marcando la trayectoria de cada corcho obtenemos las “lineas” del campo de velocidades.
Como sabemos que la velocidad es siempre tangente a la trayectoria concluimos entonces que
las lineas del campo de velocidades son tangentes a las lineas de flujo.

Suficiente con el agua; volvamos a nuestro problema eléctrico y en particular a la figura 7.
En ella supusimos que la carga de prueba se encontraba sobre el eje y, pero nada nos impide
considerar que su posicion es cualquier lugar en el espacio. La vamos “paseando” y nos
imaginamos para donde actuaria la fuerza resultante (lo mismo que con la piedra de hace un
rato). La respuesta es simple: tendriamos siempre una fuerza de repulsion en la direccion de la
recta que une el centro de la esfera con qo. Entonces, si para cada punto del espacio dibujamos
un vector que nace en la esfera cargada y termina en el lugar donde se encuentra Qo

obtendremos un diagrama como el de la figura 9.

Figura 9. Lineas de campo de una esfera uniformemente cargada

La distribucion espacial de las lineas de campo semeja un erizo de mar con sus puas. Para

escribir formalmente este campo combinamos la (16) con la (17) y lo ilustrado por la figura 7.
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p = 3.3/0 1 Qesfera 1 , .
El modulo del campo vale: ‘E‘ = 3 V2 = —- Segun ya mencionamos, el obtener
I

o Y 4, y*

una dependencia como 1/y’reflejaba el hecho de haber ubicado la carga de prueba sobre el eje
y. Pero, dada la simetria del problema, lo unico relevante es la distancia desde la carga de
prueba al centro de la esfera. Por lo tanto, podemos escribir que el médulo del campo vale:

= Qupera 1
‘E‘: 47;50 r2

donde r es la distancia desde el centro de la esfera al punto donde se encuentra

la carga de prueba. A partir del modulo encontramos el vector simplemente ayudados por la
figura 8. La direccion es radial saliente, por lo tanto:
Qesfera if
4re, 1’

La expresion anterior es correcta pero contiene muchas trampas ocultas que nos pueden

E = (18)
llevar a cometer errores terribles (el nUmero de examenes reprobados por este error es
impactante).

Primero nos enfrentamos con el versor © que nace en el origen de coordenadas y apunta
hacia el punto genérico donde se encuentra la carga de prueba. ;Qué sucede si tenemos la

situacion de la figura 10?

Figura 10. Campo debido a dos cargas puntuales.
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Si solo existiera q; la pondriamos en el origen de coordenadas y no tendriamos problema
alguno. Lo mismo pasaria si solamente existiera g,. Lamentablemente no es asi; podemos
mover el origen de coordenadas para que coincida con una de las cargas (si nos parece
conveniente) pero entonces la otra no estéd en el origen. Lo que jamas debemos hacer (error
muy comun) es ir paseando el origen de coordenadas para que siempre la carga que estamos
analizando quede en el lugar facil y entonces escribimos un campo en la direccion del versor
radial correspondiente. Esto esta MAL porgque NO se puede correr el punto O una vez que lo
elegimos.

En forma vectorial la respuesta correcta es:

|

. W [ o g
E(,)= — 1 __(F -
(O) 47[80 ||_‘"0_F1|3(0

l)+|F?—2F|3(FO _Fz)
0 2

-

Es muy importante notar que cada término apunta en una direccion distinta. Si hubiéramos
persistido en escribir todas componentes en r (moviendo el origen de coordenadas) el
resultado habria sido erréneo.

El mismo problema aparece con los versores ¢ 0 @, conforme nos movemos cambian de

direccion. En tal sentido es muchisimo mas seguro operar en coordenadas cartesianas donde

los versores X, ¥, Z mantienen siempre su direccion, aunque nos movamos.

Despueés de este interludio mateméatico podemaos volver a la fisica. Con la ecuacion (2) (si
las cargas son puntuales) o las ecuaciones (7) a (9) para el caso de distribuciones continuas,
podemos calcular la fuerza actuante sobre la de prueba go. Entonces, para obtener el campo
eléctrico sdlo resta dividir por qo.

Queda hacer un comentario respecto de la magnitud de la carga de prueba qo. Ya
mencionamos que por convencion la consideramos como positiva; queda pendiente comentar
que dicha carga debe ser lo suficientemente pequefia como para no alterar la distribucion
espacial de las otras involucradas en el problema. A primera vista esta Gltima afirmacion
puede sonar extrafia porque hemos declarado que conocemos la distribucion de las cargas que
generan el campo (sea 1-D, 2-D o 3-D). ;Cémo puede ser que el valor de o sea relevante? La
respuesta detallada queda para mas adelante, pero podemos adelantar que en el caso en que el
objeto cargado sea metalico, la forma en que las cargas se distribuyen depende de la presencia
de otras vecinas. En esta situacion resulta conveniente que la carga de prueba sea lo mas
pequeiia posible para que las alteraciones que produzca sean despreciables. Entonces

mejoramos nuestra definicion de campo eléctrico como:
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q )
0 (

0

E(r)=1lim,

Con los métodos expuestos anteriormente podemos calcular, en cualquier punto del
espacio, el campo eléctrico generado por un cuerpo cargado. Por tratarse de una magnitud
vectorial obtenemos tres funciones. La comprension de los resultados se torna muy
dificultosa, por lo que conviene recurrir a una presentacion grafica de los resultados. La
primera opcién es dibujar vectores en lugares selectos. Vamos a aplicar este método para un
sistema formado por dos cargas positivas iguales Ay B . En la figura 11 representamos los
campos generados por cada carga individual (en azul y verde) y en la 12 el campo total (en

rojo).

Es
N Y
Ea

EX ) E/
E E
> S Ea
Ea B Ep
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AN
Figura 11. Campos generados por dos cargas positivas iguales
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Figura 12. Campo total generado por dos cargas positivas iguales

Hoy dia, con computadoras es una tarea relativamente simple, pero si se desea tener un
dibujo detallado es necesario presentar muchos vectores y rapidamente la representacion
gréfica se vuelve confusa. Para mejorar la presentacion se convino en que era mejor presentar

las asi llamadas lineas de campo. Estas lineas son curvas tales que en cada punto del espacio
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el campo eléctrico resulta tangente a dicha curva. Si esta afirmacion es confusa vamos a verla

en accién con un dibujo simple para la misma situacion de las figuras 11y 12.

=

Hnet

Figura 13. Lineas de campo para dos cargas positivas iguales.

Si bien la figura 13 sigue mostrando los vectores, es habitual no presentarlos y quedarnos
solo con las lineas de campo. Sabemos que en cada punto el campo debe ser tangente a la
curva. Dado que hemos perdido la informacién sobre el modulo del campo al no dibujar el
vector debemos dar una convencion para reemplazar la informacion faltante. La regla es que
la densidad de lineas dibujadas sea proporcional a la intensidad del campo. La densidad de
lineas se mide en la direccion normal al campo y el numero total de lineas que “salen” o
“entran” de una carga es proporcional a esta. Si el campo es “débil” dibujamos una baja
densidad de lineas. Por el contrario, si el campo es “fuerte” dibujamos “muchas” lineas. Otra
regla es que trazamos las lineas “naciendo” en las cargas positivas y “muriendo” en las
negativas. Por tal motivo decimos que las cargas positivas son “fuentes” del campo y las
negativas son “sumideros”. Las palabras “fuentes” y “sumideros” tienen una fuerte raiz del
campo de los fluidos. Podemos pensar (muy ligeramente) que las cargas positivas son como
una “ducha” en la que nacen las lineas de campo para terminar en un “drenaje” que son las
cargas negativas. En una barfiera real el agua emana de la regadera (fuente), se va por la rejilla
(sumidero) y las lineas de flujo del agua se ven simplemente. En el caso eléctrico la situacion
es mas dificil (no podemos ver el campo) pero la analogia es bastante buena.

Como ayuda a la hora de dibujar las lineas de campo destacamos que no se deben
cruzar jamas, puesto que si esto sucediera en un punto P, esto significaria que la fuerza
actuante sobre la carga de prueba no estaria univocamente definida.

Para ayudar un poquito vamos a presentar otros ejemplos (siempre con dos cargas) pero
con distintos signos y valores.
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Como tarea proponemos determinar cual carga tiene mayor valor (prescindiendo del signo).

Figura 14. Lineas de campo para dos cargas de diferente valor

Otro ejercicio: Determinar los signos de las cargas y las magnitudes relativas (contar el

namero de lineas) en la figura 15.

Figura 15. Cuatro configuraciones de campo

¢Para qué nos interesa el campo eléctrico? Algunas personas encuentran razon suficiente
en contemplar la belleza de las ecuaciones y dedican mucho tiempo al estudio de las
propiedades matematicas. Otras prefieren verlo en accion, “haciendo” cosas. Siendo la
Ingenieria una disciplina dedicada, entre otras cosas, al disefio de “aparatos” vamos a ver

algunos ejemplos concretos que nos sirvan de referencia.
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Vamos a efectuar descripciones muy generales, porque los detalles tecnolégicos son
complejos y dificiles de seguir a esta altura.

Ya vimos cOmo operaban las fuerzas eléctricas en una fotocopiadora

(' https://www.youtube.com/watch?v=euVQY SbpFXE, https://www.youtube.com/watch?v=rE9QqgeR5t64 ).

Otros casos  de interés  sonel precipitador  electrostatico de polvo

(https://www.youtube.com/watch?v=x5YFK8mmeR, https://www.youtube.com/watch?v=Yz7fVySGugY) V la

pintura electrostatica (https://www.youtube.com/watch?v=L AEGkagkzhQ). Para la pintura el

principio es igualmente simple; la pintura, en forma de un polvo muy fino, es cargada
positivamente, mientras que el objeto a ser pintado (un auto por ejemplo) estd cargado
negativamente. La fuerza eléctrica atrae a las particulas de pintura hacia el objeto donde
quedan adheridas. Un proceso posterior las fija. Esta pintura, a diferencia de las comunes, no
utiliza un solvente volatil que deba evaporarse. De esta forma se evita la contaminacion
ambiental con vapores potencialmente toxicos. Mucho mas glamorosos son los dispositivos
MEMs (Micro Electro-Mechanical), éstos son sistemas de escala microscopica que son

desplazados con fuerzas eléctricas. Para una pequefia muestra ver la siguiente pagina:
http://electronics.howstuffworks.com/dip1.htm.

1.4.  El flujo del campo eléctrico. La ley de Gauss

Muchas propiedades de un campo vectorial quedan determinadas por el flujo y la
circulacion del mismo, los que a su vez estan intimamente ligados a los teoremas de Gauss y
Stokes con sus respectivos operadores divergencia y rotor.

En las seccion anterior hablamos de las “fuentes” (las cargas positivas) y “sumideros” (las
cargas negativas) del campo eléctrico. Estos términos tienen un fuerte origen “hidraulico”
sugiriendo que un fluido emana de las fuentes para ser consumido en los sumideros. Con la
palabra flujo pasa exactamente lo mismo. Originariamente fue concebida para calcular, por
ejemplo, la cantidad de agua que fluye por un rio. En este caso el campo en cuestion es el de
velocidades y la interpretacion es simple y directa.

Con el campo eléctrico la situacion es mas dificil porque no lo podemos ver y ademas es
un concepto mucho mas abstracto porque involucra la fuerza que actuaria sobre una hipotética
carga de prueba puesta en un lugar.

Igualmente conviene refrescar la memoria y recordar que el flujo ® de un campo vectorial

F a través de una superficie S esta dado por:
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= j F.dS (19)
S
El integrando es el producto escalar de dos magnitudes vectoriales (no olvidarlo) y la
superficie S puede ser abierta o cerrada. En este Ultimo caso se conviene en considerar la
direccion de dS apuntando hacia fuera de la region cerrada y el flujo queda dado por el
conocido teorema de Gauss-Ostrogradsky:
® = | F-dS = [div(F)dv (20)
5] \Y
donde V es el volumen limitado por Sy div es el operador divergencia.
Suficiente repaso; hagamos un ejercicio matematico: Computar el flujo del campo eléctrico
generado por una carga puntual Q (positiva) a través de una superficie esférica de radio r, tal

que el centro de dicha esfera coincida con la carga Q.
Hacemos una vista 2-D del problema en la figura 16.

;S'T

Figura 16.Una carga puntual Q rodeada por una superficie esférica S concéntrica.

Intencionalmente hemos elegido un problema simple. En efecto, por lo visto en el capitulo
anterior, el campo eléctrico generado por una carga puntual es sélo funcion de la distancia a la

misma y vale (considerando que la carga esta en el origen de coordenadas):

Dado que la superficie sobre la que integramos es una esfera de radio r, es conveniente
expresar el elemento de area como: dS =r?sin(¢)d@ de F. Notar que el elemento de area

también apunta en la direccion radial (hacia fuera de la esfera).
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El flujo es entonces:

CD:T.T( : %fj-(rzsin(e)de do f):g (21)

&y

Curiosidad: el resultado es independiente del radio r de la esfera. No debemos detenernos
aqui porque se trataria simplemente de un ejercicio matematico mas de una larga lista.
Conviene ver si logramos extraer algun significado. Volvamos a la analogia hidréulica:
Pensemos en una ducha; las lineas de flujo de agua “nacen” en la ducha y caen. Rodeemos la
ducha con una superficie real o imaginaria y computemos el flujo del agua a través de dicha
superficie. Lo que obtenemos son la cantidad de litros por segundo que atraviesan la
superficie. ¢Cudl es la fuente de dicho caudal? Para nuestro problema es la ducha (ya sabemos
que el agua vino por dentro del cafio desde la planta potabilizadora, pero no es relevante para
nuestra discusion). Volviendo al campo eléctrico decimos entonces que la carga Q es fuente
del campo eléctrico E y que el flujo del mismo a través de una superficie esférica concéntrica
es proporcional a la carga (el factor g no importa porque sélo refleja el sistema de unidades).
Surge ahora una pregunta obvia: ;Qué habria pasado si hubiéramos rodeado la carga con una
superficie cerrada arbitraria? ¢ Tendriamos que repetir el calculo para un numero infinito de
superficies? La respuesta requiere del teorema de Gauss y para desarrollarla la bosquejamos

en la figura 17.

Figura 17.Una carga puntual Q rodeada por una superficie esférica S, y una arbitraria Sey

La solucion estriba en considerar un volumen V(turquesa) limitado interiormente por nuestra

esfera del problema anterior (Si) y exteriormente por una superficie arbitraria Sey. Aplicamos
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el teorema de Gauss a este volumen, para ello debemos computar la divergencia del campo
eléctrico generado por la carga Q. En coordenadas esféricas tenemos:

. 190 1 o /. 1 ok
E)=— (e )+ % (sin(O)E, )+~ - * = 22
aiv(E) r2 or (e s rsin(@)ae(sm(g) )t rsin(@) op 0 r#0 (22)

CUIDADO: Debemos hacer una mencion importante respecto de una notacion: El

simbolo E; denota la componente del campo en la direccion del versor radial vy
significado analogos tienen EgyE, En muchos cursos de Analisis Il se le asigna a la
primera el significado de la derivada parcial de E con respecto a r (y conceptos
similares con los restantes). Nosotros necesitamos distinguir las componentes de un
vector, por lo que el subindice indica el valor de dicha componente en la direccion
indicada. Cuando queremos indicar una derivada parcial, por ejemplo con respecto a r,
utilizamos la notacién &/ér

La divergencia del campo eléctrico es nula excepto en r=0 (lugar donde esta la carga). El
primer sumando es nulo porque el factor r? se cancela con el término 1/r® presente en la
componente E, del campo. Las otras componentes del campo, E»y E,, son nulas.

Dado que el volumen V estudiado no contiene al punto r=0, podemos asegurar que el flujo
total que atraviesa la superficie es nulo, es decir:

D=0=Dgexi+Dsint (23)
Por lo que ®sexi= -Dsint

Los flujos son iguales a menos de los signos, pero esto es facil de comprender (y cambiar)
porque notamos que en nuestro ejemplo original la normal a la superficie esférica Sy tenia la
direccion opuesta a la utilizada en este Gltimo céalculo (comparar las figuras 15 y 16). Si
invertimos los signos para llevar todo a la misma convencién llegamos a la conclusion que el
flujo computado a través de la superficie esférica es igual al que obtendriamos sobre cualquier
otra superficie cerrada que encerrara a la carga Q.

El resultado de la ecuacidn (21) es entonces valido para cualquier superficie. Ademas, en
virtud del principio de superposicion, podemos extender este resultado a un conjunto de varias
cargas encerradas dentro de una superficie, obteniendo:

®=§E.d§=% (24)
S €y
donde Qenc denota la totalidad de la carga encerrada dentro de la superficie S.
La ecuacion (24) se denomina, con poca originalidad, ley de Gauss de la electrostatica. Si

bien la derivacion fue hecha a partir de considerar una 0 mas cargas puntuales, es facil ver que
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la misma también aplica a una distribucion continua puesto que cualquier objeto cargado
puede ser descompuesto en elementos de carga dq para los cuales aplicamos la misma
deduccion.

Un ultimo comentario matematico: el caso mas general de un objeto cargado corresponde a

una distribucion volumétrica (3D). En esta condicion la (24) se transforma en:

Ip dv
@:§E.d§:Qenczv (25)
S €o €o
Si recurrimos una vez mas al teorema del flujo (20) encontramos que:
div(E)=~£ (26)
€o

Esta ultima relacion contiene exactamente la misma cuota de informacion que la (24), sélo
que esta escrita en terminos de derivadas parciales (por el operador divergencia) en lugar de
una integral. Como dicen los libros de cocina reservamos la (26) para dentro de unas clases.
Volvamos a la ley de Gauss porque varias veces la utilizaremos para estudiar distintos
aspectos del campo eléctrico. Ahora, para aliviar las tensiones de tanta matematica, vamos a
mostrar cémo con un poco de buen razonamiento previo (mas algo de suerte) y la ayuda de la
ley de Gauss podemos determinar el valor del campo eléctrico sin necesidad de recorrer el
dificil camino de las ecuaciones (7)-(9).

El nucleo de la idea se encuentra en que algunas distribuciones de carga son lo
suficientemente sencillas como para que podamos inferir la direccion de las lineas de campo
por simples razonamientos geométricos. Si esta oracion soné complicada vamos a un primer
ejemplo basado en la distribucion de carga esférica de radio a y densidad uniforme py

(positiva) de la figura 8, la que miraremos de costado.

EE
_ ,-/”/H _
LS—

E,

Figura 18. Una distribucion volumétrica uniforme de carga
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La clave del analisis reside en ubicarnos en el punto rojo, sobre el que deseamos computar
el campo eléctrico, y notar que el objeto cargado puede ser dividido en contribuciones
elementales de las que mostramos sélo dos, denominadas A y B. Estos elementos estan

simétricamente posicionados respecto del punto de observacién. Las contribuciones de campo
gue generan, EA y EB , dan porresultante ET que se encuentra dirigida en la direccion radial.

Como el proceso se puede repetir, encontrando otros elementos distribuidos simétricamente
sobre toda la esfera, concluimos que el campo en el punto de observacién apunta en la
direccion radial. Notese que el resultado habria sido el mismo para cualquier otro punto de
observacion que estuviera a la misma distancia r puesto que la distribucion de carga es
simétrica ante cambios en ¢ 0 0. Este resultado ya lo habiamos encontrado antes, pero ahora
lo conseguimos “desarmando” el objeto cargado y analizando las contribuciones elementales.

¢Cual es el beneficio de todo este empefio? Veremos que la ley de Gauss, junto con haber
“adivinado” la direccion de las lineas de campo, nos permitird computar el campo eléctrico
sin necesidad de recurrir al largo proceso de integracion de las ecuaciones (7)-(9).

En parrafos anteriores demostramos que el flujo del campo eléctrico a través de una
superficie cerrada es proporcional a la carga encerrada independientemente de la forma de la
superficie en cuestion. Tenemos libertad de elegir la superficie mas conveniente y nos

decidimos por una esférica que pase por el punto de observacion (figura 19)

Figura 19. Flujo del campo eléctrico a traves de una superficie esférica

Apliquemos la ley de Gauss (E y dS apuntan en direccion radial (7)).

® = E-0S = f(E(r)F)-(ds F)=fE ds =2 @7)
S S S &
Ahora necesitamos una idea importante: Al recorrer el dominio de integracion, los dos

angulos, la distancia r permanece constante. No podemos ver diferencias en la distribucion de
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carga.Concluimos que el médulo del campo eléctrico no varia sobre la regidn de integracion,

por lo que podemaos escribir:

d)szEdS:EﬁdS:ES:g (28)

&

La superficie S de la esfera vale: S=4 nr?, por lo que el médulo del campo eléctrico queda:

E(r)=-—2— (29)

- g 4rn r

Esta ecuacion es idéntica a la (18) y parece que hemos perdido el tiempo en juegos

matematicos. Sin embargo, el trabajo no ha sido en vano; apliquemos la misma técnica al caso
de tener que computar el campo en un lugar dentro de la esfera (r<a) (figura 20)

Como ya hemos determinado la direccion de las

lineasdecampo usamos la misma superficie de

integracion. Entonces, todo lo referente al miembro

de la izquierda en la (28) es idéntico. Lo que cambia

es el miembro de la derecha porque ahora la
superficie SNO encierra a la totalidad de la carga de

la esfera. La expresion correcta para el flujo es:

F
Figura 20. Calculo del campo
eléctrico dentro de una distribucion
esférica de carga

®=§EdS=E§dS=ES=ipofnr3 (30)
S S €o 3
E(r)=L2r ; E(F)=Lrr (31)
3¢, 3¢,

Es impactante la simplicidad con la que hemos obtenido la (31). Por el camino de
integracion de la (9) habriamos consumido muchas lineas de desarrollo y ahora, gracias a
haber “adivinado” la direccion de las lineas de campo, y con la ayuda de la ley de Gauss,
resolvimos el problema con menor esfuerzo. Representamos en la figura 21 el médulo del
campo eléctrico para regiones internas y externas a la esfera. Notar que en r=a coinciden
las expresiones (28) y (31).

Como comentario accesorio vale la pena mencionar que la superficie a través de la que
computamos el flujo suele ser llamada superficie gaussiana (nombre muy poco original por

cierto).
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Ahora es importante volver sobre nuestros pasos y repasar nuestra estrategia puesto que la
repetiremos en otras ocasiones pero debemos estar atentos para no utilizarla mal. En los
analisis presentados aparece como crucial la idea de simetria. Esto es correcto pero amerita
profundizarlo. El objeto cargado no sélo debe ser geométricamente simétrico, sino que
debemos ser capaces de encontrar la direccion del campo resultante en cualquier punto y una
superficie de integracion sobre la que el médulo del campo permanezca constante, de forma
tal que podamos extraerlo como un factor constante en el miembro de la izquierda en la ley
de Gauss. Como ejemplos “malos” podemos considerar un cubo o un anillo uniformemente
cargados; a pesar de la simetria geométrica es imposible determinar por razonamientos
simples la direccion de las lineas de campo y menos aun concebir una superficie sobre la cual
el modulo del campo sea constante (en el caso de cubo piensen en la diferencia de estar
parado cerca del punto medio de una de las caras y luego sobre una arista).

¢Es la esfera uniformemente cargada el Unico ejemplo Gtil? La respuesta es no.
Proponemos como caso a demostrar en casa que una esfera cargada con una densidad de carga

que dependa unicamente de la coordenada radial, o=p(r), es un caso “bueno”.

1 T T T T T T

09r A
08
0.7 r
06+

S ost
fuera

EE

04r

03

ol [\

dentro
01

1 1 1 1 1
14 2 25 3 35 4
Ha

D 1
0 05

Figura 21. Modulo del campo eléctrico normalizado para una distribucion esférica de cargas
con densidad volumétrica constante.

Pero quedan mas ejemplos sencillos ain. Tomemos como objeto una distribucion
uniforme y positiva de carga con forma de alambre y de largo infinito (figura 22). Este es un
problema tedioso de resolver por integracion de la (7). Veremos que podemos “adivinar” la
direccién de las lineas de campo y beneficiarnos con el uso de la ley de Gauss. Hacemos una

vista de costado de este “hilo” cargado.
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Ao (H)

A B
Figura 22. Vista lateral de una distribucion lineal uniforme..

Centramos nuestra atencion en los elementos A y B, ubicados simétricamente respecto del
punto de observacion (de color rojo). Notamos que las contribuciones de estos elementos, al
ser sumadas vectorialmente, entregan un campo resultante cuya direccion es perpendicular al
alambre. Este razonamiento puede ser repetido con otros pares (a izquierda y derecha del
punto de observacion), obteniendose el mismo resultado: la direccion del campo neto es
perpendicular al alambre. Como el alambre es de longitud infinita, este resultado es valido

para cualquier punto de observacion, por lo que concluimos que el campo, en todo punto del
espacio, tiene direccion radial con el alambre como eje. En sintesis: E = E(r)f . Es importante

notar que el significado de la palabra radial es diferente en este caso (de obvia simetria

cilindrica) comparado con el ejemplo anterior (de simetria esférica).

En la figura 23 mostramos una perspectiva del alambre junto con algunas lineas de campo.

Fy

Figura 23. Esquema en perspectiva de una distribucion lineal de carga de largo infinito,
uniformemente cargada y algunas lineas de campo

La historia se repite; ahora que conocemos la direccion de las lineas de campo debemos

encontrar una superficie tal que al recorrerla el modulo del campo permanezca constante. La
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respuesta aparece pronto; en la medida en que nos mantengamos a una distancia constante del
alambre el valor de campo que esperamos es constante. Tomamos entonces como superficie
de integracion un cilindro de radio r y largo L, concéntrico con el alambre (figura 24). Por
claridad hemos omitido la tapa frontal del cilindro para poder observar el alambre y las lineas
de campo, pero es importante destacar que ambas tapas deben entrar en el andlisis porque
necesitamos una superficie cerrada.

Para computar el flujo analizamos por separado las tapas y después la superficie lateral. La
respuesta para el primer caso es simple puesto que las lineas de campo son perpendiculares a
las normales a las tapas, por lo que el flujo a través de ellas es cero (;se ve claro?). Pasamos
ahora al flujo a través de la superficie lateral del cilindro (recordando que el médulo del

campo es constante cuando la recorremos):

®|at:IE-d§:IEF-dSf:IEdS:EIdS:ES:EZﬁrL:%:%

lat lat lat lat (32)
E(r)=-2o- 1 Er)=t lp
2me, ¥ 2me, 1

ds

c}a
by

Figura 24. El “*hilo”” de la figura anterior rodeado de una superficie cilindrica

Por lo expuesto en el parrafo anterior, la ecuacion (32) refleja el flujo total del campo
eléctrico a través de la superficie cilindrica. En el miembro de la derecha hemos reemplazado
la carga encerrada por el valor AL por tratarse de un alambre uniformemente cargado.

Resulta obvio comentar que la resolucion que brinda la (32) es mucho més simple que por
medio de la integracion de la (7). Podemos apuntar mas alto y pasar de la distribucion

anterior, que es un objeto 1-D, a uno 3-D semejante: una distribucion cilindrica de radio a y

1-35



? FACULTAD o _
‘ DE INGENIERIA FISICA Il (2008; v.1C2020) Electricidad y Magnetismo

Universidad de Buenos Aires

uniformemente cargada en volumen con densidad pp (positiva) (ver figura 25). Como
gjercicio previo proponemos (mas que proponer, ordenamos) efectuar un analisis semejante al
de la figura 23. Nuevamente encontraremos que las lineas de campo tienen direccion radial y,
por el mismo argumento del caso anterior, conviene tomar por superficie de integracion al
mismo cilindro.

Con estas consideraciones notamos que hay dos regiones de interés, la que corresponde al
exterior del cilindro (r>a) y la interior (r<a). La primera es la mas simple de estudiar porque
es virtualmente idéntica al ejemplo precedente dado que la superficie de integracion encierra a
la totalidad de la carga contenida en el alambre. El flujo, computado en forma analoga a la
(32) resulta:

2
®, = [E-dS=[EF-dS F:J'EdS:EJdS:ES:EanL:Qenc _pra’l
lat lat lat lat {;‘0 80
21 % q (33)
E(r):&_; E(l-:):poa 27
2gy I 26, T

Distinta es la situacion para el segundo caso (r<a) porque la superficie cilindrica a traves

de la que computamos el flujo no encierra la totalidad de la carga (figura 25). En este caso el

[ E
E_/ T -

L 2

flujo y el campo son:

Figura 25. Un cilindro uniformemente cargado y de largo infinito. lzquierda: Vista en
perspectiva; derecha vista frontal
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Figura 26.Vista frontal del cilindro de la figura 25. Se muestra la traza de la superficie
gaussiana para puntos fuera (r>a) y dentro (r<a) del cilindro.

@,at:jé.d§=j5f-dsf:jEdszEjds:ES:EZMLZQW:pomzl_

lat lat lat lat o o (3 4)
E(r):;—or; EfF)=Lorf
& 2¢,

En la figura 27 mostramos los resultados de las ecuaciones (33) y (34). Es importante
marcar que en la frontera del cilindro (r=a) ambos valores coinciden. Como tarea para el
hogar queda por demostrar que si la distribucion de cargas es de la forma p=p(r), también

podemos “adivinar” la direccion de las lineas de campo.

1
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Figura 27. Modulo del campo eléctrico para el cilindro cargado de la figura 25.

Si miramos un poco en perspectiva notaremos que fuimos capaces de encontrar ejemplos

simples en los casos de simetria esférica y cilindrica. También lo hay en el caso cartesiano y
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el sistema que estudiaremos es una distribucion plana infinita e uniformemente cargada con

densidad superficial oy (positiva)(ver figura 28).

Nuevamente mostramos los aportes de distintos aportes elementales, A, B, C y D. Estos

elementos estan simétricamente distribuidos respecto de la normal al plano que pasa por el

punto de observacion (punto rojo). El campo resultante apunta en la direccién normal al plano

porque las componentes paralelas al mismo se cancelan de a pares. Como todo el plano puede

ser descompuesto en elementos
semejantes, llegamos a la
conclusion que el campo en
cualquier lugar de observacion es
perpendicular al plano. Habiendo
encontrado la direccion de las
lineas, debemos buscar la
superficie gaussiana correspon-
diente. Hay algunas opciones, pero
las més usual es nuevamente un
cilindro como presentamos en la

figura 29 (lado izquierdo).

Figura 28. Un plano infinito uniformemente cargado

El analisis es mas simple considerando una vista lateral, sin las complejidades de una

perspectiva (figura 29 derecha)

IRE}

Figura 29. Plano cargado y superficie gaussiana cilindrica. Izquierda: vista en perspectiva,

derecha: vista lateral.
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Para computar el flujo conviene separar el analisis en dos partes: la superficie lateral y las
dos tapas. De la figura se observa que el flujo por la cara lateral es nulo puesto que la normal
a dicha superficie es perpendicular al campo. Queda entonces calcular el flujo por las tapas.
Notese que en ambas tapas la direccién de la normal a la superficie es igual a la del campo,
por lo que el &ngulo formado es una vez mas de cero grados. Como ambas tapas son idénticas
el flujo total es simplemente el doble del correspondiente al de una de ellas. Si la superficie de

cada tapa es S obtenemos:

®=2 [E-dS =2 [EdS = 2E [d5 =2E§ = D _ 70>
tapa tapa tapa ‘90 80
(35)
2¢, 2¢,

En la (35) la carga encerrada esta dada por el producto opS por tratarse de una distribucion
uniforme.A primera vista el resultado parece extrafio. La (35) predice un campo de modulo
constante, independientemente del lugar de observacion. Esto parece estar en contradiccion
con nuestra expectativa de obtener una intensidad de campo que vaya menguando conforme
nos alejamos del objeto.

La sospecha es parcialmente correcta. EI problema estriba en que hemos considerado un
plano infinito y esto fue crucial en el proceso durante el que “adivinamos” la direccion de las
lineas de campo. En el mundo real podremos tener una hoja cargada y al tener una extension
finita nuestro argumento principal falla, principalmente cuando el punto de observacion esta
proximo a los bordes de la hoja. Sin embargo el resultado de la (35) da una buena
aproximacion cuando el campo es evaluado “lejos” de los bordes del sistema real. Para
discutir este topico hacemos lo mismo cuando confrontamos la (6) con la (32) para el caso del
alambre infinito. Ahora tomamos la (14) y hacemos tender el radio interior a cero y el exterior
a infinito. Luego comparamos con la (35). El analisis que hicimos en ocasion del cable
infinito y encontrar el factor de correccion en funcién de la razén (z/R), donde z es la distancia
al disco y R el radio externo del mismo que tiende a infinito. No hacemos todo para que
trabajen un poco en casa.

Como comentarios integradores de todos los ejemplos anteriores es importante primero
remarcar que al aplicar la ley de Gauss las cargas en cuestion son las que se encuentran dentro
de la superficie gaussiana. Esto significa que las que quedan fuera no colaboran en el
resultado final (repasar los ejemplos con la bola y el cilindro cargados en volumen). Segundo,
y FUNDAMENTAL, es recordar que la ley de Gauss es valida SIEMPRE, mas alla de que
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el caso sea “facil” o “dificil”. De tanto aplicar esta ley a los casos simples, muchas personas
terminan creyendo que la validez de la misma esta restringida a estos ejemplos. Este es un
ERROR GRAVISIMO que ha costado muchos examenes.

¢Hay més ejemplos “faciles”? La respuesta es negativa; no hay otras distribuciones de
carga para las que podamos encontrar, por razonamientos simples, la direccion de las lineas
de campo y una superficie sobre la cual el médulo del mismo permanezca constante. Esto es
imprescindible porque toda la estrategia reside en extraer el médulo del campo eléctrico fuera
de la integral del flujo para asi reducir el problema a una simple multiplicacion.

Pero la falta de otros casos simples no es demasiado grave puesto que muchos casos
pueden ser resueltos considerando la superposicion de partes basadas en los ejemplos
anteriores.

Tomemos una superficie infinita, uniformemente cargada con densidad superficial op,
coincidente con el plano xz. Un alambre cargado con densidad lineal Ao, paralelo al eje z, corta
al plano xy en (0,d). Se desea conocer el campo eléctrico en la posicion (d,d,d).

Desarmamos el problema en los dos constituyentes obvios: el plano y el alambre. Por lo
expuesto en parrafos anteriores, el campo generado por el plano es de modulo constante en

cualquier posicion y apunta en la direccion normal al plano. En nuestro caso obtenemos:

Oy »~,7% . eps s
E = 270 j (jes el versor normal al plano). El alambre es un poco mas dificil de tratar por
&

0

plano

el ya mencionado problema del versor radial. Lo peor que podemos hacer es entrar en el

modo automatico y copiar el resultado de la (32) directamente reportando:

Ealambre (r) 2’0 1 f

y 2, ¥

Hasta que no escribamos correctamente ry r en términos del problema no habremos
terminado la resolucion. Repasemos un poco: I es el vector, perpendicular al alambre, que
nace en el mismo y termina en el punto de observacion. Para nuestro caso es
F= (d i+d j,d I?)—(O i+d j+d IZ): d i, sumoédulo vale r=d, y el versor correspondiente
r
I

A

esf =

La respuesta correcta es entonces:

E.Total (P) = EF’Iano (P)+ E>Alambre (P) = ﬂ ] +
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(5]

d

d

Figura 30. Un problema compuesto

Tema especial 1. Un ultimo ejemplo clésico y que parece
desafiar al método: Un cilindro macizo de radio a y largo infinito
esta perforado con otro cilindro de radio b corrido una distancia d
del centro del primero. El cilindro macizo estd uniformemente
cargado en volumen con densidad py. Consigna: calcular el campo
eléctrico en el centro del agujero (figura 31).A primera vista
parece que estamos condenados. El objeto es asimétrico por culpa
del agujero, por lo que parece que no queda mas remedio que
recurrir al método de integracion a través de la (9). Por suerte hay
gente ingeniosa que logra descomponer un problema dificil en
partes faciles. La idea genial es concebir al cilindro perforado de la

figura 31 como la suma de dos cilindros. Uno de radio a con

.

Figura 31. Un cilindro
cargado con una
perforacion

densidad o de carga positiva y otro, mas pequefio, de radio b y densidad de carga —pp. Al

combinar (sumar) ambos cilindros nos queda una zona sin carga (el agujero) y volvemos al

sistema original. Increiblemente simple y eficaz.

1-41



? FACULTAD o _
‘ DE INGENIERIA FISICA Il (2008; v.1C2020) Electricidad y Magnetismo

Universidad de Buenos Aires

Ahora todo parece mas simple; se trata de computar dos campos por separado y luego
sumarlos.Elegimos poner el centro del cilindro grande en el origen de coordenadas. El centro

del cilindro pequefio lo ubicamos P
n

sobre el eje y, es decir en el punto /’f—\ %
(0,d,0). v y

Primero  computamos el campo
debido al cilindro grande en el punto
(0,d,0). El problema es semejante al
analizado en  (34), faltando +
determinar las cantidades. El valor de

r esigual a d y el versor radial (en el

centro del agujero) apunta en la m
direccion j. Asi tenemos el aporte w

_ Pl .
grande ™ 5 ] Figura 32. El objeto de la Fig.31 “desarmado

0

del cilindro grande: E

Pasemos ahora al campo generado por el cilindro chico. El centro del agujero coincide con el
del cilindro pequefio. Cuando puntualizamos en la (34) nos encontramos con que el campo
generado por el cilindro chico es nulo!! Esto suena raro pero es correcto!! (Distinto habria
sido si el punto de observacion hubiera sido uno distinto al centro del agujero. Entonces el
campo computado anteriormente es la respuesta final e increiblemente coincide con el que
habriamos obtenido en ese lugar si el cilindro grande hubiera sido macizo. Desafio extra:
calcular el campo en otro lugar (ayuda: aplicar bien la (34) en lo referente a las distancias y

los versores; consultar al docente).

Fin tema especial 1

1.5. (Tema especial 2) Un comentario final sobre el uso de la ley de Gauss
en situaciones reales

De los tres tipos de ejemplos ilustrados con la ley de Gauss, formalmente s6lo uno de ellos
puede ser encontrado en la practica: la distribucion esférica. Los otros ejemplos requieren de

sistemas de extensién infinita por lo que quedan siempre orbitando dudas del tipo:

¢Es la ley de Gauss solamente una curiosidad matematica sin valor préactico?
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¢Existe alguna situacién del mundo real la cual pueda ser razonablemente analizada con
la ley de Gauss?

La respuesta es afirmativa pero encontrar la justificacion requiere de un poco de trabajo
porque debemos recurrir al fatigoso metodo de integracion para comparar los resultados, y asi
tratar de obtener conclusiones mas o menos generales.

No hay nada mejor que comenzar con los casos particulares. VVolvamos sobre el primero de
los sistemas infinitos: el alambre uniformemente cargado.

El conjunto de ecuaciones (6) brinda la fuerza eléctrica entre dicho alambre, de longitud L,
y una carga de prueba qo ubicada sobre la mediatriz del segmento que define el alambre y a
una distancia d. ;Como se relaciona este ejemplo con lo encontrado en (32)? Si en la (6)

hacemos tender el largo L a infinito, y dividimos por qo, obtenemos lo siguiente:

F,(F)=lim_,, % AL _ % 4
v Az e d,(2/ard?) 27& d
Ef)=—"—L F_oi+d j+ok

2re, d

el mismo resultado que brinda (32) (buenas noticias). Pero mejor ain, es que podemos
comparar la diferencia entre (6) y (32) conforme crece el largo del alambre (Cuidado: en la
(6) la distancia entre la carga de prueba y el alambre se denomina d y en la (32) como r).

Intuimos que la relacion entre el largo del alambre y la distancia del punto de observacion al

mismo (L/d) es relevante; por lo tanto factoreamos el término no nulo de (6) asi:

do . L L _ 9 A (Lj2d)

4rey dyf(2/a+d?) Ameod [la?|(L2d) +1]f 276 d |(L/2d) +1]
di

= A 1] (L/2d) L e e e |
") {Zﬂgod}\/(L/Zd)erl_ e

qu (F) =

En la Gltima expresion, el término entre llaves es idéntico a la (32); el restante refleja la
diferencia entre un alambre finito y uno infinito.Representemos solamente éste término que
marca la diferencia entre la (6) y la (32).

El resultado es muy instructivo. Conforme (L/2d) crece, el alambre se hace mas largo o nos
acercamos a él, la diferencia entre la (6) y la (32) se desvanece porque el factor de correccion

tiende a 1. Por ejemplo, para (L/2d)>4 la diferencia es inferior al 5%.
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1

0.9

(L/2d)/[(L/2d)>+1] M2
o o o © © ©
w N (6)] (o] ~ oo

o
[N

0.1

(L/2d)

Al haber considerado un punto centrado fuimos afortunados porque es facil observar que
existen aportes al campo simétricamente distribuidos por lo que el resultado convergia
rapidamente al limite. Un poco mas compleja resulta la situacion si el punto de observacion
no se encuentra centrado. Consideremos entonces que el borde izquierdo del alambre se
encuentra en -L; vy el derecho en Ly (El largo total del alambre es L=L4+L;). EI campo
eléctrico, recalculado con la idea de la (6), y dividiendo por qo para obtener el campo
eléctrico, resulta:
+Ld

1 *j-" (-x)Adx 2 1
e, o, (x? +d2)3/2 e, (x2 +d?)

E(T)

B 11
Ame| JL2+d? JL2+d?

+Lg

_|_i

_ 1 "¢ (d)Adx y) X
e, (1) =L [ (DA

- Are, it (sz +d2)3/ - 4re, d(x2 +dz)]/2

y) L, L

amd| [a) (L)

E,(F)=0 F=0i+dj+0k

Ahora el resultado es mas complejo de analizar. Primero notamos que el campo en la
direccién x ya no es nulo. Esto es comprensible si notamos que, visto desde el punto de
observacion, la distribucion de cargas ha perdido la simetria con respecto al eje y.

Repetimos el proceso anterior para hacer aparecer la razon L/d
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. ()= 11 |2 1
U Ame | JB+d? J24d? | 47| (L dE+1 (L d) 1

E, ( ) L, L, ={: ) } (Ly/2d)  (L/2d)

)= 2med ]l L2 41 L2 +1

Tanad| L jara7) L jara)

~

E,(F)=0 F=0i+d j+0k

Concentrémonos en la componente E, del campo (porque esta es la Unica presente si el hilo

fuera infinito). EI término entre llaves nuevamente representa el resultado que obtendriamos

en el caso de un largo infinito; el termino entre corchetes depende ahora de dos variables, por
lo que conviene una representacion bidimensional

Notamos que, para valores grandes de Li/d y Lq/d, el factor de correcciéon tiende a la unidad
como esperabamos.

Vamos a analizar un caso particular que ha traido muchos disgustos. ElI punto de
observacion se encuentra en el borde izquierdo del alambre (Li/d=0) y el largo total tiende a
infinito (Lg/d>>1). Aqui viene un resultado peligroso: el factor de correccion para este caso
es Y. Algunas personas dicen: es logico, tengo la mitad de la recta entonces el resultado es la
mitad. Lamentablemente este razonamiento es errdneo. Para empezar olvida totalmente la

componente en el eje x del campo (si insistimos con el otro punto de vista la componente Exes
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nula). El resultado es simplemente una coincidencia (en el eje y) y no significa que hayamos
resuelto bien el problema. NO podemos emplear eficazmente la ley de Gauss porque al

problema le falta “la mitad”.

CUIDADO!!!I: El ejemplo anterior, si bien muestra que es facil encontrar
ejemplos donde el alambre se comporte como virtualmente infinito, es
contrario al interes “aprobistico” de los alumnos. Si bien la grafica ilustra
gue nos es necesario que el alambre sea demasiado largo como para que se
comporte como infinito, el 99% de los docentes calificardan como
insuficiente a un alumno que aplique la (32) en lugar de la (6) cuando el
cable es finito. ¢ Entonces, por que lo puse? Lo hice porque queria mostrar
la transicion suave y que los ejemplos “extremos” no son solo ejercicios
matematicos desprovistos de interés cotidiano. Recomendacion final: Si en
un ejercicio el alambre es finito vayan por el camino de la (6), asi evitaran
disgustos, pero recuerden que el infinito no queda tan lejos.

Fin tema especial 2

1.6. Eltrabajo de las fuerzas eléctricas. La diferencia de potencial

Los capitulos anteriores estuvieron dedicados al calculo del campo eléctrico con distintas
herramientas. Repetimos que nuestro interés en el campo eléctrico estriba en que con fuerzas
eléctricas podemos mover cargas (aunque aun no hemos ahondado mucho en esto) y todo el
negocio eléctrico reside en mover cargas ordenadamente (desde la linterna mas humilde a la
computadora mas espectacular).

Si volvemos a nuestra querida carga de prueba e imaginariamente la transportamos desde
un punto de partida hasta un punto de llegada resulta claro que, en general, habra un trabajo
involucrado.

Este tema resulta ser tan importante nuestra area que lo vamos a desarrollar lentamente
para formularlo en una forma préactica para nuestros objetivos.

Comenzamos con la figura 33. La carga de prueba go esta sometida a un campo eléctrico

E generado por un conjunto de cargas, estaticas, no mostrado. Obviamente acttan fuerzas

eléctricas sobre todas las cargas, en particular la de prueba. Para mantener las cargas en sus
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respectivas posiciones pensaremos que estan fijas gracias a algun adhesivo, salvo por la carga
de prueba que es retenida por nuestra mano.

Ahora imaginamos que movemos a (o desde una posicion de partida hasta una de llegada
siguiendo un camino C. Lo hacemos de una manera muy lenta, de forma tal que la velocidad
de la carga sea virtualmente nula en todo momento. Para cumplir con esta consigna la fuerza
que aplica nuestra mano debe ser de igual médulo y leend

egada

opuesta a la que ejerce el campo eléctrico (de lo

contrario habria una fuerza neta sobre la carga, ésta —

aceleraria y la velocidad no seria casi nula). Esta @~———
forma de desplazar la carga recibe el nombre de — i
cuasi-estatica (el nombre es claro) y asegura, entre 4,

otras cosas, que la energia cinética de la carga sea

casi cero, por lo que el trabajo realizado por la

mano es opuesto al efectuado por las otras fuerzas id
parada

(eléctricas en este caso)

Figura 33. Una carga de prueba
sometida a un campo eléctrico recorre
un camino

Volvamos por un rato a Fisica | y computemos el trabajo W hecho por la mano:

llegada llegada llegada
Wpartida—llegada = .[ I:mano -dl = I _Feléctrica -dl = J. —qu -dl (36)
partida partida partida

En la (36) escribimos la fuerza aplicada por la mano como el valor opuesto a las fuerzas
eléctricas, es decir el producto de la carga de prueba por el campo. Por un tema de
nomenclatura tuvimos que omitir que el camino de integracion es la curva C y que por lo
tanto dI es un elemento de camino tangente en todo punto a C.

Nada mejor que un primer ejemplo facil. La carga de prueba esta sometida al campo
generado por una unica carga Q positiva, ubicada en el origen de coordenadas (figura 34). Los

puntos de partida r; y llegada r, (i por inicial, f por final) se encuentran sobre una recta que

pasa por Q y el camino recorrido es a lo largo de esta recta.
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o
If qﬂ I_z
. | 2 |

Figura 34. Desplazando la carga de prueba en el campo de una carga puntual

Calculemos entonces el trabajo realizado:

T o P dr 1 1
er]r_:—J'qu-dI:—jq0 Q —Z-drr:—.[q0 Q dr_aQ [———J(W)

drg, o Amey\ re T

Hay que comentar muy lentamente cada uno de los pasos de la ecuacion anterior. Primero
tenemos el campo eléctrico generado por Q. La ecuacion (18) nos da su modulo y direccion.

En este ejemplo tan simple el elemento de camino es recorrido en direccion radial, por lo que
escribimos dl =dF =dr f. Aqui es importante destacar un error muy comdn; muchas

personas dicen: “Estamos yendo de derecha a izquierda, por lo tanto el elemento de camino
deberia ser escrito con un signo menos delante”. Esto NO es correcto. La mencion a que el
recorrido es de derecha a izquierda ya esta contemplada en los limites de la integral. El
camino es a lo largo de la direccion radial y son los limites los que dan el signo correcto. Si
esta explicacion es insuficiente vamos a verlo desde otro punto de vista. El movimiento de g
es tal que nos acercamos a Q. Dado que actua una fuerza repulsiva entre ambas por ser del
mismo signo, el trabajo realizado por nosotros es positivo (verificarlo). Esto estd confirmado
por el signo de la (37) dado que el factor delante del paréntesis es positivo, ademas dado que

ri<ri, también el paréntesis es positivo. CUIDADO: r; y r; son los médulos de T y T,

respectivamente. La (37) es por lo tanto un escalar, que es lo correcto puesto que se trata de
un trabajo.

Este fue un ejemplo facil; vamos a considerar uno T
méas complicado. Los puntos de partida y de llegada
no se encuentran sobre una recta que pase por Q

(figura 35), pero nos autorizan a tomar el camino que

mas nos plazca.
Esta libertad deelegir el camino es maravillosa, Figura 35. Un camino més
. complicado
vamos a proponer la solucion del hombre vago y

tomamos el camino también mostrado en la figura: el trayecto desde F, hasta aes un arco de

circunferencia con centro en Q. Luego, desde a hastar, retomamos el recorrido radial del
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primer ejemplo. El trabajo realizado en el primer tramo es nulo porque el campo es
perpendicular al desplazamiento. El trabajo realizado en el segundo tramo queda entonces
dado por la (37), pero notamos que a=r;, por lo que el trabajo realizado vuelve a tener la
misma expresion que antes aunque los puntos estaban ubicados de otra manera.

¢ Es pura casualidad? ;Qué sucede con otros caminos?

En lugar de probar infinitas posibilidades es mejor recordar que el trabajo es un caso
particular de la circulacion de un vector a lo largo de una curva. La herramienta que nos
facilita la tarea es el computo del rotor del vector (recordar teorema de Stokes).

En coordenadas esféricas el rotor esta dado por:

rot(E)=W{% sin

1 1 O©oE, 0 ~ 1|0 Bk ~
2 - _ 9 (rE (e )-%Er|d=0; r=0
I’Lin(go) 00 8r(r 9)}“{ (=) B } =

(38)

El resultado se obtiene a partir de notar que E, = 4Q iy E,=E, =0
TTE,

El rotor del campo eléctrico generado por una carga puntual es nulo en todo punto que no

coincida con la carga. Esto nos dice que la circulacion del campo eléctrico en un camino

cerrado es cero (j?— E-dl =0) y por lo tanto se trata de un campo conservativo. Esto no es
C

sorprendente porque la ley de Coulomb tiene la misma forma matematica que la ley de
gravitacion de Newton, asi que ambas comparten las mismas propiedades matematicas y
recordamos de Fisica | que las fuerzas gravitatorias son conservativas.

En virtud del principio de superposicion, lo determinado para una carga puntual puede ser
extendido a un conjunto de cargas. Llegamos a la importante conclusion que el campo
eléctrico generado por una distribucion estatica de cargas (electrostatico) es conservativo.
Este descubrimiento es muy valioso porque nos dice que el trabajo realizado contra las
fuerzas eléctricas queda disponible en el sistema para poder ser utilizado posteriormente. En
este sentido es idéntico al caso de elevar un peso realizando un trabajo. Sabemos que éste
gueda almacenado como energia potencial gravitatoria y lo podemos utilizar en otras
aplicaciones. A nadie sorprendera que dentro de unos parrafos introduzcamos el concepto de
energia electrostatica.

Pero volvamos ahora sobre un argumento que ya utilizamos al definir el campo eléctrico.
Al observar la (36) notamos que hay una dependencia lineal trivial del trabajo realizado con

el valor de la carga de prueba qo. Podemos repetir lo hecho y concebir el trabajo realizado por
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unidad de carga. Esta cantidad es util porque, una vez evaluada, para obtener el trabajo
realizado para un valor particular de go nos basta con efectuar un producto. Esta magnitud

recibe el nombre de diferencia de potencial V. Por lo dicho queda definida por:

V)V ()=t =—fE~df (39)

q
Los términos del medio y de la derecha de la (39) son de interpretacion directa. Distinto es

el caso con el de la izquierda. Lo hemos escrito como la diferencia de dos magnitudes
evaluadas en dos posiciones diferentes. Esto es valido porque hemos demostrado que el
campo eléctrico es conservativo. Por lo tanto la circulacién del mismo entre dos puntos es
independiente del camino y eso se traduce en que dicha circulacion puede ser evaluada como
la diferencia de una funcién escalar, llamada potencial (en sentido matematico, no eléctrico).
La unidad SI de la diferencia de potencial se denomina Volt (V), en homenaje a Alessandro
Volta quien aportd mucho a nuestro conocimiento de los fendmenos eléctricos. Obviamente
1Vv=1J/C.
Para el caso de la (37) la diferencia de potencial es:

vy )—V(ﬁ)Zi(i—lj (40)

Arg,\ 1y T

Vamos a reescribir (39), previa diferenciacion, en una forma alternativa:

dV =—E-dl :—(EX I +E, ]+E, IZ)-(dx i +dy j+dz IZ):—(EX dx+E, dy +E, dz) (41)
Por otro lado sabemos que (lo ensefian en Analisis I1):
oV oV oV

dV =—dx+—dy+—dz (42)
OX oy oz
Finalmente, comparando (41) y (42):
= N N =2 0OV
E=——i+— j+—k |=—grad 43
[ x Ty w ) grad(V) (43)

La (43) contiene la misma informacién que la (39). Podemos, ligeramente, decir que una
representa la “ida” y la otra la “vuelta”. Conocido uno cualquiera, podemos computar el otro.

Una curiosidad matematica a futuro; si combinamos la (26) con la (43) resulta:

div(E):g£ = div[-grad(V )] = -v*(v)= 2 (44)
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La (44) se denomina ecuacion de Poisson (El operador V?recibe el nombre de laplaciano).
Es una ecuacion diferencial a derivadas parciales de segundo orden. Las técnicas para
resolver estas ecuaciones son temario de Analisis 111 y no todos los alumnos deben cursar esa
materia, por lo que no podemos ahondar en ella. S6lo diremos que, a pesar de la complejidad
aparente, hay mas métodos para resolver ecuaciones diferenciales como la (44) que
ecuaciones integrales como las que propone la ley de Gauss. De hecho, los programas tales
como FEMM, QuickField (y otros), resuelven en forma numérica la (44) con mucha rapidez.
De todas formas, en nuestra materia nos restringiremos a las formas integrales, aplicadas a las
formas mas simples, de forma tal de mantener la complejidad matematica dentro de un rango

“razonable”.

1.7. El problema de la referencia. La maldicion de “El potencial”

Hasta aqui tenemos definida la diferencia de potencial entre dos puntos. Siempre surge la
pregunta: ¢Ddnde esta el cero? Respuesta: Donde nos plazca. Asi como el nivel de referencia
para la energia potencial gravitatoria es el que nos quede més comodo para un problema en
particular, lo mismo sucede en este caso. El tema no daria para mas si no se hubiera
popularizado, demasiado, la siguiente convencion que, si bien es coémoda, ha traido muchos
disgustos.

Volvamos a la situacion en que la fuente de campo sea una Unica carga Q e imaginemos

que la posicion inicial 1. de qo estuviera extraordinariamente alejada (en el infinito,r, — o).

Hagamos de ese lugar el de referencia y asignemosle un valor nulo: V(«0)=0. Ahora que
tenemos un lugar y valor de referencia (totalmente arbitrario por cierto), obtenemos una

funcion potencial definida en cualquier punto. Por ejemplo, la (40) se transforma en:

anMa)-vm)]:vm>-o=v<n>=nmm{%[ﬁ-ﬁj}%g

(45)
Q 1

v (Ff ): Are, 1,

Esta expresion no sélo es cémoda matematicamente sino que, como veremos mMas

adelante, nos facilita el célculo de la cantidad de energia almacenada en un sistema de cargas.

Igualmente NO hay que olvidar que la (45) representa una eleccion ARBITRARIA del lugar
de referencia y el valor correspondiente. Esta asignacion se hace tantas veces que degenera en
un vicio: el de hablar del potencial de un punto cualquiera. Vedmoslo con un ejemplo.

Supongamos que en la (45) la carga Q es de 1 nC y la distancia rs de 1m. El valor numérico
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que obtenemos es V(r )= 9 V. Es aqui cuando muchas personas se expresan descuidadamente
y dicen solamente: “El potencial del punto r; es aproximadamente 9 VV”. Si la oracion termina
aqui es, cuando menos, incompleta y conduce a razonamientos generalmente erroneos. La
oracion correcta, aunque muy larga, es: “El potencial del punto r; es aproximadamente 9
V, tomando como punto de referencia al infinito y asignandole a éste un valor nulo”.
Esta forma es intolerablemente larga, pero enfatiza la importancia de informar el punto de
referencia utilizado.

A esta altura tantas recomendaciones pueden parecer exageradas, pero ilustraremos con un
ejemplo los problemas de automatizar la eleccién del punto de referencia.
El objetivo es calcular la diferencia de potencial entre dos puntos si el objeto cargado es el
plano infinito de la figura 28. Supongamos que dicho plano coincide con el xy y que los

puntos de observacion corresponden a la region z>0 para hacer todo mas facil.

i O, .
El campo vale E(r):—0 k (el versor normal al plano apunta a lo largo del eje z). Los
&o

puntos son F =(x,y,,z)yF =(x;,y;,z,) y el camino de integracién (que lo elegimos a

nuestra conveniencia) lo hacemos primero a lo largo de una recta desde (x;,yi,zi) hasta (xi,Yi,z)
y luego otro tramo recto desde (x;,yi,zr) hasta (x,ys,zs). Para el primer recorrido el elemento de

camino vale di =dz k, por lo que obtenemos:

XirYirZ¢ XirYiiZ¢
VX, vz, )-V(x.,y.z)=— [E-di= [ Zok-dzk=-0(z, -1 46
boyz)va)=- JEdT- [ Zokedrk=—ga -2) (46)

Si pasamos ahora al segundo tramo, notamos que el camino es perpendicular a las lineas de
campo, por lo que la diferencia de potencial es cero. La conclusion es que la (46) es la
diferencia de potencial total entre los puntos inicial y final. El resultado era de esperar porque
las lineas de campo estan a lo largo del eje z y entonces sélo importan cambios de posicion
en esa direccion. Ahora vamos a lo dramatico: ;Que pasa si insistimos con el criterio de
eleccion para el punto de referencia? Muy pronto vemos que no podemos porque deberiamos
hacer tender z; a infinito y la expresion diverge.

¢Qué sucedid? La respuesta es simple; hemos exagerado tanto para conseguir un coémputo
simple del campo eléctrico que terminamos con un objeto (el plano cargado) que contiene una
cantidad total de carga infinita. No es de sorprender que el problema se torne divergente. El
mismo problema existe con el alambre infinito porque nuevamente la cantidad de carga
almacenada es infinita. En el mundo real los alambres y planos son de extension finita, por lo

tanto, al alejarnos mucho en el intento de llevar el punto de referencia al infinito, la ley de
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variacion del campo se aparta notoriamente de la obtenida bajo la suposicion que el sistema es
ilimitado y expresiones como la (46) deben ser recalculadas (lamentablemente la expresién
del campo se vuelve mucho mas dificil). En los casos “faciles” (plano o alambre infinitos) es
INUTIL, buscar un punto de referencia y un valor que arreglen el problema. Es una intencion
destinada al fracaso porque el problema es intrinsecamente divergente.
Sin embargo, los casos “faciles” son demasiado atractivos como para despreciarlos. Ademas
existen muchos objetos del mundo real que se aproxima a los idealizados. No habra hilos
infinitos, pero si cables muy largos y lo mismo sucede con placas planas. Para estas
situaciones podemos calcular la diferencia de potencial siempre y cuando los puntos inicial o
final no involucren al infinito.

Calculemos ahora un caso “facil”: la diferencia de potencial entre dos puntos debida a un

hilo homogéneamente cargado y de largo infinito.

Gt

27,

El campo ya lo conocemos y esta dado por la (32): E = r

=|r

Dada la forma funcional del campo vemos que solo es relevante la diferencia en las
coordenadas radiales de los puntos inicial y final, por lo que los podemos suponer ubicados
sobre una recta que pasa por el hilo y es normal a éste.

L r,
V(F J.E dl = _'[(27?80 jdrr) ijeo In(?](ﬂ)

Como se puede apreciar, nuevamente estamos en problemas si cualquiera de las
posiciones tiende a infinito (o r; a cero). Si embargo, tanto el caso del plano (46) como el hilo
(47), brindan respuestas “buenas” para posiciones acotadas. Ademas, veremos que en varias
circunstancias nos encontraremos con objetos cargados que siguen razonablemente estas

ultimas expresiones

En sintesis: debemos hablar de diferencias de potencial y tratar de evitar a toda costa decir

“el potencial” sin especificar la referencia porque puede traer confusiones graves.

1.8. Diferencia de potencial con varias cargas

Hasta ahora, los ejemplos se han limitado a una Unica carga puntual y distribuciones planas
o cilindricas infinitas. Pasemos al andlisis con varias cargas (figura 36). Queremos calcular la
diferencia de potencial entre los puntos inicial y final; no dibujamos el camino porque ya

sabemos que no es relevante.
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La primer idea es la de computar el campo eléctrico para un punto genérico del espacio, para
luego pensar un camino “ingenioso” que permita resolver la (39) con el menor sufrimiento

posible.

Figura 36. Diferencia de potencial en un sistema de varias cargas

La idea es impecable porque apunta a la aplicacion directa de la definicion.
Lamentablemente no siempre es la mejor porque involucra dos pasos: 1) determinar el
campo eléctrico (con sus tres componentes), 2) integrar desde el punto de partida al de
Ilegada. Mucho esfuerzo.

Mejor es volver al principio de superposicion y considerar que sélo existe g;. En tal
situacion la diferencia de potencial vale (a partir de la (40)):

VE)-v@E), =2 Ll . } “9)

g, fr-t

-

f

[l 1}

En esta expresion aparece explicitamente la posicion de gi (F;) porque ella no se encuentra

en el origen de coordenadas.Repitiendo para gz y g3 tenemos:

(49)

:47750 i _rs‘_|ﬁ_rs|

Ahora s6lo queda sumar los tres aportes debidos a qi, g2 Y 3.
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VE)-v)] -G [‘ 1 {J+

102,03 472'80 Ff — Fl‘ ||_"; - I’l

g, 1 1 +q3 1 1
dzey |7 5 [-E| 4me|fr -] [§-F

Sin dudas es mucho menos trabajo que el método basado en la integracion.

(50)

Si queremos volver a definir al infinito como el punto inicial de referencia obtenemos una

expresion simplificada:

qal 1{ T %WIW@rm (51)

- =1 . o T
R N R A AR AR

Obviamente, si bien presentamos tres cargas, el método se puede extender facilmente a un
conjunto discreto de cargas.

Un poquito mas de trabajo requiere el caso de tener una distribucion continua de cargas;
perola claveestd en generalizarla ecuacién (50). Volvemos sobre la distribucion
unidimensional de carga, aunque después lo generalizaremos (ver figura 37)

y

Alambre cargado

dg=Adl

=

1
#10

0 "

Figura 37. Diferencia de potencial entre dos puntos debido a un alambre cargado

Como siempre, la carga de prueba qo es desplazada desde el punto inicial al final
(mantenemos la nomenclatura previa). La idea tomada “prestada” de la (50) es que dividimos
el sistema en un gran numero de partes (luego tomamos el limite hacia infinito). Si centramos
nuestra atencion en el tramo rojo con carga dq, podemos calcular el diferencial de diferencia

de potencial (suena a trabalenguas) como:
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dv(F, )-V ()= dq{ : < } (52)

A
Notese que la posicion F de la i-ésima carga ha sido reemplazada por la posicion genérica '
del elemento rojo.
Ahora solo resta aplicar el principio de superposicion integrando sobre todas las
contribuciones para obtener:

V(R )-V(E)= | dq[ = E }j MI[ 1 1 ] (53)

Cable 47[‘90 ‘Ff 4 3 |ﬁ r Fl| Cable 472—80 ‘Ff - I_ﬂ‘ - |ﬁ - F’|

La extension a sistemas 2-D y 3-D es directa (¢ se animan a escribirlas?)
La expresion (53) se simplifica si hacemos del infinito el punto de referencia:

V()= | ﬂ[#]— [ 22 [#} (V(er)-0) 54

= 44 = =1
Cable 47[80 ‘rf — [ ‘ Cable 4'72.80 ‘rf -r ‘

La expresion anterior, y sus equivalentes bi o tridimensionales, son aplicables en la medida
en que el objeto cargado no sea de dimensiones infinitas porque caeriamos en el problema ya
comentado.

llustremos con un ejemplo. Una distribucion uniforme de cargas con forma de anillo de
radio a se encuentra en el plano xy con su centro en el origen de coordenadas. Se desea
conocer la diferencia de potencial entre los puntos inicial (0,0,2a) y final (0,0,-a) (figura 38).

o~z

B
[ 1|

Figura 38.Diferencia de potencial entre dos puntos generada por un anillo cargado
Comencemos asignando variables: ¥, =(0,0,2a); F, =(0,0,-a)

La posicion del elemento cargado genérico es: I = acos(¢')i +asin(¢') j+0K. El elemento

de camino dl lo obtenemos por derivacion de la curva paramétrica anterior:
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dl' =(-asin(¢')d¢',acos(¢') d¢',0); dl =\/a %sin’ (¢')+a” cos® (¢') d' =adg’
Ahora podemos armar los distintos términos de la (53)

:|(0,0,2a)—(acos((p'),asin((p’),0)|:|(—acos((p’),—asin( ’),2a)|:\/§a

|Ff—r'|:|(0,0,—a)—(acos(go’),asin(go’),0)|:|(—acos(go) —~asin(¢'),- )| J2a

J-/lodl 1 1 | _Fhadg[ 1 1 }:%[L_L}
anitlo 4776 | [y =T |ﬁ_F’| o 4re, '_\/ga %) 2¢, J5 42

Como se puede apreciar la complejidad del desarrollo se redujo bastante comparado con

“l

la que nos habriamos enfrentado en el caso de computar primero el campo y luego integrarlo a
lo largo de algin camino.

No todos los casos se ven beneficiados por esta aproximacion. Cuando la forma funcional
del campo es facilmente calculable (como en los ejemplos desarrollados a partir de la ley de
Gauss) la aplicacion directa de la (39) es més simple.

Consideremos, por ejemplo, el caso ya tratado de una esfera de radio a uniformemente
cargada en volumen con densidad o, (ecuaciones 29 y 31). Tenemos tres alternativas posibles:
1) los puntos inicial y final se encuentran fuera de la esfera, 2) uno se encuentra fuera y otro
dentro, 3) ambos se encuentran dentro. Tratar todos los casos es largo y sélo queremos
puntualizar ventajas de un método u otro. Tomemos, arbitrariamente, la segunda opcién con
ri=ay ri<a.

Dado el caracter radial de las lineas de campo, sélo es relevante la diferencia en dicha
coordenada entre los puntos inicial y final. Por lo tanto, aungue no se encuentren en una recta
que pase por el centro de la esfera, los podemos imaginar en tal situacion. La diferencia de

potencial por integracion directa brinda:

vl ) fE o { A% A

_%{a{%_%@;_ag}

Es importante notar que la integracion tiene dos sumandos, correspondientes a las dos

00
o
m
g,,'._._,l
ﬁ)

regiones diferentes.Si optamos por una ecuacion anéloga a la (53) resulta:
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Esfera 47[80 ‘rf -r ) ‘n - r"

Vi)V~ | podV[ 11 }

Aca nos enfrentamos con un problema operativo: Por la forma del objeto cargado parece
natural utilizar un sistema de coordenadas esférico. Lamentablemente, en este sistema, las
diferencias de vectores son expresiones complicadas. A pesar de lo horrible que parece
conviene pasar a un sistema cartesiano, pero claramente los limites de integracion resultan
terriblemente complejos. Conclusion: a pesar de ser un problema simple, es preferible recurrir
a la integracion del campo antes que recurrir al computo a través de la (53).

El resumen de estos ejemplos nos ilustra que hay que evitar el modo automatico y
meditar antes de actuar. En algunos casos es preferible calcular la diferencia de
potencial a través de la (39) y en otros por la (53). (Cémo lo sabemos? Practicando un

poco hasta adquirir la habilidad para reconocer el mejor camino.

1.9. Equipotenciales

Volvamos por ahora a la situacion en que la eleccion de la referencia estdndar no acarrea

dramas. En tal situacion todo punto r del espacio tiene asignado un potencial V(r). Las

regiones de V(r)= cte definen las Ilamadas curvas o superficies equipotenciales las que, en

virtud de la (43), resultan ser perpendiculares a las lineas de campo como muestra la figura 39
para el caso de una carga positiva.

Dada la conexion entre campo eléctrico y potencial ya mencionada (43) no es usual dibujar
ambos porque el dibujo se vuelve confuso (particularmente en blanco y negro). Las curvas
equipotenciales son de interés porque al desplazarnos sobre ellas no se realiza trabajo. En
breve veremos que desplazar cargas dentro de un metal no requiere de trabajo alguno, por lo
gue son objetos equipotenciales. Por ultimo, y contando algo antes de tiempo, vale la pena
mencionar que las pilas comunes son dispositivos que transportan carga entre los bornes de
entrada y salida con la peculiaridad que la cantidad de trabajo que realiza por unidad de carga
(diferencia de potencial) es un valor constante; por ejemplo 1.5 V. Ya volveremos sobre las

pilas.
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v
S

s NN

= /
AN
Figura 39. Lineas de campo (azul) y equipotenciales (rojo) de una carga positiva.

Un segundo ejemplo serd de ayuda. Dos cargas de igual valor Q y distinto signo (se
denomina dipolo a esta configuracion) se encuentran ubicadas sobre el eje x en las posiciones
+d/2 y —d/2. La herramienta directa es la (51) con:

R=(+d/2,0);;,=(-d/2,0)

v(r):Q{l 1}

4z, | [F-7| -7

Claramente aqui resulta V(0)=0 porque dicho punto se encuentra a igual distancia de ambas
cargas. Lo mismo ocurre con los puntos sobre el eje y. Con un poco de algebra (o
computadora) se pueden
encontrar  otras  curvas
equipotenciales como las
que muestra la figura 40.

Figura 40. Lineas equipotenciales para un dipolo
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2.1 Introduccidn

Hasta ahora estudiamos los campos eléctricos creados por distribuciones de carga en “la nada”. No habia m
tenemos un tipo de material (que Ilamaremos material conductor) sometido a campos
eléctricos creados por cargas o distribuciones de ellas, o cuando las cargas “se introducen”
(por algin mecanismo) en cuerpos conductores.
Partimos del siguiente resultado experimental: nunca se pudo medir en una situacion

electrostatica un campo eléctrico dentro de un conductor. Es decir, si por ejemplo se coloca

un cuerpo conductor (llamado “el conductor”) en un campo eléctrico uniformeE,,, los

ext !
electrones del metal se mueven de forma tal que el campo se deforma y, ademas,resulta nulo

dentro del conductor (Figura 1)

vVVVV

++++H++ A+
IFr 1 1r1r1rr1r111rn1ri1iti1
++++++++++++++
P11 1111 rrrririuni
+++++t+FF++++++

VVVVY

a) b) C)
Fig. 1-a) muestra donde es colocado el conductor y dibujo de lineas de campo como si el

objeto no tuviera caracteristicas eléctricas, b) como se redistribuyen las cargas en el

mismo, c) dibujo de las lineas de campo deformadas

Veamos que el modelo de electron libre resulta adecuado para describir este
comportamiento. Si en las moléculas de un conductor existen uno o mas electrones libres de
moverse, el campo eléctrico externo hard que éstos se desplacen y reacomoden en una
configuracién tal que el campo dentro del conductor resulte nulo. Si “quedara” algin campo
eléctrico interno, éste haria que los electrones se movieran hasta que se llegara al equilibrio.

Como consecuencia, podemos decir que los conductores no tienen campo estatico
interno. Al movimiento de cargas en respuesta a campos eléctricos aplicados se lo Ilama
Induccion Eléctrica (mas adelante veremos otro tipo de Induccion llamada
Electromagnética). En la Fig. 1 vemos que algunos electrones se mueven hacia la izquierda,

dejando una deficiencia de ellos a la derecha. Asi, con este modelo de electron libre podemos
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pensar que esta disposicion de cargas positivas y negativas crea dentro del conductor un

campo E,, talque E. =E, +E,, =0.

int

2.2 La Ley de Gauss y la irrotacionalidad del campo electrostatico

Pero... ¢valdra le Ley de Gauss en medios conductores? ¢Existe alguna distribucion de
las cargas dentro del conductor compatible con la Ley de Gauss?

Veamos: para cualquier superficie cerrada dentro del conductor
®={p Eds=0 (1)

pues el campo es nulo en el interior. En consecuencia, si consideramos que los electrones
viajaron hacia la izquierda dejando con exceso de carga positiva a las moléculas de la derecha
y todas estan ubicadas en la superficie externa del conductor, tendremos que la carga
encerrada en cualquier superficie interna es nula. Por lo tanto, al considerar que las cargas se
distribuyen en la superficie, la Ley de Gauss serd valida también en medios materiales
conductores. (Traten de pensar si existe alguna otra distribucion de cargas que pudiera
cumplir con la condicion experimental de campo nulo dentro de un conductor en condiciones
electrostaticas y con la Ley de Gauss al mismo tiempo).

Tomaremos al resultado experimental de no poder medir (y por lo tanto, encontrar)
campos eléctricos en conductores en situaciones electrostaticas como una ley experimental.
Esta experiencia transformada en ley y el consecuente modelo de electron libre, nos dard una

descripcion del comportamiento de cargas en conductores cuando hay cargas dentro o fuera

de ellos.

Entonces, sabemos que: »

1) E. =0 en condiciones electrostéticas + +

2) Los electrones tienen libertad de moverse +
dentro de un conductor. n +

3) Estas dos condiciones son compatibles con Fig.2. Distribucion de
la Ley de Gauss postulando que las cargas se cargas en un conductor

distribuyen en la superficie externa del conductor (Fig.2).

Veamos qué ocurre cuando se agrega una carga Q (por un mecanismo cualquiera) a un
conductor originalmente neutro. Independientemente de la forma del conductor, para que se
cumplan 1), 2)y 3) el exceso de carga al llegar al equilibrio debe estar distribuida sobre la

superficie externa. Y esto sera independiente también de que la carga sea positiva o negativa.
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Tema especial 1
Todo lo que dijimos hasta ahora lo aplicamos a conductores macizos. ¢Qué ocurre Si

hacemos las mismas experiencias pero con conductores

con una “burbuja” de vacio? Supongamos primero que e +
R 4 \
tenemos un conductor con una burbuja y se le agrega (’ ‘;
) ) \ / Sl +
una carga Q (no habiendo cargas dentro de la burbuja) + \\__,+,/

(Figura 3). ;Como se distribuye Q? Fig.3.Conductor con una

Si aplicamos la Ley de Gauss a cualquier burbuja en su interior
superficie cerrada S; que incluya a toda la burbuja .
(Fig.4), el flujo @ a través de S; sera nulo porque el - *
campo eléctrico es nulo (S; esta dentro del conductor). (’ [ ‘) 7?7777
. " \ S f
En consecuencia, la carga neta encerrada en S;sera + N -

nula. En este caso, la Ley de Gauss nos “asegura” que Fig.4.;Como se redistribuye la

la carga neta es nula pero no nos asegura que no haya carga en el interior?

una distribucion de cargas sobre la superficie de la <

burbuja (aunque la carga neta sea nula). Por ejemplo, + foo=ns *

gue haya un exceso de cargas positivas en un lado y I;\' 37737
negativas en otro de forma tal que el campo no sea + \\}__,/’1

nulo en la burbuja. Fig.5.;.Cual debo considerar

. . _ como distribucion acertada?
Si tomamos una superficie que limite un

volumen que en parte incluye al conductor y en parte a la burbuja (Fig.5)

cp:ﬁsﬁc.dgzﬁsﬁ.dﬁﬁwﬁc.dgzozQe"CS + Ay

/+ -
&g / \

1
: - S+
Es decir, aunque tomemos muchas superficies + !

diferentes, no sabemos cuanto vale la carga encerrada . . -
Fig.6. Circulacién general, con un

en ninguno de los casos y tampoco el campo. Veamos tramo en el conductor y otro en la
, . . . burbuja

por qué NO es posible que el campo sea distinto de

cero dentro de la burbuja en este caso. Debemos pensar en “la otra Ley”, la que refleja que los

campos electrostaticos son conservativos:

rot(E) =0 en forma diferencial o ¢ E.dl =0 en forma integral

curva

2-4



§ Eé?hjcligﬁl%nm FISICA 11 (2008; v.1C2020) Electricidad y Magnetismo

Universidad de Buenos Aires

Tomemos una curva cerradaC lo mas genérica posible: un tramo estara en el conductor

Ceondy Otro en la burbujaCyp,p, (Figura 6). La circulacion del campo eléctrico esta dada por

qSC Edl =q'>cm E.di +95cm Edl ()
El primer término del segundo miembro es siempre nulo porque el campo en el
conductor es nulo. Pero, como consecuencia, el segundo término también lo debe ser para
todo camino Lg dentro de la burbuja. La unica posibilidad, entonces es que
E... =0 (4)

Buwrlb
¢ Qué pasaba si colocabamos un conductor hueco descargado en un campo eléctrico
externo?. Haciendo los mismos razonamientos que en el caso del conductor hueco cargado,
Ilegamos a que el campo electrostatico dentro de la burbuja es nulo.
Hemos llegado a un resultado muy interesante: los conductores pueden “aislar”
regiones del espacio; podemos tener regiones del espacio libres de campos electrostaticos!! A
esto se lo Ilama blindaje electrostatico: si una cavidad esta totalmente encerrada dentro de un

conductor, ninguna distribucién estatica de cargas en

el exterior puede producir campos eléctricos en el +
+ /”— §\\
interior’. it %
D
Nos faltan plantear muchas otras situaciones de PN ;S t
- \\—"’-F
cargas en presencia de conductores. Veamos otra de
ellas: el mismo conductor descargado con una burbuja Fig.7.Burbuja en un conductor

) ) con una carga en su interior
pero se coloca una carga Q en la burbuja (Figura 7).

Si aplicamos la Ley de Gauss tomando una superficie dentro del conductor que incluya a toda
la burbuja, el flujo a traves de ella debe ser cero porque el campo eléctrico es nulo en la
superficie

(por estar dentro del conductor) y, como consecuencia, la carga neta encerrada también debe

Ser cero

Lo ©

S}
Il

i dmmnd
m
o
W,
Il
o
Il

! Cuando consideramos situaciones no electrostaticas, podemos hablar también de blindaje. Por
ejemplo, si colocamos una radio dentro de una Jaula de Faraday, no la podremos escuchar porque no pueden

penetrar las ondas de radio dentro de la Jaula.
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entonces, que sobre la superficie interna de la burbuja se indujo una carga — Q (distribuida de
alguna manera) de forma tal que se cumpla la ley experimental de no encontrar campos

eléctricos en condiciones electrostaticas y tambiéen se cumpla la Ley de Gauss. ¢Cuéanto vale
el campo eléctrico dentro de la burbuja EB? ¢Podemos saber si es 0 no nulo? Aplicando la

Ley de Gauss a una superficie que encierre parte de la burbuja, tendremos

&= fJE, 05 = {fE, -dS + fJE, - 05 =0+ ffE, -d§ = Jewrs ©)
S S, S, S

&y

Pero en este caso, no sabemos cuanto vale la carga neta pero si que no es nula (para
que sea nula la superficie debe encerrar toda la burbuja, es decir, estar toda en el conductor.

Es decir, ® =0 si la superficie no encierra a toda la burbuja y su valor dependera de cuél sea
la superficie. Esto lleva a que EB #0.

Apliquemos otra vez la Ley que refleja que el campo electrostatico es conservativo.

Tendremos que

|+§é3.dr @)

Nuevamente el primer término del segundo miembro es nulo y por lo tanto el segundo

también. ¢Es compatible E, =0 con IEB -dl =07 Es decir, ¢puede ser que la “circulacién”

Ig
del campo electrostatico a través de un camino cualquiera que va desde un punto de la
superficie de la burbuja a otro punto cualquiera de la superficie de la burbuja sea nula?. La
respuesta es jjSI!!.Podriamos demostrarlo matematicamente, pero preferimos hacerlo a través
de la fisica del problema. Para ello, deduciremos primero algunas otras propiedades de los
conductores cargados 0 inmersos en campos electrostaticos.

Fin tema especial 1

2.3 Campo electroestéatico en las cercanias de un conductor

De la descripcion realizada podemos sacar una conclusién muy importante que se
refiere a como son los campos electrostaticos inmediatamente fuera de un conductor.  Si
sobre la superficie del conductor hubiera una componente tangente a la superficie, las cargas
(que estan ubicadas en la superficie, como hemos visto) “reaccionarian” ante el campo (es
decir sufririan una fuerza y se moverian). En ese caso estamos contradiciendo nuestra

hipétesis inicial de equilibrio. En consecuencia, la Unica posibilidad es que el campo
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electrostatico tenga solamente direccion
perpendicular a la superficie (es decir, paralelo
al diferencial de superficie). Pero, ¢cuanto vale
el campo eléctrico en la superficie de un
conductor? ¢Puede tomar cualquier valor? ;De
qué depende?

Hallemos el flujo a través de una
superficie (recordar que debe ser cerrada)

como la indicada en la Figura 8

- Q
=@E-dS =pE-dS =¢pEdS =—" =
® iEj; g g &g

Sy

FISICA Il (2008; v.1C2020) Electricidad y Magnetismo

Fig.8. Esquema de la ley deGauss en las

cercanias de la superficie de un conductor

I o dS
8)

€o

Como esto es valido en toda la superficie del conductor, valdra, en general

(o} . =
E.., = —Modulo del campo en la superficie externa de un conductor

su|
p £

Veamos unos ejemplos:

1) Esfera conductora de radio R cargada con Q (necesariamente debe tener carga

distribuida uniformemente por razones de simetria). o = T

por esta distribucion es E(r) = Q

4rg,R?

= (@2
Vemos que en la frontera (r=a) se cumple que ‘E‘ =—
&

Q .
> El campo producido
r<R
r r>R ©)
(10)

0

2) Plano conductor (cargado uniformemente por los mismos motivos que en el caso

de la esfera). En el caso de una distribucion superficial de carga uniforme o

sabemos que el campo eléctrico es uniforme en cada semi-espacio, teniendo un

maodulo dado por

= O
-2

1)

siendo su direccion perpendicular al plano y su

sentido dependiente de que la densidad sea

TZ

‘ Oplano

Fig.9.Plano cargado uniformemente 2.7
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positiva 0 negativa y del semi-plano en estudio. Es decir

= Gplano 4
E= 2—sgn(z) Z2(12)

&y

Pensemos ahora un conductor plano infinito. Debe tener un espesor porque es de
material. Y supongamos que lo cargamos con una carga Q (que debe ser infinita porque la
superficie es infinita). ;Donde se distribuyen las cargas? Como el campo dentro del conductor
es nulo las cargas se distribuirdn mitad en la superficie superior y mitad en la inferior.
Supongamos que de ahi resulta que la densidad superficial es o en ambas caras. Aplicando la
Ley de Gauss obtenemos que el campo vale

T , 0 en el conductor

E= (13)

O A~
—.sgn(z) 2 fueradel conductor

o ‘ &

@ Es decir, vale el doble que lo que vale en el

caso de una distribucion plana con la misma

Fig.10. Placa conductora cargada densidad superficial. Se puede pensar como que en

(‘en superficie porque es conductora) ) Q ]
el primer caso o = “P@® A mientras que en el

plano

caso del conductor o _ Qeonductor A Para que los campos tengan la misma magnitud,

conductor

Qplano

debe ser 5 = Qoncuctor - BUENO, sumando la carga superior e inferior del conductor plano,
nos da ese resultado. Es decir, si tenemos una carga Q distribuida en forma plana, el campo

generado sera %Ag . Si esa misma carga se usa para cargar al conductor plano, la carga
0

sobre cada superficie serd Q/2. Y el campo generado seré%Ag . También se puede pensar
0

que para una dada densidad superficial, el nimero de lineas en el caso del plano conductor

debe ser el doble porque no hay lineas hacia adentro del conductor.

2.4 Superficies equipotenciales

Sabemos que el campo es nulo dentro de un conductor, independientemente de que

haya campos electrostaticos externos o que el conductor esté cargado. Sabemos también que
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el campo electrostatico es perpendicular a la

superficie de un conductor. Como E =-VV , las
lineas equipotenciales deben ser siempre

perpendiculares al campo eléctrico. Se sigue,

entonces que la superficie de un conductor es una

equipotencial. Veamos ahora que TODO el conductor esta al mismo potencial. Supongamos
que hay superficies a diferentes potenciales. Entonces —grad(V)=0=>E =0 (punto a

punto)=ABSURDO!!!

Tema especial 2: Como un ejemplo de la informacion que nos da el saber que un conductor
es una superficie equipotencial y que el campo en la superficie es perpendicular a la misma,
tomemos un conductor plano infinito como el de la figura y acerquémosle una carga puntual
g. Sabemos que el plano es una equipotencial y que las lineas de campo son perpendiculares
en su superficie. Por otro lado sabemos que las lineas de

campo eléctrico nacen en cargas positivas (y mueren en

° negativas). ¢A qué se parece esto? Fijense que son las

>0 condiciones de un dipolo. Esto es un método que no
veremos en Fisica Il y que se llama método de imagenes
(por su parecido con un espejo). Se calcula el campo como
Fig.11. Plano conductor Si fuera un dipolo y luego se dice que es valido solamente a

infinito y carga g la izquierda de nuestro esquema.

Equipotencial

Fin tema especial 2
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2.5 Los conductores y el principio de superposicion

Estamos habituados a usar el Principio de Superposicion con fuerzas sobre cuerpos o
cargas que no afectan a las caracteristicas o propiedades del cuerpo. Pero jjij CUIDADO!!!!
No siempre es asi. Hasta ahora (Electrostatica en vacio) consideramos que la presencia de una
nueva distribucién de cargas no afectaba a la otra distribucion en el sentido de reordenar la
configuracién original (ni que la distribucion original afectaba a la nueva). Con el modelo de
conductores (y el del electron libre) el Principio de Superposicion se vuelve complicado y, en
general, no es posible usarlo sin ser muy cuidadoso. Sigue siendo valido pero el problema
gue se presenta es que cambian las distribuciones de carga y, como consecuencia, el campo
generado por cada distribucién resulta diferente que el campo generado por cada distribucion
cuando no interactuaban. ¢Por qué? Porque en condiciones estaticas, el campo dentro de un
conductor debe ser nulo y eso requiere de una redistribucion de cargas (podriamos decir que

“siempre” aunque podemos encontrar alguna excepcion).

Veamos un ejemplo sencillo. Supongamos que tenemos una chapa metalica (que tiene
espesor, por supuesto) de gran area aislada eléctricamente de
cualquier distribucion de cargas. ¢Qué significa “gran area”? Por
ahora, no significa nada. Encontraremos su sentido en un
minuto... Si esta chapa de dimensiones e, L; y L, es cargada con {'\
una carga Q; la carga se distribuira de forma tal que en el
equilibrio (después de pasado un tiempo llamado “transitorio™) el
campo eléctrico sea nulo en su interior. ;Como se distribuyen las L,
cargas? Sobre su superficie. Pero, ¢como? No es facil

determinarlo excepto que hagamos un modelo sencillo en el que 1
2

despreciemos lo que pasa cerca de los bordes. Es decir, considerar
que la distribucion de cargas es uniforme sobre las areas laterales LixL, y nula en las areas

laterales exL; y exL,. Asi podemos considerar que en cada area lateral LixL, se distribuye

uniformemente Q./2, i.e., tendremos o, =0, = %( . De esta manera, el campo dentro

LL2)

del conductor resulta nulo, ya que tenemos 2 distribuciones de carga superficiales paralelas e
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iguales (las flechas con linea solida indica el campo creado por o, Yy las de trazos por o, .

Sumando los campos vectorialmente, obtenemos la figura de la derecha.

A V™ V"
& & o &
of 1%l % ) -
26§70 /25 26 (Lx,) [0 26, (LXL,)
“---- ¢ 4--- ) >
. ® ' 4 ’ '
<“--- 14— -———»
< [ ] > p »
“---te---1 o>
«— [ —> —> - )
<---- P €---—- g __ H
0, :: 0, : 0,
2¢, 2¢g, 2¢,

Si tuviéramos otra chapa aislada y de las mismas dimensiones pero cargada con una
carga Qs tendriamos una situacién equivalente. Es decir, Qs/2 de una “lado” y Qs/2 del otro.
Veamos qué pasa si las acercamos. Supongamos (erréneamente) que las distribuciones de
carga siguen siendo las mismas, es decir, sumamos los campos en las distintas regiones y
obtenemos un ABSURDO: el campo eléctrico no resulta nulo dentro de los conductores

(independientemente de su espesor). Lo que no puede suceder es, entonces:
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conservacion de la carga, en cada conductor la carga total
no puede variar (nunca se pusieron en contacto) o sea que
sera la original. Entonces debemos suponer que cada
superficie estad cargada (no puede haber cargas libres en

los conductores) con cargas Q,*,Q,*, y se debe
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¢Como deberian distribuirse las cargas? Por g « o *

cumplir:

FISICA Il (2008; v.1C2020) Electricidad y Magnetismo

1. Q1 :Q1*+Q2 N

2.

3. E=0

en los conductores, i.e., debemos ver cudl es la contribucion de las cargas sobre las cuatro

superficies dentro de los conductores. En el conductor de la izquierda,

- Q7

Q* Q* Q*

- Q7

2%(gxg)_2%(gxg)_2%(gxg)_2%(gxg)_0

Y en el de la derecha

Q* Q. Q*

Es decir,

2 (L) 2o (LX) | 26 (LX) 26 (LX)

Ql*_Qz*_Qg*_Q4*=0 y Q1*+Q2*+Q3*_Q4*=O

Resolviendo las cuatro ecuaciones con cuatro incognitas, resultan

Q1*2Q4*= Q1"2'Q3 Q2*=Q1;Q3 Q3*=—Q1_Q3

2

Ahora no esta de mas corroborar que el campo es nulo dentro de los conductores.

¢Cuanto vale el campo en todo el espacio? ¢Existe alguna combinacion de cargas que haga

nulo el campo entre los conductores? ¢ Existe alguna combinacion de cargas que haga nulo el

campo en alguna otra zona del espacio?

VVeamos otro ejemplo

Se tiene una l4mina cuadrada no conductora plana de &rea A;=20m? con densidad uniforme

de carga o=-2uC/m?. Préxima y paralela a ella, y a una distancia d=0.3m se halla una

placa metalica maciza cuadrada de area A,=10m? y espesor e=1 mm con una carga Q=10.C

conocidos. Determine las densidades oi(la mas cercana a la lamina) y o> en cada cara de la
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placa y haga un gréafico que indique la diferencia de potencial entre un puntodn la zona
donde considere valida la aproximacion de simetria “infinita” y un punto sobre la cara de la

placa con densidad o. ¢ Cual es la zona? Justifique dicha aproximacion.

Lo primero que debemos hacer es un esquema para poder elegir un sistema de coordenadas
adecuado para resolver el problema propuesto. No somos

buenos dibujantes pero seria algo asi. Pero, ¢;cémo los

ubicamos? Resolver este problema con consideraciones de

efectos de borde es muy complicado. No es dificil calcular el

campo eléctrico que genera la distribucion plana finita (DPF) /
por separado (por integracion). Y la distribucion no cambiara \‘ I‘
aunque acerquemos otras distribuciones (porque la DPF no %

estd sobre un conductor... son cargas “pegadas”

uniformemente formando un cuadrado o puestas sobre un material que no permite el
movimiento de cargas, i.e. un aislante o dieléctrico). Al acercarla a la placa P conductora
(aunque esté descargada), P sufrird el efecto del campo eléctrico que genera la DPF y sus
cargas (libres de moverse dentro de la P) se comenzaran a ubicar de forma tal que en el estado
de equilibrio (i.e. electrostatico) el campo dentro de P sea nulo. Seguramente la distribucion
de cargas debe ser complicada. Sabemos que las cargas estaran sobre TODAS las superficies
porque ya lo demostramos pero, vaya a saber como! Con las herramientas usadas en esta
asignatura no sera posible calcular la distribucidn exacta de cargas sobre la superficie de P.

Entonces, releemos el enunciado. La placa

cuadrada tiene lados L =.,/A, 3 m y un

espesor e=1 mm. Es decir, aunque esté

cargada (por cualquier motivo) podriamos g

considerar despreciable la carga sobre las

cuatro superficies L.e . Si las ubicaciones

relativas fueran las de la figura anterior, no
podriamos asegurar que la distribucion de
carga inducida sobre la P sea uniforme. Para que pueda ser considerado asi, debemos
asegurarnos que el campo eléctrico generado por la DPF en el espacio que ocupara la placa P

sea uniforme y que los bordes de la P no intervengan. ;Coémo lo logramos? Si ponemos a P y
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DPF paralelas a las distribuciones y “en el medio”, vamos logrando cierta simetria.Y todo
gracias a que el espaciamiento entre ellas es de 30 cm (por lo que hemos visto en el Capitulo
1, el campo generado por P podria ser considerado uniforme en el lugar donde se colocara P).
Bajo estas condiciones, podemos decir que la distribucion de cargas sobre las superficies
“grandes” de P es uniforme. Eso no significa que podamos calcular el campo eléctrico ni la
diferencia de potencial en “todo el espacio”. ;Por qué lo decimos? Porque lo que calculemos
(una vez que tengamos o1yo») sera valido dentro de las suposiciones que hicimos. Es decir,
“cerca” de las distribuciones en el sentido del eje dibujado y “lejos” de sus bordes. ;Que es
“cerca” y “lejos”? En conjunto significa que lo que obtengamos sera valido solo dentro de
cierto valor de error que consideremos aceptable y que solo podriamos estimar si
calcularamos el campo generado por las distribuciones sin despreciar efectos de borde. Y
entonces.... j¢j¢Para qué sirve todo?!?! Sirve para estimar érdenes de magnitud de densidades
superficiales de carga, campos y diferencias de potencial: una aproximacion a primer orden
sin hacer calculos complicados. Podriamos pensar dénde seria aceptable nuestra
aproximacion.

Entonces, podriamos intentar hacer el dibujo 3D, donde la zona “estrellada” indicaria los
puntos del espacio donde nuestra aproximacion no es tan mala (recordar que es un
esquema...no esta hecho a escalal!). Observen que habiendo hecho tantas suposiciones,
podemos afirmar que las formas de la DPF y de P no importan. Podrian haber sido un circulo
y un cilindro de base eliptica, respectivamente, porque despreciamos los efectos del borde: las
consideraremos distribuciones infinitas.

Pero esto tiene simetria de revolucién alrededor del eje x por lo que podemos hacer un dibujo

2D, lo que resulta mucho maés

amigable (por lo menos para
’ R nosotros). TENER en cuenta
f . que la escala en la direccion x
no es la misma que en la
x direcciony (y z, no dibujada).
z
T y
Sabemos, por lo que ya demostramos que c
las cargas en la placa conductora se o ”

d d+e X
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ubicaran en su superficie. Como el problema enuncia que la DPF es negativa y la P esta
cargada positivamente, no es obvio como se distribuiran las cargas sobre P. Si P estuviera
descargada, seria de esperar que sus cargas negativas madviles se movieran hacia la derecha,
quedando la superficie ubicada en x=d cargada positivamente y la superficie ubicada en
x=d+econ un plus de cargas negativasporque la placa P esta aislada eléctricamente de
cualquier objeto que le pueda transferir carga y la carga total final debe ser igual a la inicial.
Es decir, la carga total debe ser cero.

Hemos convertido a este problema en uno aproximado, pero mas simple. Sabemos que, una
vez alcanzado el equilibrio, se llega a la condicion estéatica en la queel campo eléctrico
dentro del conductor debe ser nulo. La otra condicion es que la carga debe conservarseen
la placa porque esta aislada eléctricamente. Ademas, vale el Principio de Superposicion (jya
todo esta “quieto”, estamos en equilibrio!). Es decir, podemos calcular todo lo pedido

pensando que tenemos 3 superficies cargadas

T y con distribuciones uniformes de carga como
A - se indica en el esquema. Pasemos estas ideas
. (o7} C %2 D
A : : a ecuaciones:
B d d+e / 1) E=0sid<x<d+e
2) o,+0,= Q

Ademas, como los resultados son independientes de la coordenada y, lo que
obtengamos para A valdra para A".
Para imponer que se cumpla 1), debemos calcular los campos generados por cada
distribucion, sumarlos y aplicar la condicion de campo nulo en el punto C. Sabemos que estan

tentados en considerar de entrada que oy &, son negativos y o, positivo (como seria en el

caso en que P estuviera descargada). Sin embargo, para poder generalizar este problema a
cualquier signo de o y a que la carga total inicial en el conductor sea Q, es conveniente

plantear a todas las densidades como

__ L E positivas, resolver el problema, reemplazarlos

Ty ———>E,=E valores que son datos del problema y

’ o .C 2T —  ~ E,=E, comprobar que se obtiene cualitativamente lo

<~ | —> | T T previsto. Ya hemos visto que el campo
B d d+e « eléctrico generado por wuna distribucion
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uniforme plana infinita de carga o ubicada en el origen de coordenadas O vale

_ Xl A A A .
E(x)=2iux. Entonces, si para d <x<d +e, es decir, para todo punto del tipo C, el
g X

campo eléctrico es nulo.

. _ . . o |X—(—d)| o |X—0| o |X—(d +E)|
E - E E E = L :
(%) =B, () + By (%) + B2 () 2e, x—(-d) +2€0 x—0 +28o x—(d+e

N—"

_g |X+d|+O-1M 0, |X_d_e|_ g ,6 5
_2% Xx+d 2¢, X 2¢, X—d—e._ZQJ 2, 2&,

Es decir, o + 0, —o, =0 por condicion de campo nulo dentro del conductor y o, + o, _Q

por conservacion de la carga. Tenemos dos ecuaciones con dos incognitas:

-6
20, v0= Lm0 = [ Q5| Lf1010°C 50 C ) 3,05 C 840
A, 2\ 10m m 2 m- 2m

o, -2 o =1.1o-6£2—§10-6£2 — —110-632 - —1”—5’
A, m- 2 m 2 m 2m
Es decir,
_3uC _ 1uC

7] O, =—
2m? 2m?

Es interesante hacer el siguiente calculo:

Jzzg_alzg_z(g_gjzz(gm}
A, A 2(A 2\ A,

L_Q :g_z(gw}z(g_a]
AT A 2(A 2\ A,

Podemos ver que, si la placa no hubiera estado cargada originalmente, o, y o, resultan

(como hemos previsto) iguales y opuestas.

Si, en cambio, Q=30uC y o=-2uC/m?, tanto o, como o, resultarian positivas. Podemos ver

diferentes “casos”... Queda para ustedes.

Ahora debemos hacer un gréafico indicando la diferencia de potencial entre un punto
“cualquiera del espacio” (donde sea valida la aproximacién) y un punto sobre la cara de la
placa con oi1. Antes de comenzar a hacer el céalculo, debemos tener en claro que la placa es

una equipotencial por ser conductora (la justificacion estd en la teoria). En consecuencia, se
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puede tomar cualquier punto de la placa como referencia. Lo haremos a partir de la definicion

de diferencia de potencial y luego analizaremos si fue la forma méas conveniente para

calcularlo. Como el campo eléctrico es conservativo, podemos tomar cualquier camino entre

dos puntos. Ademas, como nuestra solucion tiene validez en zonas donde el campo puede

considerarse que solamente tiene componente en X, tomaremos como camino una linea recta

en la direccién de x

V(x)-V(x=0)= jﬁ-&
0

¢Cual es el campo E que debemos considerar? EI campo que corresponde a la linea de

integracion. Debemos calcular el campo, entonces, en “todos los puntos del espacio”. Esto ya

nos debe resultar sencillo porque podemos aplicar el principio de superposicién a los campos

eléctricos. Sabemos que

1) El:i(—a—o-l—az)f(:—i 0'+g X si x<-d
2¢, ZE,

2) Efbi{a—qfaﬁi=;L-a—9—Rﬁ0<x<d
2¢, 2¢,

= 1 L .

3) Ej=—(0+0,-0,)X=0sid<x<d+e
2¢,

4) E, = 1(G+OTH%)2=—£{G+£lj@Sid+e<X
2¢, Ch

Entonces, para un punto A, ubicado en x, (X, es negativo) (Ver figura)

XA

Para un punto B ubicado en x; (X, es negativo)
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XB . XB .
V()Y (x=d) = | E, = (00,0, ki =
d d 0

Yoo )=t oo Q| x —d) =LAl
= 280(0 0,-0,)(%;—d) 280[0' AJ(XB d) 2503m2(XB 0,3)

Para un punto C (dentro del conductor) V (x.)—V (x=d)=0 y para un punto D enx,

XD XD
V()Y (x=0)=- | E, @ =0- | =(0+0,+0,)% & -
d

d+e o
_ —2—](;0(o-+al +0,)(% ~d—e) = -zigo[m%](xt, ~0,301m) =
1 uC
=2_801—2(xD ~0,301m)

Comprobemos en primer lugar que es continuo. Para eso debemos evaluar en los puntos

X, = X = =0 y ver que coinciden:

v (x, =O)—V(x=d):i[—B”—E(O,Bm)}:—iO,gﬁ

2¢g, m 260 m
1 & 1 C
\V (XB = 0) -V (X =d ) = 53%(—0,&‘“) = —50,9%
0 0

Y sobre el conductor: Xz =0y X5 =0. En ambos casos el resultado es cero. Y ahora, el

TAV

gréfico

***Notar que los valores de los campos en las superficies conductoras corresponden a la

densidad superficial de carga dividido 2g,
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2.6 Varias configuraciones con conductores: a trabajar!!!!

En las siguientes configuraciones, la distribucion de carga resulta uniforme sobre cada
superficie. Recordar que los conductores siempre tienen espesor. Analizar por qué esta
afirmacion es correcta en cada caso. Calcular la distribucion de cargas en cada superficie.

Justificar.Parecen muchas pero si los hacen a conciencia, todas les pareceran “iguales”.

2.6.1  Placa maciza en un campo eléctrico uniforme (despreciando efectos de borde:

geometria ““infinita™)
2.6.2  Esfera maciza metalica cargada
2.6.3  Cascara esférica conductora cargada (¢, En qué difiere del caso 2.4.2?)
2.6.4  Cascara esférica conductora cargada con una carga puntual g en el centro
2.6.5 Dos cascaras esféricas metélicas concéntricas cargadas con distintas cargas

2.6.6 Cascara cilindrica conductora cargada (despreciando efectos de borde:

YR TE

geometria ““infinita’)

2.6.7  Dos céscaras cilindricas metalicas concéntricas cargadas con distintas cargas
(despreciando efectos de borde: geometria “infinita’)

2.6.8  Dos céascaras cilindricas metalicas concéntricas cargadas con distintas cargas
con una distribucion lineal de cargas coincidiendo con los ejes de los cilindros

(despreciando efectos de borde: geometria “infinita’)

2.7 Tema especial3. Puntas agudas en conductores

Ahora vamos a ver por
qué los aviones lucen como en
la foto siguiente. ¢Para qué se
ponen esas puntas en las alas? B

Haremos un modelo muy

sencillo que nos permitira

>

encontrar el motivo. -

=

A

Fig.12. Conductor perfecto de forma irregular
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Si tenemos un conductor “irregular” (como el de la fig. 12), podemos caracterizar los
extremos A 'y B por 2 esferitas de radios ra y rg siendo rg>ra. Ahora pensemos sélo en esas

dos esferas conductoras con cargas ga Y Qs.

En rigor, no se puede aplicar el principio de superposicion “asi nomas”. Las fuerzas
de atraccion o repulsion entre las cargas de A y de B (que por ser conductoras tienen libre
movilidad) ocasionaran una “acumulacién” de cargas no uniforme sobre las esferas. En
consecuencia, el campo vy el potencial respecto a cualquier punto fuera de las esferas no seran
iguales a los que corresponderian a dos cargas puntuales ga y gg. Sin embargo, cada esfera es
una superficie equipotencial. Consideraremos que su valor no puede depender de “donde o
como” esté distribuida la carga. Esta es también una simplificacion del problema. Es decir,
como modelo simple, consideramos que la redistribucion de cargas al acercar o alejar estas

dos esferas metéalicas cargadas es despreciable, valiendo en promedio

qa s

Op=—"— 0Og=

Asi podremos calcular la diferencia de potencial entre cada esfera metalica y algun
punto de referencia (por ejemplo, el infinito). Elegiremos al infinito como punto de

referencia y le asignaremos el valor cero. Con esa consideracion

1 r
=V(r=r,)= a2 _ Tala
Are,y Iy &

(respecto del infinito)
i _Osgls

V(r=ry)= Je
Are, Iy &

Observar que el resultado es idéntico al que se obtiene si se considerara que la carga
esté en el centro de la esfera y que la referencia del potencial esta en el infinito y valiera cero.

Si ahora “conectamos” las dos esferas con un conductor (de cualquier forma), debe
valer V(r=r)=V(r=r,). Eso sélo puede ocurrir si

9 _ % . como U, =0ndnr} Yy Qg =og4nr;, resulta

Fa s

Oply =03l
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Como I, <I; = 0, > 0. Si bien la densidad superficial de carga resulta mayor en

la esfera de menor radio, la carga total sobre su superficie resulta menor, es decir, Q, < Qg

Si volvemos a pensar en nuestro dibujo original, la mayor “cantidad” de cargas estara
en el extremo mas “agudo”

Sabemos de lo que vimoen 2.1 que el campo eléctrico justo en la superficie de cada

conductor vale G/ &, donde o es el valor en ese punto con la aproximacion realizada:

E(r:rA):ﬁ>1
E(r=ry) oy

En consecuencia, aplicando la propiedad de que el conductor es una superficie
equipotencial, en la “punta” de menor radio tanto el campo como la densidad de carga
superficial son mayores que en la de mayor radio (y no depende de la carga directamente sino
de su densidad superficial)

\Y 1
Op=6,— E(r:rA):ﬂ:V_
I &9 I
A 1
Op =& — E(r:rB):ﬂ:V_
' &o I

=Aunque la diferencia de potencial sea baja, en las zonas de pequefios radios de

curvatura, los campos eléctricos pueden ser muy grandes.

Conductor cargado

Fig.13. A mayor curvatura mayor nimero de
lineas de campo

Fin tema especial 3
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2.8 Cargando metales: las pilas.

En los parrafos anteriores dedicamos mucho tiempo a discutir como debian distribuirse las
cargas en un conductor cargado. Lamentablemente omitimos hablar sobre un tema muy
importante: ;Como obtenemos un metal cargado? La pregunta no es ociosa puesto que la
naturaleza siempre nos entrega &tomos o moléculas neutros, por lo que nos queda pendiente la
cuestion practica de romper el balance eléctrico del cuerpo para volverlo positivo o negativo.
Este desbalance eléctrico lo conseguimos agregando electrones (para tornarlo negativo) o
quitandolos (para tornarlo positivo). La carga eléctrica de un cuerpo siempre se resuelve por
ganar o perder electrones dado que alterar la carga de los nicleos atomicos involucra energias
muy elevadas, propias de reacciones nucleares.

Ahora bien, para que un cuerpo A gane o pierda electrones necesitamos de algin agente que
concrete tal transporte entre A y otro/s objetos que intercambien carga con A.

Esta ultima oracion, muy oscura por cierto, es crucial porque manifiesta el principio de
conservacion de la carga (no la podemos crear ni destruir, s6lo transportar). Entonces, si
decimos que al objeto A le agregamos una cantidad N de electrones, éstos deben haber sido
removidos de otro/s cuerpos para conservar la carga. En todos los parrafos anteriores este
tema tuvo relevancia menor, s6lo pensabamos que teniamos un objeto cargado y listo, pero

ahora le daremos la debida importancia.

En el caso de los metales el medio mas simple para
concretar el mencionado transporte de cargas es utilizar
una pila o bateria (antes cargabamos siempre por
frotamiento).

Alessandro Giuseppe Antonio Anastasio Gerolamo
Umberto Volta (1745-1827) no s6lo se caracterizod
por tener seis nombres (los padres temian que en el
colegio lo confundieran con otro pibe) sino que nos
lego la pila o bateria, un aparato particularmente apto
para  transportar  electrones  (después lo
homenajeamos con la unidad de diferencia de
potencial eléctrico).

En 1800 Volta, a partir de trabajos de William

Nicholson, Tiberius Cavallo, y Abraham Bennet,



http://en.wikipedia.org/wiki/William_Nicholson_(chemist)
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presentd su primer modelo de pila, una sucesion de discos de cobre y zinc separados por
fieltro mojado en solucidn acuosa de &cido sulfarico (no intentar en casa por favor).

En la figura de la derecha se observan los discos de cobre (amarillentos), de fieltro
(blanquecinos) y de zinc (grisaceos). Mirando el dibujo entendemos por qué la llamamos
“pila”.

Tomando un Gnico grupo podemos describir las reacciones que ocurren como:
Cu?*(ac)+2e’—Cu’(s) AV=0.34 V

Zn°(s) »Zn?**(ac)+2e’'AV=-0.76 \VV

La diferencia de potencial total es: 0.34 V- (-0.76) V=1.10 V

Al armar una “pila” de N de estos conjuntos se obtiene una diferencia de potencial igual a
110N V.

En términos muy simples decimos que la primera reaccion “captura” electrones, dejando al
objeto al que esta conectado con un déficit de los mismos (es decir positivo). La segunda
reaccion “libera” electrones, dejando al objeto que los tome con un exceso de los mismos (es
decir negativo). Es interesante notar que la pila, vista externamente, opera como un

transportador de electrones sobre los que realiza un trabajo.

2.9 Los capacitores

Vamos a poner a este transportador en accion. Tenemos dos objetos metalicos: una llave y
una pava que son conectados a una pila. Las lineas negras representan cables conductores.

www.youtube.com/watch?v=MMmtiqyF8Lc
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Si bien el transporte ocurre rapidamente nos vamos a tomar tiempo y vamos a pensar que la
pila transporta “paquetes” de carga lentamente. Comenzamos con la llave y la pava en
condicion natural, es decir descargados. Conforme pasa el tiempo, el borne positivo de la pila
va “capturando” electrones de la llave mientras que el negativo los “libera” en la pava. En esta
situacion va apareciendo un campo eléctrico, con lineas de campo que comienzan en la llave y
terminan en la pava. En la figura dibujamos en rojo dos de las infinitas lineas de campo.

A medida que los electrones son transportados el modulo del campo eléctrico crece. Es
interesante notar que cada “paquete” de carga que es movido requiere de mas trabajo porque
los electrones son desplazados en la direccion contraria a la que lo harian bajo la accion de la
fuerza eléctrica”. El transporte cesa cuando el trabajo por unidad de carga necesario para
mover el Gltimo “paquete” de carga es igual a la diferencia de potencial de la reaccion

electroquimica. Esto significa que el campo eléctrico tiene un valor tal que:

pava
La eleccion del orden de los limites asegura que nos desplazamos “en contra” del campo
eléctrico, por lo que debemos obtener un valor positivo que es la diferencia de potencial entre
bornes de la pila.

Es importante notar que por cada electron “liberado” en la pava tenemos otro “capturado” en
la llave, de forma tal que podemos afirmar que Qiae=-Qpava. Para mayor énfasis: no
podriamos tener la pava con un exceso de electrones sin tener al mismo tiempo la llave con un
déficit de electrones. La pila de ninguna manera crea carga, solamente la transporta.

Ahora encontraremos un resultado importante. Primero notamos que la forma espacial de las
lineas de campo eléctrico entre la llave y la pava es independiente de la cantidad de carga que
la pila haya transferido. Asimismo, a partir de la ley de Coulomb sabemos que el modulo del
campo eléctrico es proporcional a la carga. Con estas dos ideas y la ecuacidon anterior
llegamos a que hay una relacién de proporcionalidad directa entre la cantidad de carga
transferida por la pila y la diferencia de potencial entre sus bornes. Definimos asi lo que
denominamos capacidad eléctrica C como:

Q=CV
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Donde Q es el valor absoluto de la carga de la llave o la pava (son iguales y de signo
contrario) y V la diferencia de potencial entre ambos objetos (también en valor absoluto).

La unidad de capacidad eléctrica se llama Faradio (F) en homenaje a Michael Faraday y
corresponde a un par de objetos tal que la carga almacenada en cualquiera de ellos es de 1 C
cuando la diferencia de potencial entre ambos es de 1 V.

Largo tiempo atras se solia decir que un Faradio era una capacidad demasiado grande y que lo
“normal” era trabajar con valores mucho mas pequefios, del orden de micro Faradios (uF) por
ejemplo. La técnica avanza y eso ya no es cierto; miren este video para no cometer errores:
www.youtube.com/watch?v=EoWMF3VKkI6U

Necesitamos un icono para representar de manera abstracta al capacitor sin necesidad de
dibujar exactamente la forma concreta de los objetos que lo conforman. Dicho icono son dos
lineas paralelas como muestra la figura. Cada una de las lineas es uno de los objetos que
consideramos. También agregamos el icono abstracto de la pila para completar la
representacion de todos los objetos de la figura con la llave y la pava. Notar los largos

diferentes de las lineas en la pila; el mas largo es el borne positivo.

Cable 1

Pila Capacitor

:I__ —

Cable 2

El computo de la capacidad para un par arbitrario de objetos suele ser complicado porque
desconocemos la forma de las lineas de campo. Por el contrario, en algunos casos simples
(¢adivinan cuales son?), conocemos de antemano la direccion de las lineas y el computo se
simplifica mucho.

La estrategia es siempre la misma: primero suponemos que, como resultado de conectar la
pila, uno de los objetos tiene carga Q y el otro —Q (por ahora desconocidas). A partir de esto
calculamos el campo eléctrico correspondiente (que depende linealmente con Q). Como
ultimo paso exigimos que la circulacion del campo eléctrico entre ambos objetos iguale a la
diferencia de potencial de la pila.

Comenzamos, como ejemplo, con dos placas planas paralelas de superficie Sy separadas una

distancia d. La forma de las mismas no importa en la medida en que la dimension
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caracteristica de las mismas sea mucho mas grande que d, asi aseguramos que podamos tratar
a las placas como de dimension infinita.
Este problema ya lo tratamos mas arriba y sabemos que la distribucion estatica de cargas es
como la que indica la figura, con una densidad superficial uniforme o=Q/S.
También de los ejemplos anteriores sabemos que el campo eléctrico asociado con dicha

distribucion de cargaes: E = (0'/80)( )(apunta en la direccion normal a la placa)

by

by

El |x

0

d

|7
28

Ahora integramos (ver figura previa) desde la placa que se encuentra en x=d hasta la otra x=0.

Vamos en contra de las lineas de campo, asi obtenemos una diferencia de potencial positiva

(igual a la de la pila).

v, - _Eé.d* :—I(a/go)(f)-dx(f) ot/

iiiCUIDADQ!! Aunque vamos de derecha a izquierda, dx NO es negativo, el tema signos
estd contemplado en los limites de la integral.
Ahora multiplicamos y dividimos por el area S de la placa; tenemos asi la expresion en

términos de la carga Q.

V, =05d/Se, =Qd/Se, = Q =(S¢,/d)V,
El término (Sev/d) es la capacidad eléctrica buscada.
Puede notarse que, dado el pequerio valor &, la capacidad tiende a ser pequefia a menos que el
cociente S/d sea muy grande. Mas adelante veremos como, al reemplazar el vacio entre las
placas por un material aislante, podemos obtener capacidades mas grandes. La capacidad
depende de factores geométricos (forma, tamafios) y, segun veremos mas adelante, de los

materiales aislantes que cologuemaos entre las placas.
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El capacitor existe por el mero hecho de tener los objetos, se encuentren éstos cargados o0 no.
Un error comun es el de afirmar que el capacitor “aparece” cuando esta cargado. Es facil ver

que la razon Q/V es siempre la misma constante y s6lo depende de aspectos geométricos.

2.9.1 Quedan dos casos simples a resolver:

e Calcular la capacidad de un sistema formado por un cilindro metalico de radio a y otro
cilindro metalico, concéntrico con el primero, de radios b (interno) y c (externo)
(a<b<c). Ambos cilindros tienen un largo L>>a,b,c.

e idem para un sistema formado por una esfera metalica de radio a y otra esfera

metalica, concéntrica con la primera, y de radios b (interno) y ¢ (externo).

¢Qué sucede si tenemos mas de dos objetos? La respuesta es que podemos extender el
concepto de capacidad tomando los objetos de a pares. Definimos Cj (i#) como la
capacidad entre el objeto i y el j. En general este calculo es muy dificil salvo para unos
pocos casos simplificados. Nosotros nos mantendremos dentro del concepto simple

original.

2.9.2 ¢Para qué sirven los capacitores?

Vamos a contar dos ejemplos muuuuuuuuuuuuuy simplificados porque la tecnologia que hay
detras es muy compleja, resultado de una cantidad gigantesca de horas-persona de trabajo e

inversiones multi millonarias.
La memoria de la computadora.

En este momento estoy escribiendo en una computadora con 8 GB de memoria (marzo 2020).
No es ni mucho, ni poco. La letra G es por giga (10°) y B es por byte. Un byte esta formado
por 8 bits. Un bit es la unidad elemental de informacién que la representamos por un 1 0 un
0.Entonces, mi computadora es capaz de guardar unas 64x10° unidades elementales de
informacidn. La siguiente figura muestra las memorias de mi computadora. Miden 14 cm de
largo, 3 cm de alto y 6 mm de espesor. Los contactos dorados las conectan con el resto de la
computadora.

Sélo los rectangulos negros son las memorias (y la parte Gtil esta adentro y es mas pequefia).
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En 1970 Intel present6 la primera memoria util basada en capacitores y cuya unidad
elemental, muy simplificada, aparece en la siguiente figura.
El capacitor C estara en dos estados: cargado, en cuyo caso interpretamos que equivale

a un 1y descargado, que lo interpretamos como 0.

Cierre llave

Iepiens e Io[ep

e e e R Rl |

-

Las “pilas” Vp1 y Vp2 son circuitos complicados y sus valores pueden ser 1.5 V (1) 6 0V (0)
cada una de forma independiente. Cuando Vy1= 1.5 V la llave se cierra y conecta a C con V..
Si ahora V1= 0 V la llave se abre y C ha quedado cargado con la carga transferida por Vp,, es
decir que ha “memorizado” el valor. Hemos guardado un 1 o un 0.

Vamos a saltearnos la parte de lectura del valor guardado porque sélo queriamos presentar la
idea y no abrumar con detalles. Sintesis: la memoria de la computadora o el teléfono usa

capacitores para almacenar datos.
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La pantalla del teléfono
Los intentos de hacer una interfaz tactil con la computadora son tan antiguos como de 1965. A
lo largo del tiempo aparecieron varias soluciones ingeniosas que tuvieron mayor 0 menor
éxito comercial, pero ninguna tan generalizada como la pantalla capacitiva que introdujo
Apple en el primer iPhone de 2007. Vamos a contar un tipo de pantalla, no podemos asegurar
en qué teléfono se usa porque hay secretos comerciales de por medio.
Resulta que el vidrio del teléfono no es un vidrio comdn. Es extremadamente resistente (se
Ilama GorillaGlass y es producido por Corning Glass). Por debajo de este vidrio (Surface
Glass) hay otra capa de vidrio (Sensor Glass) que tiene depositadas, sobre sus caras,dos
finisimasestructuras metalicas (rombos claros y oscuros) transparentes a la luz (se pueden
hacer metales transparentes).
Los rombos claros y oscuros son las placas de muchos capacitores; cuando tocamos con el
dedo agregamos un extra de capacidad (ver figura) que aparece en una coordenada en el eje X
y en otra coordenada en el eje Y. A partir de este dato, el procesador distingue donde pusimos
el dedo.
¢ Tenemos dedos metalicos de robot? No, pero la superficie del dedo siempre estd hiumeda y
con suciedad que es conductora, asi que igual sirve para formar un capacitor extra entre el
dedo y las estructuras con forma de rombo que estan abajo del vidrio principal.
Por supuesto que faltan muchos detalles, tanto en el caso de la memoria como en el del

teléfono, pero queriamos contar dos usos posibles de los capacitores.

é «——— Surface Glass

_ «——— Conductive Mesh

Sensor Glass

X-Plane Capacitance
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2.9.3 El trabajo necesario para cargar un capacitor.

En péarrafos anteriores adelantamos la idea que al cargar un capacitor el agente que transporta
las cargas realiza un trabajo. Vamos ahora a calcularlo.

La figura muestra un capacitor mientras es cargado. En el momento en el que lo observamos
la cantidad de carga acumulada es Q e imaginamos que el agente externo la incrementa en
dQ. Si la carga del capacitor es Q entonces la diferencia de potencial entre sus placas es:
V=Q/C. Para agregar el extra de carga dQ el agente externo debe realizar un trabajo dW=vVdQ
(recordar definicién de diferencia de potencial). Para calcular la cantidad total de trabajo

realizado “sumamos” los aportes infinitesimales.
Q Q
W =jv dQ :j(Q/C)dQ —Q%/2C=QV/2=CV?/)2
0 0

Como el agente realiz6 trabajo contra la fuerza eléctrica, que es conservativa, el
trabajo realizado queda almacenado en el sistema (capacitor), listo para ser recuperado mas
tarde (https://www.youtube.com/watch?v=-K3PTlybroc). En este caso conviene recordar un
caso analogo. Al comprimir o expandir una distancia d un resorte de constante elastica k se
realiza un trabajo W=kd’/2. Este trabajo, también realizado contra fuerzas conservativas,

gueda almacenado en el sistema.

2.9.4 Tema especial 4. La fuerza entre placas de un capacitor.

Si tenemos un capacitor cargado esperamos que exista una fuerza de atraccion
eléctrica entre ambas. Esta fuerza de atraccion determina un esfuerzo mecanico sobre las
placas que puede llegar a ser muy grande y deformarlas. Esta deformacion se explota en los
Ilamados sistemas micro electro- mecéanicos (https://www.youtube.com/watch?v=CNmk-
SeMO0ZI)

Vamos a calcular la fuerza a partir de la siguiente estrategia: pensamos que alteramos

la distancia d entre placas en una pequefia cantidad &d. Al desplazar las placas la energia
almacenada cambiara en una cantidad en una cantidad J6W. Igualamos esta cantidad al
producto de una fuerza desconocida por el desplazamiento: SW=F &. Formamos la razon
oW/ y luego tomamos el limite en el que & tiende a cero. Con esto obtenemos la fuerza
buscada.

Primer caso. Un capacitor a carga constanteQ.
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La energia almacenada cuando la distancia entre placas es d vale: U=Q%2C(d); al
incrementar la distancia pasa a ser U"=Q?/2C(d+&d). Calculamos la energia en términos de la
carga porque ésta permanece constante. Asi obtenemos:

o[ 1 1 |_Q*|C(d)-C(d+dd)
LaLs =7{c<d+5d>‘c<d>}7{ clarsn)e(e) }

oC oC
C(d)-|C(d)+—od i
e @-{c@F55)| gL
2 c?(d) 2 c*(d)

El segundo renglon contiene dos aproximaciones. En el denominador consideramos
que el producto C(d)C(d+&d) lo podemos expresar comoC?(d). En el numerador expandimos
C(d+ad) como una serie de Taylor alrededor de C(d) truncada a primer orden.

La variacién de energia la expresamos como el producto de la fuerza ejercida para

separar las placas por la distancia recorrida: oU= F o&d. Entonces obtenemos
F=-[Q*/2c*(d)](ec/ad)
Vamos a aplicar este resultado a un capacitor plano de placas de area S. En parrafos

anteriores calculamos que C=gS/d, por lo que 8C/8d = —gos/d2 . La fuerza resulta entonces:

F=Q%2&S.

Segundo caso. Un capacitor a diferencia de potencial constante

Este caso es conceptualmente mas dificil puesto que para mantener la diferencia de
potencial constante es necesario que incorporemos otro actor: una pila que satisfaga dicha
condicion. Esto hace que al mover imaginariamente las placas del capacitor debamos tomar
en consideracion la transferencia de carga entre el capacitor y la pila. En la condicion inicial
la energia guardada en el capacitor es:

U=C(d)V?/2. Ahora computamos la energia en términos de la diferencia de potencial
porque ésta es constante.

Al aumentar la distancia entre placas tenemos:

U’=C(d+&d) V32

: v’
sU=U"-U :7[C(d +o6d)-C(d)]
2 2
sU zv—[c(d)+§5d—C(d)}zv—£5d
2 od 2 od

Donde hemos utilizado las mismas aproximaciones que en el caso anterior.
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Ahora nos enfrentamos con una paradoja importante. Si ampliamos la distancia entre
placas (6d>0) la energia almacenada en el capacitor disminuye y entonces 6U<0. ;Como
podemos tener este resultado? Claramente nos cuesta trabajo apartar las placas porque se
atraen electrostaticamente y sin embargo la cantidad de energia almacenada en el capacitor
disminuye. ¢Ddnde esta el error?

La respuesta es sutil e involucra el intercambio de carga entre el capacitor y la pila.

En la condicion inicial la carga vale: Q=C(d) V. Al separar las placas tenemos
Q’=C(d+ad) V. Esto implica un cambio

6Q=Q'-Q=[C(d+sd)-C(d) ]V

oC oC

5Qz{c(d)+a—d§d —C(d)}v <L sav

Por lo que hemos analizado antesdQ<0 cuando &d>0. Esta cantidad de carga vuelve
del capacitor a la pila y ésta recibe una cantidad de trabajo SW=-& V (el menos es porque
sale carga del capacitor pero entra a la pila). Si ahora sumamos la variacién de energia del
capacitor y el trabajo entregado a la pila (cantidad total de trabajo realizado) obtenemos:

2 2
oU + oW :V_§5d _Vzﬁgd :_V_ggd
2 ad od 2 od
Ahora tenemos el signo correcto. Al alejar las placas realizamos trabajo, la energia
almacenada en el capacitor disminuye pero la pila recibe trabajo, dandonos un total positivo.

Retomando el mismo método de la seccién anterior calculamos una fuerza:

_VZec

2.4

*Si alguien encuentra contradictoria esta afirmacion con la que dice que el trabajo que realiza
la pila por unidad de carga movida es constante, esta totalmente en lo cierto. La resolucion de
esta contradiccion es compleja y la dejamos para mas adelante.

Fin tema especial 4
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3.1 Introduccion

Hasta ahora estuvimos viendo como influyen los campos eléctricos en los materiales en los
conductores. En ellos, las cargas se mueven de forma tal que responden a los campos

eléctricos haciendo que sean nulos en su

. v interior en condiciones electrostaticas.
| _Q3 :

-+

-+

-+

d

\{o
| Supongamos un capacitor de placas plano-
paralelas (de dimensiones tales que se puedan
despreciar los efectos de borde) conectado a
to -0 tofh — 0 una bateria V,. Las placas se cargaran con una

. densidad superficial o de forma tal que

v, =Zd = q)

& &A

“«—>
d

Fig.1.a) Capacitor con vacio entre  sjendo A el 4rea de la placa del capacitor. La
placas, b) con un blogue conductor

. A
capacidad es:C, = ¢, = (2)
¢ Qué ocurre si colocamos un blogue conductor descargado entre las placas de este capacitor
si previamente retiramos la bateria? Como el campo eléctrico debe ser nulo dentro de los

conductores en situacion electrostatica, los electrones libres del conductor se desplazaran

como indica la Figura 1. De esta manera el campo eléctrico tendrd un valor % en las zonas
0

de vacio y cero en los conductores. ¢Cudl sera la nueva diferencia de potencial entre las

placas? ¢Cudl es la capacidad de este dispositivo? Como el campo eléctrico es nulo en el

interior del bloque de espesor b, la nueva diferencia de potencial es la circulaciéon del campo

eléctrico en la zona donde NO es nulo:

AV =2 (d-b), (3)
€o

es decir, el nuevo voltaje es menor que el original. La capacidad resulta

C: Q Q A‘C"O _ Ago

A Q gy @b 44 B
o @D da--)

>C,(4)

En consecuencia, la capacidad C es mayor que la que tenia antes de colocarle el bloque
conductor. Es interesante observar que esta capacidad es independiente del lugar donde se

coloque el conductor. Si el conductor es de espesor despreciable frente a la separacion entre
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placas, resulta C ~C,, es decir, la capacidad no se ve seriamente afectada por una lamina

conductora muy delgada colocada paralelamente a las placas.

Ahora discutiremos qué ocurre cuando materiales queno conducen la electricidad se colocan
en campos eléctricos. Les recomendamos un video del MIT (que reproduce una experiencia
de Laboratorio) para que observen qué ocurre cuando se separan las placas de un capacitor
plano-paralelo (entre ellas hay aire, que es un aislante eléctrico) y cuando se introduce otro
dieléctrico (Plexiglass)https://www.youtube.com/watch?v=e0n6xLdwaT0.

Faraday descubrid que los materiales aisladores eran afectados por los campos eléctricos a
pesar de que no podia haber conduccion. Faraday se baso en el siguiente hecho experimental:
1) Cargaba un capacitor vacio estableciendo una Vy entre las placas

2) Retiraba la bateria y colocaba un aislante entre las placas (en todo el espacio entre placas).

3) Media el nuevo voltaje entre placas, el que siempre resulté menor que V.

Q

Como la carga sobre cada placa no habia variadoy C = — este resultado mostraba que la

capacidad aumentaba. Cuanto aumentaba dependia del material. Asi establecio la relacion

entre la capacidad en vacio Cq y la capacidad con material aislante C: C = x C, denominando

a x como la constante dieléctrica relativa al vacio’. Esta constante dependia del material
exclusivamente.
Asi, en un capacitor de placas plano-paralelas resulta

el

C:zcgoaA , siendoV = c
k%o

(5)

Al observar la expresion para la capacidad, pareciera que se puede disminuir d todo lo que se
desee pudiendo almacenar toda la carga que se quiera. Asi, consideramos un capacitor
conectado a una pila Vo y cambiamos la separacion entre las placas como indica la Figura 2.
Como la capacidad vari6 (por cambiar la distancia entre placas) y la diferencia de potencial
novarid porque siempre estuvo conectado a la pila, tiene que haber variado la carga sobre

cada placa. Es decir:

! Una notacién mas habitual y cémoda es asignarle el simbolo &, ala constante dieléctrica relativa al

vacio x
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\{ol _\|/o|_ Q, =C\V, =«gV o
! t1=0Q,>Qsid, >d, (6)
i | ] | Q, =C,V, =keV —
d,
‘o — — Sin embargo, existe un limite inferior para d (dado
un valor de Vp)que depende del material. Conforme
= = = = d disminuye, el campo eléctrico aumenta hasta que,
«—> «—>
q q alcanzado un valor Emaximo, S€ produce lo que se
l 2 - Ve - - 7 - -
Fig.2.Capacitor con placa plano Ilama ruptura dieléctrica, el dieléctrico pierde sus
propiedades de aislante y se vuelve conductor. La
paralela a Vo constante
siguiente tabla muestra el campo mé&ximo admisible
en alguno dieléctricos.
Aire 1,00059 3x10°
Teflon 2,1 60x10°
Mylar s, 7x10°
Plexiglass 3,4 40x10°
Papel 3,7 16x10°
Vidrio Pyrex 5,6 14x 10°

Vemos, entonces, que agregar un material dieléctrico tiene algunas ventajas (ademas de

brindar soporte mecanico): aumenta la capacidad y permite resistir mayores tensiones.

Tema especial 1. Aumentar la capacidad ¢significa acumular mas energia?

AV,~Q/C,

+—>r
d

Fig.3.a)Capacitor vacio con carga Q,

b) a Q constante, con dieléctrico

AV=0/C

+—>
d

Veamos primero un capacitor sin y con
dieléctrico con la misma carga Q. La energia
acumulada en el capacitor vacio es

_19°

U. =
° 2c¢,

(7)

mientras que cuando todo el espacio entre placas
esta lleno de dieléctrico resulta

2
u LQ

=5 ¢ ©
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U, C . ) )
De esta manera —2 =—>1 . Es decir, la energia que almacena en vacio es mayor que la
Uu ¢,

que almacena con un dieléctrico (Como se entiende esto? Si la carga Q se mantuvo constante,

los pasos seguidos fueron:

+o — +o — +o — +o TO

Fig.4. a) Capacitor a Q constante (cargado a través de una bateria con V) .b) Se mide la diferencia de
potencial. ¢)Se va introduciendo un dieléctrico y se miden diferencias de potencial (que dependen de
cuanto se introdujo el material) d) Capacitor con dieléctrico y carga Q cuando el dieléctrico ha sido

introducido en su totalidad

Si disminuyd la energia potencial electrostatica, el campo debe haber realizado un trabajo W
tal que

W =-AU >0 )

realizado por el campo

Experimentalmente se encuentra que el dieléctrico es atraido, es decir, actda una fuerza sobre
él que “lo tira hacia adentro”. El andlisis detallado es bastante complicado; las lineas de
campo no son rectas cerca del limite del dieléctrico, aunque hayamos considerado al capacitor
como “infinito”. Justamente la deformacidn de las lineas de campo es la que permite describir
cualitativamente la fuerza. Pero para determinar su valor se pueden hacer consideraciones
energéticas exclusivamente.

Es de esperar que la energia potencial U vaya disminuyendo a medida que se introduce el

dieléctrico, es decir, que dependa de x tnicamente. Como AU en un capacitor esta dado por

1Q* 1.,
U=AU=23=-CV 1
2C & (10)

independientemente de la forma del capacitor, la fuerza sobre el dieléctrico estara dada por
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F-—vu--Ye @
OX

F___ L ya que no puede haber dependencia en las otras
+Q, T -0, coordenadas por tratarse de “planos infinitos”.
e 2T Lo, o, Analicemos el problema:

1) la carga total se mantiene constante en

L4

cada placa porque no hay contacto eléctrico

entre ellas es decir, Q =Q, +Q, en todo

momento

Fig.5. Energia de un capacitor de 2) Cada conductor es una equipotencial,

capacidad variable por lo tanto, en todo instante

y_QM Q%
C(x) C,(x)

(12)

Si despreciamos los efectos de borde, las placas del capacitor son de area D x L, y el

dieléctrico fue introducido una distancia x, tendremos

D(L-x
Clzxcozzcso%czzgo (d ) (13)

Este sistema seré equivalente a un capacitor con capacidad C, diferencia de potencial entre

placaVycarga Q = Q, +Q,, €s decir,

Q=VC=0Q,+Q, =VC, +VC, =V (C, +C,) (14)
De (13) y (14) se obtiene
D
C=SOT(KX+L—X) (15)
Como de (14) resulta
Ql = Cl % Qz — Cz % (16)
se tiene
leQL Q, :Qi a7
KX+ L—X KX+ L—X

es decir las densidades superficiales de carga resultan distintas en la zona donde hay o no

hay dieléctrico.
Q Kk Q ; (18)

o, =—

o, =—
Dxx+L-—-X Dxx+L-—X
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Resulta asi que o, > &,. Analizaremos después este resultado.
De (10), (11) y (15) resulta (se puede realizar a V=cte 0 a Q=cte)

- 2D D
= EQ_go_(K_DéX = %V 2 gOT(K_l)éX (19)

Es decir que resulta una fuerza de atraccion sobre el dieléctrico (como ocurre

experimentalmente)

Veamos ahora un capacitor sin y con dieléctrico mantenido a potencial constante

Vo(Figura 6). La energia potencial acumulada en el capacitor sin dieléctrico serd

Vo VO !
— F — =

Uo =5V %C, (20)

y con dieléctrico de permitividad

relativa x
U= %v ?0Ca K%V 20C, (21)
+0 -0 o’ -0 , ,
Es decir, resulta u ~u,. La energia
potencial electrostatica del sistema
Fig.6.Capacitor a V, constante(a) con aumentd. Esto se debe a que se hizo
dieléctrico (b)sindieléctrico trabajo sobre el sistema. ¢Quién hizo ese

trabajo? La bateria, ya que es una fuente
adicional de energia.

¢Y qué paso con la carga en las placas conductoras? De (8), (20) y (21)

Qe 5
U=K=ZCZ=Q2&=Q2£ (22)
U, 1Q° Q@ C Q°«

2 C,

De esta expresion es fécil deducir que

Q =xQ (23)
O sea que aumentd la carga sobre la placa conductora al introducir el dieléctrico. Este
resultado sera también analizado mas adelante.

Fin tema especial 1.
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3.2  Descripcion microscopica de los materiales dieléctricos

Cuando Faraday “descubrié” el comportamiento de los materiales dieléctricos al colocarlos
entre las placas de un capacitor, no se conocia el modelo atbmico como una agrupacion de
electrones y protones (el electrén se descubrié en 1897). La teoria atdmica en ese entonces
provenia de la Quimica (modelo de Dalton) donde cada atomo era una esfera maciza
indivisible.

El resultado experimental de Faraday era que la diferencia de potencial entre las placas
disminuia al introducir el dieléctrico entre placas cargadas y aisladas entre si, con lo que la

capacidad debia aumentar (por su definicion). Pero si el voltaje (diferencia de potencial) era

menor, como
AV =—j|§-d|‘ (24)

n
el campo eléctrico tenia que haber disminuido, aunque la carga sobre las placas no habia
cambiado. ¢Como se explica este comportamiento? Sabemos de la Ley de Gauss que el flujo
del campo eléctrico esta directamente relacionado con la carga encerrada. Como el campo se
reduce, la carga encerrada en el volumen jjdebe ser menor!! La Figura 1 nos da la pista para

hacer un modelo: el campo es menor pero no nulo; la Unica posibilidad es que en la superficie

S / externa al conductor haya cargas de signo
+

(ommmmoee o 7 opuesto como se muestra en la Fig.7. es

[+ + +_ H +_ + 7+ _ / _
decir, el fenomeno se puede explicar
v 2 3 2Y considerando que se induce una cierta
= - - - - - 2 cantidad de carga en la superficie

dieléctrico. Se dice que existe una carga
inducida o carga de polarizacion, cuya densidad superficial esta notada como .
En el capacitor de placas plano-paralelas aislado (es decir se mantiene la carga constante con
densidad superficial oij,) de area A y separacion entre placas d, habrd una diferencia de

potencial entre las placas dada por

AVvacio = Evaciod (25)

AV = Egiyd (26a)

Ediel — Gtotal — O-Lib + GP0| (26b)
€y &
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De (5), (25) y (26)

AV _ Egiel :iz OLip + O ol

(27)
AVvat:io Evacio K O-Lib
de lo que se deduce que la densidad superficial de carga de polarizacién esta dada por
1
oLp(l—=)=—0py (28)
K

Como x>1, la densidad de carga superficial de polarizacionoyo resulta de distinto signo y
menor en modulo que la densidad de carga en el conductor (que llamaremos de ahora en mas
densidad superficial de carga libre oiip). Ay

Pero... ;cOmo se genera esa distribucion de carga de
polarizacion? Un modelo atdomico o molecular que
considerara que hay cargas positivas y negativas resulta

muy adecuado. ¢Por qué? Pensemos en moléculas en las q

cuales el centro de cargas negativas no coincide con el de ® ®

A

negativas (ese tipo de molécula se llama polar). Como S

modelo mas sencillo, seria un dipolo.

Fig.8. Esquema de un dipolo

Tema especial 2. EI campo eléctrico generado por un dipolo (para mas detalles, ver
APENDICE).

Habiamos calculado la expresion del campo eléctrico en todo el espacio:

E (x.y.2)= L qx L 7 i 3 (29)
4, [x2+y2+(z+%)2} 2 [x2+y2+(z—%)2} i
1 1 1

E,(x,y.z)= qy —— —+(30)
Are, [x2+y2+(z+%)2}4 [x%y%(z—%)ﬂé

E,(xy,z)= 1 q (Z+%) - (Z_% (31)

)
4rs, [XZ +y? +(Z+%)2r {XZ ty +(Z‘%ﬂé
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Como existe simetria de revolucion alrededor del eje z, estudiaremos el campo en el plano yz

es decir, en X =0. Resulta, entonces

E,(0,y,z)=0 (32)

1 1

E,(0,y,2)= ! qy (33)

[l T [eele-s)]
) (=5 .

E,(0,y.2)=——q 7 3
A A

y a lo largo del eje y (es decir, en z=0) el campo eléctrico solamente tiene componente z ya

%

que
E, (0,y,0) =0 (39)
E,(0,y,0)=0 (36)
E, (0,y,0)= L g 0 (37)

%

472-80 2 6 2
(%) |
De (37) es facil deducir que para puntos del espacio a lo largo de la mediatriz y alejados del
dipolo (y >> &) el campo disminuye como%3. Por la simetria de revolucion el mismo
resultado corresponde a cualquier punto alejado del dipolo sobre el plano xy. Analicemos

ahora cual es la dependencia del campo con la distancia al dipolo cuando se considera un

punto sobre el eje z (es decir, x=y=0)

3 () .

%

1
E,(0,y,2)= q
A7y [y2+(z+%)z}% [y2+(z—%ﬂ
Como para z>>0

e ) (39)
z+9)? 22q+x 2y *? z
2 2z

el campo eléctrico resulta
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E,(0,0,2)= Lg- 1t q8£ (40)

A, bne, 7°

Es decir, el campo eléctrico lejos del dipolo varia como %3 y depende del producto goé. A

este producto se lo denomina momento dipolar.

Fin tema especial 2

—

Definimos, porque sera (til, un vector llamado momento dipolar p = qé (41), donde el vector

5 tiene su origen en la carga negativa y su fin en la positiva.

¢Qué ocurre cuando un dipolo rigido es

— Q\ > o -y , .
. puesto bajo la accion de un campo eléctrico
F—q4—/0 _
» uniforme?
/5 Eex& La fuerza total sobre el dipolo es nula (el
D/ centro de masa no acelera). En consecuencia,
x 3 > L .
L}Fq el torque 7 serd independiente del punto
. 1 desde el cual se lo calcule. Tomamos,
Fig.9. Torque sobre un
) entonces, como centro de momentos a la
dipolo
carga negativa.
74 =T,xF, =6 xqE,, = pxE (42)

-q q |ﬁ|
De lo cual se deduce que el dipolo tiende a orientarse de forma tal que la direccion y sentido
del momento dipolar p sea la del campo E,, .

Volvamos, entonces, al modelo atdbmico de cargas positivas y negativas. Si los
materiales dieléctricos fueran “dipolos” (se dice que tienen un momento dipolar
permanente), al colocarlos en un campo eléctrico externo (como el producido por un
capacitor) los dipolos se orientarian paralelos al campo eléctrico externo. Entonces un modelo
de este tipo podria explicar el comportamiento de los capacitores con material dieléctrico.
Cuando un material es colocado entre las placas de un capacitor, los “dipolos” pasan de tener
una distribucion al azar a una orientacién paralela al campo. El grado de paralelismo

dependeré del dieléctrico, de la temperatura y de la magnitud del campo.
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Pero sabemos que hay materiales no polares, es decir, materiales donde el centro de cargas
positivas coincide con el de negativas. Podemos pensar que el campo eléctrico externo separa
el centro de las cargas positivas del de las negativas; éste es unmomento dipolar inducido.
Estos momentos también tienden a alinearse con el campo eléctrico externo. Como
conclusién: tanto para moléculas polares como no polares tendremos momentos dipolares

(permanente o inducido) y los materiales quedan “polarizados” en un campo externo.

G:i} G +G:i}e:r—> g:— ok O‘_—ELp_
SR & o T 2 ) + f > -
Oﬂ @ +@ﬁ @; N ;_—

Fig.10. a)Dieléctrico desordenado, b)Ordenado en un campo,

¢)Esquema macroscopico del campo.

Parece razonable pensar que el momento dipolar inducido depende del valor del campo
eléctrico externo. Es decir, un campo intenso desplazard al centro de cargas positivas y
negativas mas que uno leve. Supongamos que en un atomo o molécula hay cargas q y —,
cuyos centros estan separados una distancia 6. EI momento dipolar de cada molécula sera,
entonces, go. Si hay en promedio N moléculas por unidad de volumen con momento dipolar

con la “misma” direccion y sentido, el momento dipolar total por unidad de volumen sera,

P =Ngs (43)
En general, P variara de un punto a otro de un dieléctrico homogéneo. Pero valdra lo mismo
en todos los puntos dentro del dieléctrico donde el campo externo sea el mismo. Proponemos
(sujeto a verificacion experimental) una relacion de proporcionalidad simple entre Py E la
constante de proporcionalidad depende del material

P=cteE=¢,7E (44)

2 Habra moléculas orientadas en otras direcciones producto, por ejemplo, de la agitacion térmica lo que
da una orientacion al azar con momento dipolar nulo en promedio. Pero en presencia de un campo eléctrico
habra una direccion preferencial y una cierta cantidad de moléculas por unidad de volumen N que se alinearan

con el campo.
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La inclusion deg en la constante permite que y sea un numero adimensional que se llama

polarizabilidad y se busca en internet. En el caso del capacitor de placas plano-paralelas, P
sera uniforme. Es decir, en cada unidad de volumen tendremos N dipolos, no habré ninguna

region donde haya mas cargas positivas que negativas y la densidad de dipolos sera la misma

A

en promedio. ¢(Qué ocurre en la superficie del

dieléctrico? Los electrones se han separado una

]
distancia & de los nucleos y, en consecuencia, queda una +E3? <
carga efectiva sobre la superficie del dieléctrico: R ! _
densidad superficial de cargas de polarizacion. En el N !
volumen V=AS§, hay N moléculas por unidad de 6:34'@
_ -

volumen y en total NAS moléculas (dipolos), cada uno F|gll Dip0|03 moleculares

con una carga sobre la superficie g. La densidad

superficial de carga serad ap:Nq5=N|ﬁ|:‘l3‘ (45). En este caso el vector P es
perpendicular a las placas. De no serlo, la forma més general es

o, =P-fi (45)
siendoni la normal a la superficie del dieléctrico (el sentido de A lo estudiaremos mas

adelante).

Tema especial 3

Si P es uniforme no habra ninguna region del espacio
donde haya mas densidad de cargas positivas que
negativas (ni la inversa), es decir tendremos la misma
densidad promedio (como en el capacitor de placas
plano-paralelas). Por ejemplo, en la Figura 12 se muestra
un capacitor esférico (cascaras conductoras con cargas Q

y -Q) con un material dieléctrico. EI campo generado por
Q es radial, los dipolos se acomodaran en promedio como

Fig.12.Dipolos moleculares en
indica la figura, apareciendo una densidad superficial de

una geometria esférica
polarizacion en las superficies interior y exterior de la

cascara dieléctrica (tener cuidado: las densidades de cargas de polarizacion son distintas en
cada superficie, lo que son iguales son las cantidades de carga positiva y negativa). La
densidad de cargas de polarizacién en el volumen es nula, es decir, si se toma un volumen, la
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cantidad de lineas de P que salen de ese volumen seréd igual a la cantidad de lineas que

entren.

Pero si P no es uniforme, dependiendo de como sea el vector polarizacion puede haber zonas
donde haya mas acumulacion de cargas positivas que negativas (0 viceversa). En este caso,

como la densidad volumeétrica de cargas de polarizacion no es nula, si se toma un volumen, la

cantidad de lineas de P que salen de ese volumen sera distintaa la cantidad de lineas que
entren. Es por eso que se tiene
V.-P= —P polarizacion (46)

El signo negativo proviene de la definicion del momento dipolar (su sentido es de — a +).

Veremos mas adelante (seccidn 3.6) algunosejemplos dondela densidad volumétrica de carga

de polarizacion es nula a pesar de que P no es uniforme.

Fin tema especial 3

3.3 Ecuaciones electrostaticas en presencia de dieléctricos

Cuando estudiamos distribuciones de carga en el vacio, a partir del Teorema de Gauss vimos

que:

§Ewas = O 47)

&
Ahora, en presencia de dieléctricos correspondera considerar TODA la carga: la “libre” y la

de polarizacion (recordar Fig.7 y ec.(26)), es decir, Q. = Qe *+ Q potarizacisn - EN CONSECUENCIA

enc

@ E.dS = Qeﬂc — Q"bre + onlarizacién (48)
S

&y &
Vamos a analizar el tema signos haciendo un zoom de la figura 10c en el que vemos
unicamente la placa de la izquierda y el dieléctrico pegado a la misma (la placa de la derecha
es igual con signos cambiados).

Marcamos con rojo (aiip) la densidad de carga libre superficial en el

metal; con azul (opa) la densidad de carga de polarizacion superficial % G pol
en el dieléctrico. La zona roja es mas ancha que la azul para reflejar la = E
ecuacion (28). También mostramos en violeta una superficie de Gauss 1
embebida parte en el metal y parte en el dieléctrico y, en verde, una Gy E
linea de campo genérica. l A
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Cuando aplicamos el teorema de Gauss con esta figura obtenemos:
E— Oiib ~ O pol

&y
Hemos hecho un cambio de notacion importante: oo esta escrita en modulo.El signo, opuesto
al de ajj, esta contemplado en el signo menos. Hemos hecho esto para poder igualar a
opol(@hora numero positivo) con el modulo de P (que debe ser positivo, ecuacion 45).
Pasamos de término:

(&,E+P)=0y,

Esto sugiere definir un vector (30E+ 5)que tendria la propiedad que su flujo a través de la

superficie de Gauss mostrada seria igual a la carga libre encerrada (<ﬁf>-d§ =Q,, )- Este
S

vector D=g,E+P se llama desplazamiento (nada se desplaza) y vamos a ver que es un
auxiliar Gtil para estudiar sistemas con dieléctricos

D=¢gE+P (49)
Pero, para la mayoria de los materiales (lineales e isétropos) P =cte E = go;(E (verec.(44)),y
D=gE+P=gE+eyE=¢(1+1)E =56 E=cE (50)

Como x>0 resulta &>1. El valor & es la constante dieléctrica relativa (por eso lar) y &= ge&es

la constante dieléctrica (sin adjetivos).

La relacion gs D.dS = Qi suele llamarse Ley de Gauss generalizada.
S

La situacién parece complicada porque tenemos tres actores: el campo eléctrico, la
polarizacion y el desplazamiento. Sin embargo, veremos que ésta aparente complicacion nos

permite desarmar un problema en partes mas simples.

Ejemplo

Una esfera de radio R; y una céscara esférica, de radio interior R, y exterior Rz (no dibujado),
ambas metalicas (zonas grises), forman un capacitor esférico. El espacio entre la esfera y la
cascara estd ocupado por un dieléctrico de permitividad & (zona celeste). Si la esfera es
conectada al borne positivo de una pilaVy, y la cascara al borne negativo de la misma pila,
determinar: los tres vectores eléctricos en las distintas regiones y la capacidad eléctrica del

sistema.
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Primera observacion: los vectores D,EyPestan relacionados entre si por constantes
positivas (ver ecuaciones anteriores); entonces todos tienen la misma direccion y sentido.
El enunciado dice que la esfera estd conectada al

borne positivo de la pila y la cascara al negativo;

entonces el campo eléctrico E apunta de la esfera a

la cascara y lo mimo con Dy P.

El sistema consta de cuatro regiones:
a) r<R;

b) Ri<r<R;

C) Ro<r<Rj

d) Rs<r

Las zonas (a) y (c) son simples, perteneciendo al interior de un metal todos los campos son
nulos. Quedan entonces las zonas (b) y (c).

No calcularemos directamente el campo eléctrico porque necesitamos saber las cargas libres y
las de polarizacion (ecuacion 48) y todavia no las conocemos.

Vamos a comenzar por el desplazamiento y su propiedad fundamental:

qs DedS = o

enc

En linea naranja punteada vemos la superficie de Gauss esférica que hemos tomado para la
zona (b). La carga libre encerrada es la que corresponde a la esfera interior. No conocemos
cuanto vale, pero procederemos como si la supiéramos y le asignamos el valor Q.

La figura muestra las lineas de los campos en rojo, que también pueden representar a la
normal a la superficie de Gauss. Por analisis anteriores sabemos que el campo so6lo depende

de la coordenada radial. Tenemos entonces:
$[D(r)i {dsF]=Q -
S

Al integrar recorremos los elementos de area dS sobre la

superficie de Gauss. Esto lo hacemos recorriendo los dos

angulos (8y @) y manteniendo constante r. Al hacer esto : o

g
nos mantenemos a una distancia fija y, como la N /+ 1 +\\~_
Gausswanf/

\ -Q

surface o -

distribucion de carga es uniforme, todos los valores

angulares son iguales: EI modulo del campo es el mismo
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sobre la superficie de Gauss:

gSS[D(r)F].[dS F]:?[D(r)][ds ]= D(r)gsgds _D(r)4rr” Q

No conocemos aun el valor de Q, pero ya lo encontraremos.

Con la ayuda de (50) tenemos:

E(n=—2 -9

Arer®  Ameyer?

El paso final es reconocer que la circulacion del campo eléctrico entre la cascara y la esfera

debe ser igual al valor de la pila utilizada, es decir:

—?E(r)f-drf:—l}1 Q dr= Q [i—i]:\/p

Ry R, drer’ 4re\ R, R,

dre
Q= T 1 Vp=CVp

R R

Como era de esperar, la capacidad ha aumentado en el factor &

Calculemos la polarizacion. Lo hacemos solo en la zona (b) que es la Unica en la que hay
dieléctrico. Usamos la (44) y la (50).

P(r)=gxE(r)=¢(s -1)E(r)

Este es el modulo de la polarizacion, la direccion y sentido las sabiamos de antes.

¢Qué pasa en la zona (d)? Extendemos la esfera de Gauss para que se encuentre en esa zona.
Notamos que la carga encerrada es cero. Toda la carga positiva de la esfera se cancela con la
negativa de la cascara, entonces el miembro de la derecha de la ley de Gauss es cero. Que una
integral sea nula no garantiza automaticamente que el integrando sea nulo. En nuestro caso,
cuando recorremos la superficie de Gauss el signo del producto escalar entre el campo vy el
elemento de area no cambia. Ahora si podemos decir que el integrando debe ser nulo con lo
gue D(r)=0, asi como los otros vectores.

Sintesis: Al comenzar por el célculo de D bajamos la complejidad del problema porque
separamos, en lo que hace al calculo, las cargas libres de las de polarizacién. Luego

calculamos de manera facil los otros vectores. Son mas pasos, pero cada uno es mas simple.
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3.4 Condiciones de frontera, de contorno o de borde

La ley de Gauss y la condicion de rotor nulo del campo eléctrico no son utiles
solamente para determinar los campos eléctricos generados por distribuciones de carga
conocidas, sino que permiten establecer algunas propiedades de los campos a ambos lados de
una interfaz formada por dos medios de propiedades dieléctricas conocidas. Supongamos que

tenemos dos medios dieléctricos de constantes dieléctricas & y ¢, tal que en la interfaz
(superficie de separacion) hay una densidad de carga libre (superficial) dada por o, (Figura

13). Tomemos un cilindro de altura h mucho menor que su radio R, es decir, h— 0 mas
rapidamente que su radio. Si aplicamos la Ley de Gauss Generalizada, tomando como
superficie cerrada al cilindro, tendremos

§P 5.5 = Gy wsmasasns = [ D85+ [[ DG + [[ B.GS (51)
S A A Sup

lateral

Si se hace tender a cero la altura h (es decir, tomamos un “volumen” infinitesimal alrededor

de la interfaz) podremos considerar que el campo sobre la interfaz es uniforme y vale f)l (con
cualquier direccion y sentido), debajo de la interfaz vale f)z (con cualquier direccién y

sentido) y en la superficie lateral tendrd un valor If),at (con cualquier direccion y sentido).

Consecuentemente,
{pD-dS = [[D,-nds, + [[ B, -n,ds, + T D, - & 27Rdl +Tf>
s A A, 0

-h/2

.6 27Rdl =

lat
(52)
R = 2 R = 2 R ~ = =
=D,-nzR"+D,-n,7zR"+ D, -€zRh+D, -€xRh
Los tercer y cuarto terminos del tercer miembro tenderan mas rapidamente a cero que los dos

primeros y, para un cilindro infinitesimal (h — 0 independientemente de R), valdra

ff5-ds =D, -nR*+D, -n,RR* = (D, -n, + B, -1,)2R’ (53)
S

En consecuencia, de (57) y (59)
ffD5-dS = (D, -, + B, -1,)R* = ;7R (54)

Como—-n, =n, =n, resulta de (60)

(55)

3-18



gg@%&gﬁ.@m FISICA 11 (2008; v.1C2020)  Electricidad y Magnetismo

Universidad de Buenos Aires
Asi, si en una superficie de discontinuidad no hay carga LIBRE, la componente normal del
vector desplazamiento tiene el mismo valor de un lado que del otro. Se dice que se conserva.
Si, en cambio, hay una densidad superficial de carga LIBRE, la situacion sera la de la Figura
14a).

Medio dieléctricol

Medio dieléctrico 2

Fio.13. Condiciones de borde entre dieléctricos

Es decir, nos sera util esta condicion si sabemos que no hay carga LIBRE SUPERFICIAL
porque si sabemos cuanto vale el vector desplazamiento a un lado, ya sabremos cuanto vale
una componente del otro lado. Y mucho mejor seria si el vector desplazamiento tuviera
solamente una componente normal a la interfaz. Bueno, nos ocurrird muchas veces.... Y lo
interesante es que si estamos considerando medios isotropos, lineales y homogéneos, y el

vector desplazamiento tiene solamente componente normal a la interfaz, como D, =D, de la

ec.(50) deducimos que en la interfaz el campo eléctrico solamente tendrd componente normal

y estara relacionado por &E, = &,E, . Es decir, con sélo tener D, y las constantes dieléctricas

sabremos cuanto vale el campo eléctrico a cada lado de la interfaz.

Pero esto no es todo. Ahora veamos si podemos determinar otra propiedad, pero esta vez a

partir de la irrotacionalidad del campo eléctrico. Tomemos una curva cerrada como la de la
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Figura 13 (donde “la altura” h tiende a cero mas rapidamente que las longitudes de la curva

“paralelas” a la interfaz. Calculemos la circulacion del campo eléctrico en un camino cerrado.

qsg.dr=0=<j>*l.d}SBEZ.dQ:El.llnéz.lz(—f) (56)
C | |

donde f es un versor tangencial a la superficie en la direccion de la curva. De la ec. (56) se
deduce que

ElI = EzI (57)
lo que significa que la componente tangencial del campo eléctrico en condiciones

electrostaticas no cambia (ni en modulo ni en sentido) en una interfaz. Dicho de otro modo, la

componente tangencial es continua. Esto estd esquematizado en la Fig.14b), ya que la

componente tangencial de E cuando la normal a la interfaz es el versor X se escribe E x X.

D, Xx—D;-X= o0, E; xxX=E;xX
| E, xx
K;E = €1 b - €1
v-% D, El' _______
oL
> — O, >
| E-,xx
! € .= €2
v ;D> E2 hﬁfifjil

a) b)

w X v
Fig.14.a) Condicion para D normal b) para E tangencial a la interfaz

3.5 Tema especial 4. Buscando la normal adecuada...

El problema que siempre se presenta es que no es facil acordarse cuél es la normal nen una

interfaz. Vamos a tratar de “jugar” con las relaciones entre los campos E, D, P que nos

puede ayudar a dar un cierre a ellos. Por un lado, tenemos la relacion general entre los
vectores desplazamiento eléctrico D, campo eléctrico E y polarizacion eléctrica P
D=¢,E+P (58)
Veamos que obtenemos si tomamos la divergencia de (64)
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V-D=¢V-E+V-P (59)
El miembro de la izquierda de (65) corresponde a V-D=p,,., el primer término del

segundo miembro V-E =% y el segundo V- P = ~ P porarizacion + €S ECIT, Obtenemos

)
,0 = pLibre + ppolarizacion (60)

Ahora hagamos el producto es escalar con la normal a una superficie n(después discutiremos

qué es esta normal)
D-n=¢,E.-Nn+P-n (61)
El primer miembro esta relacionado con o, el primer término del segundo miembro con la

densidad superficial total de carga o y el segundo con o, es decir

O'T :O'l_ +O'P (62)
Como
(D,-D,)-n=0, (63)

Si D,=¢,E,+P y D, =¢,E, +P, tendremos que
(52 - I51)"’7 :50(E2 - El)'ﬁ"‘"(lsz - |31)'ﬁ =0_=07 =0p (64)
Asi el primer término del segundo miembro se podra relacionar con la densidad superficial
total de carga y el segundo con la de polarizacion.
(|32 - |51).ﬁ:—gp (65)
¢Qué significa? Veamos ahora algunos casos particulares en interfaces dieléctrico-conductor

y dieléctrico-dieléctrico para ver como usar las condiciones de contorno

Fin tema especial 4

3.5 Aplicaciones

3.6.1 Ejemplo1l
Consideremos que tenemos una distribucion
esférica de carga p, pero no en el vacio sino

distribuida uniformemente en un cuerpo de material

dieléctrico de constante dieléctrica & (de forma X

Fig.16. Distribucion esférica de

densidad de carga p uniforme
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esférica). Este cuerpo esta en el vacio. Queremos determinar el campo eléctrico en todo el
espacio.
Como siempre, dibujamos un sistema de coordenadas (aunque es indistinto por ahora usar
terna derecha o izquierda debemos acostumbrarnos a usar terna derecha porque cuando
estudiemos el campo magnético no sera lo mismo una que otra). Como siempre plantearemos
el problema viendo si podemos resolverlo a través de la Ley de Gauss y no a través de la Ley
de Coulomb generalizada para medios dieléctricos.
Recordemos: debemos encontrar una superficie cerrada donde podamos conocer la direccion
del campo y que es constante sobre ella. De esta manera, si conocemos la carga encerrada,
podremos calcular el campo a través de la Ley de Gauss. Pero, ¢podemos usar la Ley de
Gauss? (O debemos usar la Ley de Gauss generalizada? Si quisiéramos usar la Ley de Gauss
(“la del campo eléctrico™) deberiamos conocer no solamente las cargas libres (“las que estan
puestas”) sino también las de polarizacién porque la expresion que corresponde es

= & Yowencpors 1
B(E -dS = BT P AV
En principio, el campo Yy el vector desplazamiento podrian depender de las tres coordenadas
(usaremos esféricas) y tener tres componentes (también usaremos las esféricas). Pero,
haciendo los mismos razonamientos que haciamos cuando no habia medio material (una

distribucion esférica de carga con densidad volumétrica uniforme), el campo no puede
depender de ¢ ni de 6. Tampoco puede tener componentes ¢ ni 6 (ver Capitulo I). Tanto E

como D solamente pueden tener componente radial y podrian depender Gnicamente de la
coordenada r. En consecuencia, si tomamos como superficie para aplicar la Ley de Gauss
Generalizada una esfera de radio r centrada en el origen de coordenadas de la Fig.15,
tendremos la seguridad que en todos los puntos de la superficie de la esfera del vector
desplazamiento tendra el mismo modulo y sera paralelo a la normal a la superficie.

Si bien podriamos saber cualitativamente como se acomodan las cargas de polarizacion, no lo
sabemos cuantitativamente. ;Cémo lo podemos saber? Cualitativamente podemos pensar que
si pes uniforme y positivo, las cargas positivas de las moléculas seran repelidas y, en
consecuencia, “tratan de irse lo més lejos posible de la esfera” cargada positivamente y, las
negativas son atraidas. Pero, como no es un material conductor (es decir, los electrones no

pueden moverse libremente, no se independizan las cargas positivas de las negativas) ni las
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cargas pueden escaparse de la esfera, habrd una densidad neta positiva de carga en la
superficie de la misma.
Pasemos al calculo y comprobemos nuestro razonamiento.
Consideraremos la zona | (interior a la esfera; r<R) y la zona Il (el vacio, r>R) y usemos
ec.(54)

e Zonal

ﬁ D-dS = Qiibreenc. pors = jzﬁ.p"bredv
s

v(s)
donde S serd una esfera de radio r concéntrica a la distribucién de cargas. La carga libre

encerrada en dicha superficie sera la parte proporcional de carga que corresponda, es decir,

3
= pY%rr’ :Qr—3 (siendo Q la carga total libre en la esfera) porque p es uniforme
R

qencerrada

(¢ Cual seria si p dependiera de r? ¢Se podria calcular el vector desplazamiento a través de la

Ley de Gauss generalizada?). Sobre la superficie de la esfera D = D(r)ér y

g re
<ﬂ> D.dS = D(r)4zr* =Q— de lo que se deduce que D(r) _Q L para r<R
S R® 4z R®

e Zonall
En este caso para cualquier superficie esférica con r>R, la carga encerrada serda Q y
_Q1

D(r
() 47 r?

Como la constante dieléctrica del material es ¢ y la de afuera es gy y como D = ¢E

Q—rgér r<r Q—raér r<Rr
- Ar R N 4reR
D(r) = E(F) =
Qzér r>R Q =€, >R
Ay Argy 1

También podemos calcular el vector polarizacién, ya

que de (51) P =D —¢,E . Se tiene, entonces,

El vector polarizacion tiene, entonces sentido radial

Como va de cargas negativas a positivas, las

Fig.16. Dipolos en una geometria

esférica 3-23
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moléculas se alinean como indica la Fig. 16. ¢;Qué significa el cero en la polarizacion? El
resultado es correcto porque en r>R hay vacio y, por lo tanto, no hay moléculas. También
vemos que, la componente normal del vector desplazamiento se conserva en la interfaz (lo
que esta bien porque no hay carga superficial libre en ella). Es decir, de (61) se obtiene
(D,-D,)-& =0, =0

¢Cuanto vale la densidad superficial de carga de polarizacion? ;Qué normal tomamos? ¢;La
exterior o la interior? La respuesta es la exterior (aunque deberemos tener cuidado si en lugar

de vacio hay otro material) Entonces

3.6.2 Conductor cargado-dieléctrico descargado-vacio

Consideremos un conductor esférico de radio R; cargado con una carga Qy rodeado de un

dieléctrico de constante dieléctrica ¢

onductor La densidad de carga libre en la superficie del
conductor es: o, = Q =)
47R,

Si o, es positivo, los dipolos permanentes o

inducido se acomodaran de forma tal que aparecera

gy una densidad superficial de carga inducida negativa

o, en Ry (del lado del dieléctrico) y otra positiva o,

en R, (del lado del dieléctrico). En el vacio no hay

Fig.17.Conductor cargado- materia y no habra nada que se polarice.
dieléctrico descargado-vacio Resolvamos analiticamente. A partir de la Ley de
Gauss generalizada y teniendo en cuenta la simetria del problema (ya discutida ampliamente

en el apunte de Electrostatica), se obtiene

0 r<R; 0 r<R,

- Q 1._ RZ _ o Q 1_ 1 RZ_
D(r): Er_ger:O-Lr_;er R2>r>Rl E(r): 4_7Z'gr_zer:;O-Lr_§er R2>r>Rl

1 RZ _ R2
g_zer:gl__;er r>R, Q izé = ! o, éér r>R,

Adrr r Az, v & r
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0 r<Rr;

5 (7 Qle—&) 1, _(e-5) R,
P(F) = — 6 = —€ R,>r>R
() 472'8 rz r c GL rz r 2 1
0 r>R,

Como era de esperar, en Rzel vector desplazamiento no se ve alterado, ya que es normal a la
superficie de separacion y no hay carga libre superficial en esa interfaz. En cambio, en R; hay
densidad superficial de carga libre y el vector desplazamiento no sera continuo pues.

(D, —D,)-n =0, . Aca sabemos que o, >0. Si 1 es el conductor y 2 el dieléctrico, D, =0 y
I52 apunta en la direccion de€,. Entonces la normal debe tener el sentido de € para que

o, >0 (es decir, es el normal exterior a la superficie esférica). Como D,=E, =P =0 , de

(70) resulta que en la interfaz

&
=0 _ 20 >0
r=R; E

¢ Qué significa ap|r:R >0? Como el signo habia sido puesto arbitrariamente en ec.(26), se

=P, -n
O-P|r=R1 2

debe interpretar que la densidad superficial de polarizacion en R; es negativa (como se habia

deducido “conceptualmente”). En la segunda interfaz (es decir en la interfaz dieléctrico-
vacio), tendremos P, =0 aunque D, = E, #0y

2
I—GLR—l( —ij<0

r=R, R22

GP|r:R2 - _Pl n

Lo que significa que en la superficie interior de la esfera dieléctrica en r=R; la densidad de

carga superficial de polarizacion es positiva.

3.6.3 Conductor cargado —dieléctrico descargado-dieléctrico descargado-vacio

La resolucion de este problema es analoga a la del problema anterior en cuanto a la obtencién
de los campos eléctricos, vectores desplazamiento y vectores polarizacion. El problema que
aqui se presenta es que, en principio, podriamos decir que en R; (en el dieléctrico), la
densidad de carga superficial de polarizacion sera negativa si o, >0, en Ry(pero dentro del
dieléctrico 1) la carga superficial de polarizacion sera positiva; en Rp(pero dentro del
dieléctrico 2) la carga superficial de polarizacion serd negativa; y en Rs(pero dentro del
dieléctrico 3) la carga superficial de polarizacion sera positiva; y en Rz(pero en el vacio) la

carga superficial de polarizacion sera nula.
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Pero ;cémo serd la densidad de carga neta de

polarizacién en R,? ¢ Positiva 0 negativa?

& En este caso deberemos aplicar con cuidado (71).
Si tomamos como n a &, P correspondera al
vector polarizacion en el medio con constante
dieléctrica &, y P, correspondera al vector
polarizacion en el medio con constante dieléctrica
Fig.18. Conductor cargado, A
dieléctrico descargado-dieléctrico
descargado-vacio
0 s R
Q 1. .
4——2er=O'|_—zer R2>r>R1
Tr r
Tendremos D(F) = 1 R?
42—2(5, =0, —5€ Ry>r>R,
Trr r
il R? _
%r—zer=0'|_r—]2'r r>R3
0 r<R,
1 s RS
Q —€ =—0_—€ R,>r>R
drg, v i
E(F) = 1 1 R’
4Q &, = Sl SCE> | > R,
zE, ¥ g r
11 R _
e Rt LI
0 0
0 r<R,
g —-&)1 _ £ —& RZ _
Q(4l 0)_2er :( 1 O)O_L_;er R2 >r>R1
B(F) = V7 & r
g,—&)1 _ (g -¢ R? _
Q(4;'g O)r—zer—( 25 O)O-Lr_;er R3>r>R2
2 2
0 r>R,

(BB )nooy = )y Ems),
&

&
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Si o,>0y ¢, >gresulta o, <0, lo que significa que la densidad superficial neta es

negativa. Esto se entiende de la siguiente manera: si la densidad superficial neta es negativa,
hay mas cargas negativas (del lado del dieléctrico 2) que positivas (del lado del dieléctrico 1),
lo que significa que el dieléctrico 2 “se pudo” polarizar mas (y eso es lo que significa tener

una constante dieléctrica mayor). Tarea: considerar los otros casos (respecto al signo de o )y

distinta relacion de constantes dieléctricas.

3.6  Sistemas con mas de un capacitor

Sistemas eléctricos y electronicos utilizan capacitores con objetivos mas amplios que los que
mencionamos en un capitulo previo (memorias de computadora y pantalla tactil).

De los infinitos casos que podemos tratar hay dos que, por la frecuencia de utilizacion y, por
los conceptos subyacentes, resultan interesantes de presentar para construir sistemas mas

complejos.

Primer ejemplo

Consideramos el sistema formado por tres capacitoresC,, C,, C3 cuyas placas superiores estan
unidas entre si por conductores (trazo negro). Lo mismo ocurre con las placas inferiores.
Suponemos que inicialmente los capacitores se encuentran descargados. Al cerrar la llave la

pila transferira cargas de forma tal que los capacitores se cargan con la polaridad indicada.

./ e o
L
S L - S
P J— — m—
C 1 C 2 C 3
& ® 5

Nos preguntamos que cantidad de carga ha transferido la pila una vez que se ha alcanzado el
equilibrio.

Movamos una hipotética carga de prueba desde el terminal positivo de la pila hasta cualquiera
de las placas cargadas positivamente. Notamos que no hacemos trabajo porque nos

desplazamos dentro de un metal en condiciones electrostaticas. Lo mismo podemos decir si
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vamos desde el borne negativo de la pila hasta una de las placas negativas. Concluimos que la
diferencia de potencial entre las placas de cualquiera de los capacitores es igual a V.
Aplicamos la relacion entre carga, capacidad y diferencia de potencial para cada uno de los
capacitores:

Q1=C1Vp

Q2=C,V,

Q3=CsV,

Q1+Q2+Q3=Quot=(C1+C2:+C3)Vp

La cantidad total de carga que ha transferido la pila es la suma de las cargas entregadas a cada
capacitor. Visto desde el lado de la pila, todo lo encerrado dentro de la caja roja equivale a un
capacitor igual a la suma de los tres considerados. Es como si tuviéramos un capacitor mas
grande. Es fécil generalizar el ejemplo para cualquier nimero de capacitores.

Esta configuracién de capacitores suele llamarse...

Segundo ejemplo
Ahora, la placa inferior de C; estad conectada a la superior deC, y la inferior deC,, a la

superior deCs. Hacemos la misma pregunta que en el primer ejemplo.

N _
Ql +
Cl1 —— Vi
[ &
1 +
Vo = 2 = |V2
[ ]
| #
+
c3 '—— 1.,.-'3
M o

Este ejemplo es mas dificil que el anterior porque hay temas a discutir.
La placa superior del uno toma carga positiva y la inferior del tres negativa por como estan
conectados a la pila. Los electrones contenidos dentro de la region verde se mueven hacia la

placa inferior del dos porque son atraidos por la placa superior del uno. De forma similar, la
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placa superior del tres queda con carga positiva. Sean Qs las cargas de las placas superiores y
Qi las de las inferiores.
Como la pila solo transfiere cargas tenemos: Qs;=-Qjs.
Las placas dentro de la zona verde estaban inicialmente descargadas; como no intercambiaron
carga con ningun otro objeto, el conjunto debe permanecer neutro:Qs,=-Qj;. Lo mismo ocurre
con las placas dentro de la zona violeta: Qs3=-Qi..
Ademas, estas cargas deben satisfacer que el campo eléctrico en el interior de los metales sea
nulo; esto se consigue si, y solo si, son todas iguales en mddulo (verificarlo).
En sintesis, los mddulos de las cargas de todas las placas son iguales y la Ilamamos
simplemente Q.
Ahora calcularemos la diferencia de potencial entre el punto N (final) y el M (inicial),

aplicando la relacién entre carga, capacidad y diferencia de potencial y recordando que las
tres variables son definidas positivas (el signo lo ponemos mirando el sentido de E y dI :

1 1 1
v, :V(N)—V(M):C2+§+§:Q(E+C_+C_j

1
(11 1 =Q
Cl CZ C2

Es facil generalizar esta expresion para cualquier nimero de capacitores.

\Y

Visto desde el lado de la pila, todo lo encerrado dentro de la caja roja equivale a un extrafio

capacitor cuyo valor, para el caso de tener N capacitores es:

Esta configuracion de capacitores suele llamarse...

Tema especial 5. APENDICE: El dipolo puntual

Un dipolo eléctrico puntual consiste en un par de cargas puntuales de la misma
magnitud q y distinto signo, separadas una distancia que llamaremos & (usualmente se
considera pequefia aunque no sepamos bien qué es para nosotros “pequefia” por ahora). A
esta distribucion de cargas se la Illama también “electrete™.

¢Por qué puede ser de interés dedicarle tiempo a un dipolo eléctrico? Porque sirve para

explicar cdmo se comportan los materiales cuando estan inmersos en campos eléctricos
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estaticos. Por otra parte, si un dipolo oscila en el tiempo podremos tener una antena. Pero esto
es mucho mas complicado y no esta dentro de los alcances de esta materia.
Cuando se calcula el campo producido por un conjunto de cargas discretas, el

problema que se les presenta (después de comprender qué significa el Principio de

Superposicion) es  mas geométrico Yy
algebraico que conceptual. La situacion en
este caso seria la siguiente: dos cargas q Yy -q
separadas una cierta distancia & generan

campo eléctrico en todos los puntos del

espacio, que, en forma genérica, designamos Xq

con la letra A. Parece muy sencillo escribir el campo generado por ambas cargas, ya que

sabemos cuél es el campo generado en todo el espacio por una carga puntual q;si la carga esta

ubicada en el origen de coordenadas
= 1 r 1 €,
E ( I‘) = O —3= 0, |rz

4re, |F|3 4re, |F

@D

donde € es el versor radial en coordenadas esféricas (es decir, une el origen de coordenadas

:
con el punto donde se estd calculando el campo). Asi tendremos que el campo eléctrico

generado en el punto A por las cargas q y —q sera

i 1 €, _ —_ 1 _ 1 r
)_ q : 9=z Y E,q(rfq)_ (_q) rq|3 (_q) 3

4re, |r|3 4re, |r
q q

Ey

a

respectivamente.

Al campo eléctrico total podriamos escribirlo como

- 1 & 1 €
E; (A)=——q—5+—(-0)

4re, |r 47,
q

Observen que puse “A” porque no podria

haber puesto ni T, ni I, porque “se miden” desde

lugares diferentes. Como siempre debemos elegir
un sistema de coordenadas comudn a ambas cargas

para que el punto A esté caracterizado por solo 3

coordenadas. Lo primero que hay que observar es 7

que el sistema tiene simetria de revolucion d
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alrededor del eje que une a las cargas. De esta manera, resolviendo el problema en un plano,
facilmente se podra extender a todo el espacio. Ya que esto corresponde a lo que se llama
simetria cilindrica, elegiremos el eje de coordenadas z coincidente con el eje de simetria. Si,
ademas, el origen del sistema de coordenadas se pone a mitad de distancia de las cargas, la
expresion del campo va a resultar muy simétrica. Pero no es imprescindible.
Escribamos el campo generado por cada carga en cualquier punto del plano yz

(Observar que las dos figuras se pueden relacionar por =T, +T,'=T  +T ")

E(Oyz): 1 : e - 1 q(yé +zé) ( 52) 1 y(§y+(z+54)éZ
R S R P N PR
- (Oyz):(_q) Pt 1 ] ye + 26, ( (y) - ] yéy+(z—%)éz
g\ 4re, |f"—r_q'|3 4re, |:y2 (Z—%)2:|A 472'80 [y%(z-%ﬂ%
En consecuencia el campo generado por el dipolo en el plano yzresulta

B ye, +(z+9/)e,  ye, +(z2-9/)e
E(O,y,z)=41 q| — ( AZ)%— - ( AZ)%

) [ -2

Si queremos extenderlo a todo el espacio se puede pensar de dos maneras:

1. Como la coordenada x juega el mismo papel que lay, podemos extender a
1 xéx+yéy+(z+54)éZ xéx+yéy+(z—3%)éZ
q 3/ 3

27% 27%

4re, [X2+y2+(z+%)}2 |:X2+y2+(2—%)}2

Conviene escribir las componentes cartesianas del campo para poder observar mejor la

E(x,y,2)=

dependencia con las coordenadas

E, (x,y,2)= ! qx ! - 1

Are, [><2+y2 +(Z+%ﬂ% [szz +(Z_%)2J
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1 1

1
E,(x,y,2)= qy

Are, {X2+y2+(2+%ﬂ%_{X2+y2+(z_%ﬂ
(+3) (2-%)

%

E,(x.y.2)= ! q
A % %
47, [x2+y2+(z+%)2} i [x2+y2+(z—%)2} i
2. Para pasar del plano yz a todo el espacio, se puede transformar la coordenaday

en la radial de cilindricas de nuestro sistema de coordenadas. Es decir, pasamos de

£(0,y,2)=— g y§y+(2+%)é; . y§y+(z—%)é;
= [y2+(z+%ﬂé [y2+(z—%)zr_

¢ (o) -g| L 02 ezl
e et

Ahora vamos a tratar de estudiar el comportamiento del campo eléctrico para ver si
podemos hacer un esquema cualitativo de las lineas de campo (Recuerden que el campo
eléctrico en un punto del espacio es tangente a la linea de campo en ese punto). Como existe
simetria de revolucion alrededor del eje z, estudiaremos el campo en el plano yz i.e.en x=0.

Resulta, entonces

E.(0,y,z)=0

1
E, (0,y,z)= _
Y( y2) 47[goqy ] 8 5 % %
y +(z+ 2)
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Es decir, el campo eléctrico en un punto del plano solo tiene componentes en el plano
(determinado por las cargas y el punto). Determinar los valores del campo en distintos puntos

es una tarea sencilla. No asi dibujar las lineas de campo. Por suerte, hay programas que lo
pueden hacer (algunos solo aproximadamente como el FEMM).

En particular, a lo largo del eje y (i.e. en x=z=0) el campo eléctrico
solamente tiene componente z ya que

E,(0,y,0)=0
E, (0,y,0)=0

1 5
E,(0.,y.0)=——q

AR

Sobre el eje z, vale y=0 por lo que el campo tiene solo componente z
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o0 tg 0 () | (Y (%)

- - 3

N (R NN I

1 sgn(z+%)_sgn(z—%)
4re, ‘z+%2 ‘z—%2

Analicemos qué pasa para las “3 zonas”. Siz > fy , sgn(z +%) y sgn(z —%)son positivos,

por lo que E,<O0. Si z<—5/, sgn(z+%)y sgn(z—%)son negativos y E, <0

o

(probarlo). Si % >7>-9 E, >0 (probarlo). Hint: consideren z = i§§ yz=0,£—.

2 H
De estas expresiones es facil deducir que para puntos del espacio a lo largo de la

mediatriz y alejados del dipolo (i.e. y >>d) el campo disminuye como %3. Por la simetria

de revolucién el mismo resultado corresponde a cualquier punto alejado del dipolo sobre el
plano xy. Analicemos ahora cual es la dependencia del campo con la distancia al dipolo

cuando se considera un punto sobre el eje z (i.e. x=y=0)

(“%) (Z‘%) 1 1 1

E,(0,0,z)= 1 q —

N [ R Y R (e e

Como para z>>0

1 1 1,
(z J_r%)z ) z* (11 522)2 :¥(1+A)
el campo eléctrico resulta
1 2

45—
bre, 17°

E,(0,0,z)=-

Es decir, que alejandonos del dipolo a lo largo de los ejes x, yoz el campo eléctrico
tiene una dependencia de la inversa del cubo de la distancia. Por supuesto, si nos alejamos
mas (limite para distancia tendiendo a infinito) el campo tiende a cero (lo que es l6gico ya que

desde lejos las dos cargas se ven como una particula de carga nula).
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El hacer un célculo méas formal

requiere de algunos conocimientos de geometria y

recordar ciertas aproximaciones que usaron en Interferencia (experiencia de Young, la doble

rendija).

En el esquema, si el punto donde se calculara el
campo eléctrico o la diferencia de potencial respecto
de otro punto esta muy alejado de ambas cargas, la

distancia r,—r, se puede aproximar a la distancia

entre la carga q y el punto P.

Es decir, cosg= q;rzl La diferencia de

potencial respecto del infinito®, se puede escribir

como
AV:L 11 __ a4 n-n__4q 5CoS@
Ame\6, ) dme, nf,  dmg,
Como
E:—?V:_a_vé _la_vé — q 25C§)S¢)ér+5s|?(pé b
or r op % 4re, r r [
go 1 .. L.
= —| 2Cc0S @€, +Sin e
Are, r3[ e 4 (/J]

Es decir, el campo eléctrico lejos del dipolo varia como %3 y depende del producto

gd. A este producto se lo denomina momento dipolar eléctrico. Se lo define como un vector

en la direccién de la recta que une a las cargas y cuyo sentido esta determinado desde la carga

negativa hacia la positiva (sentido contrario a un campo eléctrico). Asi, en nuestro caso

P=qs (_éZ)

Més adelante, definiremos el equivalente para campos magnéticos.

Fin tema especial 5.

*Ver Capitulo 1
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Observacion: parte de los temas tratados en este Capitulo comenzaron a ser

desarrollados en los capitulos anteriores. Vamos a ampliar el concepto de Energia del
Campo Electrostatico para aplicarlo no solamente en el vacio sino también en medios

materiales.
4.1 Trabajo y variacion de energia potencial. Analogias y diferencias entre

el campo gravitatorio y el electrostatico

¢Cual es el interés en calcular campos eléctricos? Los campos eléctricos nos
determinan las fuerzas que “sufren” las cargas; con fuerzas se pueden mover cargas y el
movimiento de cargas nos puede traer beneficios si logramos hacerlo en forma “ordenada”:
podremos generar corrientes y hacer funcionar una cafetera, una computadora o un avion....
Asi, al mover cargas de manera adecuada podremos acumular energia y luego utilizarla con
fines determinados. Vamos a empezar viendo si hay energia acumulada al armar un sistema
de cargas. Intuitivamente... si tenemos una carga (por ejemplo, positiva) en un lugar del
espacio y otra carga positiva muy alejada, debemos hacer un trabajo para acercarlas
(venciendo la fuerza de repulsion). Pero con esto no sabemos qué y cuanto se acumulo.

Como en el caso de Mecanica, muchos problemas se pueden simplificar notablemente
si se usan consideraciones energéticas. Es por ello que vamos a ve qué se puede hacer en
situaciones electrostaticas. Vamos a ir por pasos. Supongamos que en algun lugar del espacio
tenemos una carga aislada (es decir, no sufre interaccion con otras cargas) y la llevamos hasta
un punto del espacio. Para ello no deberemos hacer ningln trabajo ya que no acttan fuerzas
eléctricas sobre ella (y desde ya desprecidbamos las gravitatorias). Esta carga queda “pegada”

A en ese lugar del espacio, estd y estara
siempre estatica... Pero ahora, para traer
otra carga positiva Qg.desde muy lejos

(desde un lugar donde no hay otras cargas)

X
0, 22 e deberemos hacer un trabajo. Supongamos
Vi .

Xy < que la traemos por un camino C de forma
tal que no se acelere i.e. lo hacemos en una
Fig.1.Dos cargas en el espacio separadas forma tan lenta que la velocidad de la
una distancia xo carga sera casi nula. Para ello debemos

aplicarle en todo instante una fuerza igual
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y contraria a la que la carga g; le ejerce. En consecuencia, Fijica =—F,, Y

Xo

_ IE . d)_( _ - qqu
realizado G1 sobre 92 -

por mi mano oy 472'6'0

Xo

[ ox g de="102 SN

‘x: Arg, X,

W

Este es el trabajo realizado sobre el sistema para tener separadas las dos cargas una
distancia Xo. Pero... ;depende del camino? Es muy facil verlo en este caso. Tomamos una

capita esférica y un camino arbitrario para traer a g,. En la capita el campo generado por

sera qu y la fuerza sobre q sera Ifqﬁqz. El diferencial de trabajo para trasladar la carga q.
estara dado por F,_,, -dl .

Como la fuerza es radial, al hacer el producto escalar “se proyecta” el di sobre la
direccién radial. Y, como ademas, la fuerza solamente depende de la distancia, el trabajo sera
independiente del camino. ¢Sucede lo mismo si en lugar de una carga Q:Se tiene una
distribucion de cargas? En virtud del Principio de Superposicion, lo que surge para una carga
puede ser extendido a muchas cargas. En consecuencia, el trabajo para llevar en forma
cuasiestatica una carga puntual de un lado al otro del espacio en presencia de otras cargas es
independiente del camino, i.e. la fuerza electrostatica es conservativa. Hay otra forma de verlo

matematicamente a través del rotor de la fuerza electrostatica.

Fig.2.Esquema del movimiento de una
carga por una trayectoria arbitraria

ComoF, = %%

F,=F,=0(2
47zeoryg »=00)

El rotor en coordenadas esféricas resulta para r #0



? FACULTAD o _
‘ DE INGENIERIA FISICA Il (2008; v.1C2020) Electricidad y Magnetismo

Universidad de Buenos Aires

rot(ﬁ)_;{_(sm((p F)—i} F+£{ 1 8Fr_a(ng)} 5+
r sin(e) [ op 00 r|sin(p) 60 00
1{6(@) d Fr)}
+= —

r

or op

3)
6 =0

con lo que comprobamos que el rotor es nulo. En consecuencia, la fuerza electrostatica es
conservativa. (Por extension, y dada la proporcionalidad de la fuerza con el campo eléctrico,
se dice que el campo electrostatico es conservativo).

Analogamente, habra una energia potencial electrostatica producto del trabajo
realizado para desplazarla en contra de las fuerzas eléctricas. Como

AE = AE_ +AU =W =W ~W

todasl las fzas

Fzas no conservativas Fuerzas Conservativas ! (4)

la variacién de energia se refiere a la variacion del sistema y el trabajo al trabajo realizado por

las fuerzas sobre el sistema (que en nuestro caso es el sistema q; qy)

B

B
AU = _Wansconservativass = realizado por — J‘ 9,0, = _qZJ- qu j dl (5)
A

sobreq; nosotros A
Se dice que el trabajo realizado por el campo es igual a menos la variacion de

energia potencial del sistema W -AU

realizado por —
el campo

Pregunta: ¢Cuanto vale el trabajo de todas las fuerzas? Si la variacion de energia
cinética es nula, ¢cual es la fuerza no conservativa que hace trabajo y que provoca
variacion de la energia total del sistema?

De esta manera obtenemos que al armar una distribucion de cargas tendremos energia
disponible para ser utilizada en mejor ocasion. Esto es formalmente idéntico a lo obtenido

para el campo gravitatorio.

4 Sabemos que la energia potencial
hy looeomemeee m gravitatoria proviene de “levantar”  un
| \lfg cuerpo. l.e. del trabajo contra las fuerzas
"\\,) gravitatorias. El trabajo que mi mano debe
‘/“‘) realizar para llevar a la masa m desde una
My g Q altura h; hasta h; es
———————————— ) . "
- > Wrealize}do =_J. Iftierrasobrem' dy = J. =
pormimano .
Fig.3.Desplazando una masa desde (6)
h, hasta h;
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Y el trabajo realizado por el campo gravitatorio es (lo hacemos aunque es reiterativo
para que vean que no cambiamos nada excepto la aplicacion del principio de accion y
reaccion):

h, Xo h,
Wrealizado = +.[ I:tierrasobrem ’ dy = J. Fg ’ éydy = mg J- (_éy) ) dy é’y = _mg (h2 - hl) =-AU (7)
hy © hy

por el campo

Y este trabajo solamente depende de los puntos inicial y final, y no de la trayectoria.
Debemos notar que la fuerza gravitatoria siempre es de
atraccion, mientras que la electrostatica es de atraccion
en el caso en que las cargas sean de naturaleza diferente

(es decir, de signo contrario)

De Fisica | sabemos que
AE = AE + AU =V\/ans no conservativas =vszasTotales _Wansconservativas (8)

donde la variacion de energia se refiere a la variacion

. . . i Fig.4desplazando una
del sistema y el trabajo al trabajo realizado por las carga en elcampo E desde

infinito hasta A

fuerzas sobre el sistema.

Resumiendo...Si existe un campo eléctrico en el espacio E (producido ya no por la carga
puntual g; sino por un conjunto o distribucion de cargas) y traemos cuasiestaticamente una
carga de prueba (positiva por convencion) qo desde el infinito hasta un punto A, el trabajo
realizado por nosotros sera

A
1) Wrealizado por = _J- qo E-dl (9)

nosotros

pues actla una fuerza qOE sobre qo y debemos aplicar una fuerza igual y contraria en cada

punto para llevarla hasta A.

2)\Nrealizado por = AU (10)
nosotros
A — —
3)Wrealizrsldo por — +J.q0 E-dl = _Wrealizado por =-AU (11)
el el campo el nosotros
A = —
Entonces AU = —J'qOE I (12)

o0

Si consideramos llevar la carga de prueba desde A hasta B tendremos que

4-5
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AU :U(B)—U(A):j"dU =

)>'—.UJ

TE I (13)

Como se ve claramente, la variacion de energia potencial del sistema de cargas al
llevar la carga de prueba go desde A hasta B es directamente proporcional a go. Habiamos
definido el trabajo realizado (o a realizar) por nosotros por unidad de carga, i.e. definimos la

diferencia de potencial entre los puntos A 'y B como

Wreallzado B
por nosotros —V (B) _V (A) J‘dv _ J‘ 14)
qO A

Lo que nos tiene que quedar muy claro es que el potencial eléctrico “no existe” de la
misma manera que no existe la energia potencial
eléctrica ni la gravitatoria. Lo que tiene sentido es
“la diferencia de potencial” Es decir, existe la
funcién potencial que es una funcién matematica a

la que le asignaremos sentido fisico si tenemos en

cuenta que siempre nos referiremos a una diferencia

de potencial.

Veamos otro ejemplo: mover una carga de prueba en un

campo generado por una carga g;>0. Fig.5.movimiento de una carga ¢
desde A hasta B

A

Wrealizado por = +I qO E . dl = Wreallzado por

el el campo o nosotros

— AU (15)

En nuestro caso (ver figura) elegimos ' =0 En consecuencia, la diferencia de energia potencial entre

B (punto final) y A (punto inicial) estard dado por

B = B B
U =—q [ L-df=—q0[ oA L-dr——oj q_dr _

a4z, |F3| A 4rns, |F3| B a4, |F|2
% POr GG ET_ 0 [1_1}
P _

4re, A|r| Arey ¥ Ia  Ameg\ 1y Ty

Esto significa que si el punto A estd mas alejado que el punto B de la carga que produce el campo, la

(16)

diferencia de energia potencial sera positiva. Lo cual es correcto porque hariamos un trabajo para traer

una carga positiva. Si, en particular, el punto inicial de la carga de prueba es el infinito, tendremos

4-6
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(% 1 ., _ (%0 dr

AU = - 3 2
© 4re, |r| © 4re, |r| an
_p 9% 1T 8% L gy g
Arey 1 4reg, Iy

Podemos darle un valor arbitrario al valor de la energia potencial en el infinito: cero, 21J 0 —3J. No

importal!Lo importante es la diferencia!!!

4.2  Energia de una distribucidn discreta de cargas en vacio

Una distribucion cualquiera de cargas eléctricas tiene una cierta cantidad de energia
asociada. Esto es particularmente facil de ver en el caso de contar con N cargas Q; ubicadas en

las posiciones f.. Consideramos que este sistema es armado trayendo sucesivamente cada una

de las cargas desde una distancia muy grande. Asi, para traer la primera no efectuamos trabajo
alguno dado que sobre la misma no acttan fuerzas eléctricas. Luego, para poner la segunda
carga en su posicion final debemos hacer un trabajo Wis.

1 Q0Q, (18)

4re, |F12|

12 =

Observemos que el trabajo para traer una cualquiera de las cargas cuando esta la otra

es independiente del orden y que |Q1| es “el potencial” creado en la posicién 2 por la
dre, |1,
carga 1, i.e. V;. Entonces
1 1
Wy, =—— Qin = Q1V2 In Q2V1 = _(lez 0 QZVl) (19)
4rg, |7y 2

Si ahora movemos imaginariamente la tercera carga podemos calcular el trabajo

realizado computando los términos entre la carga 1 y la 3 y luego entre la 2 y la 3.

1 QQ, 1 Q,Q,
W, =—— W 2
1 Are, |F13| ® = 472'80 |r23| (20)

Podemos continuar asi con las demas cargas hasta haber conformado toda la
distribucion de cargas. La cantidad total de trabajo realizado (y por lo tanto la energia
almacenada) es simplemente la suma de los términos anteriormente mencionados.

1 QQ 1 QQ;

We S T el

Todos 4'72-‘90 ‘rlj‘ 4'72-‘6"0 ‘rll‘
los pares

I # ] (21)

4-7
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En la ultima expresion incluimos el factor % para evitar contabilizar dos veces el
mismo término al recorrer las sumatorias todos los valores de i y j.

Por otra parte, habiamos visto que si teniamos N cargas en el espacio

V.

sistema (rl ) =

Z Q——(22)

Are, i |ri rJ|
En consecuencia

1QQ 1

W = :—ZQV(r)(ZS)

i<j 471'50 |I’”|
Es decir, sabiendo “el potencial” que genera la distribucion de N-1 cargas restantes
sobre cada carga, podemos saber el trabajo total realizado para armar nuestra distribucién de

N cargas. En esta expresion V () es el potencial que “ve” cada carga Q;

4.3 Energia de una distribucién continua de cargas en vacio

Cuando tenemos una distribucion continua de cargas las sumas anteriores deben ser
reemplazadas por integrales. Asi, si consideramos que cada elemento de volumen dv tiene

una cantidad de carga dQ=pdv obtenemos:

1 1)p
W== j p()()dvdv (24)
2 Todo 72.80 | r12|
el espacio
donde tenemos ahora dos integrales que recorren toda la distribucion de cargas (por eso
mantenemos el factor ¥z al comienzo).
Si nos concentramos en la integral sobre dv, observamos lo siguiente:

LZzolv2 =V (1) (25)
4re, |r12 |

Observamos que la misma devuelve el potencial generado en la posicion 1 por toda la

distribucion 2, por lo que podemos reducir la expresion (5) a:
1
W =—[ oV @)dv, (26)

El uso del subindice para indicar la region es entonces innecesario puesto que no

quedan variables de la region 2 en la expresion. Entonces reducimos a:

W = %Jdev

4-8
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Esta es la relacién final que nos permite computar la cantidad de energia almacenada
en el sistema. Es decir, vamos incrementando la carga en un &g con lo que el trabajo se
incrementara en 8q V
Este “trabajo por unidad de carga” cuando pasamos al continuo resulta

\Y =d—Ude forma tal que '[dU :IV dq (28)
dq

4.4 Un ejemplo para introducir la densidad de energia electrostatica

De los muchos ejemplos que podemos dar para aplicar esta expresion tomamos el caso
simple de un capacitor de placas paralelas de area A, separacion d y conectado a una pila de
valor V,. Si asignamos a la placa negativa el potencial de referencia nulo, entonces la otra se

encuentra a un potencial Vpy la cantidad de energia almacenada es:

1 1 1
W = Ej,oVolv = Evpj,oolv = %va =50V (29)

donde C es la capacidad.
Introducimos ahora el concepto de densidad de energia u como la cantidad de energia
dW almacenada por unidad de volumen dv, es decir:

_aw
dv

En el sistema MKS la densidad de energia se mide en J/m?®.

u (30)

En nuestro ejemplo esta cantidad es muy facil de calcular puesto que todas las
magnitudes son uniformes asi que el computo se reduce a dividir la cantidad de energia

almacenada por el volumen.

2QV \Y \Y =
=ﬂ=]/ QVy zlg_P_lg_pzl‘DHE (31)
v Ad 2Ad 2 d 2
gA
2 7 2 2
_uU _1i¢v :E_dv_zlgv_zziggzzi‘DHE‘(;gg)
Ad 2 Ad 2 A d 2 2 2

En esta ultima expresion recordamos que la razon de la carga Q almacenada en una
placa al area A de la misma es la densidad superficial de carga o y que ésta coincide con el

modulo del vector desplazamiento D . Asimismo recordamos que la razon de la diferencia de

4-9
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potencial entre placas V, a la distancia d entre las mismas coincide con el moédulo del campo
eléctrico E.

Vemos que, al menos en este caso simple, pudimos reducir el calculo de la densidad
de energia almacenada a una expresion simple en los campos D y E .

Por supuesto que nada sabemos de la generalidad de la expresion anterior y debemos
hacer una demostracibn mas cuidadosa antes de aplicarla a otros casos, por lo que
procederemos con mas cuidado.

En el caso del capacitor esférico, el volumen involucrado es el que hay entre los

conductores, es decir, %(Rf -R)y

_ 2
AU = iCV2 2147&90 RiR, & N ) e (33)
2 2 R, -R, \47e, RR 8re, RR,

Sin embargo, la densidad de energia no se puede calcular como AU /4—”(R§’—Rf’)
3

pues resulta no uniforme. Observemos lo siguiente:
Si consideramos, en cambio, que, como en el caso del capacitor de placas plano-

paralelas, la densidad volumétrica de energia potencial es

1 1 0 : 1
u=—gE’==¢g AL —Q——e integramos en el volumen, tendremos
2 2 | dng, r? 2. (47[) o

o= wov= o _4 =0 [ Lar =L R R gy

todo el todo el 71'50 todoel I 872'50 R R
espacio espacno espacio

que coincide con el calculado a través de la expresion de la capacidad.

45 Una aproximacion mas formal al cémputo de la densidad de energia®

Recordemos la forma integral del teorema de Gauss:

D-dS =Q (35)
i

que llevado a su forma diferencial es:

V-D=p (36)

Utilizamos esta Gltima forma para computar nuevamente la energia del sistema:

4-10
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W :%_[dev :%J’(v- B v (37)

\

Una identidad util del analisis vectorial es la siguiente. Dada una funcion escalar ¢ y

una vectorial A podemos escribir (otra vez hay que repasar Anélisis 11):
V(gh)=gv - A+ AV (38)

Que aplicadas a nuestro caso resultan en:
1 =~ 1=
w =§JV(\/D)dv—§'VfD-(VV)dV (39)

Por el teorema de la divergencia, la primera integral puede transformarse de una de

volumen a una de superficie del producto VD sobre la superficie cerrada que rodea a la
region. Pero si esta region ha de contener a todos los campos es necesario extenderla hasta el
infinito. Dado que V varia como 1/r y D lo hace como 1/r? entonces el integrando tiene una
dependencia de la forma 1/r®. Por otra parte la superficie aumenta como r? por lo que la
tendencia general del integrando es de la forma 1/r. Entonces el valor total de primera integral

tiende a cero conforme la superficie tiende a infinito.

[vivBlav = [vD-ds =0 (40)

Por lo tanto para el computo de la energia solo es necesaria la segunda integral.
Si recordamos que el campo eléctrico lo podemos computar como menos el gradiente

del potencial obtenemos:

Wz_?lgﬁ-VVdv:%Jﬁ-Edv IR u:%f)-ﬁ (41)

Esta ultima relacion coincide con la que habiamos obtenido para el capacitor plano
pero ahora tiene validez general y no restringida a ese ejemplo en particular.

Al resolver un problema electrostatico tenemos facilmente disponibles los valores de

D y E por lo que computar la densidad de energia no representa mayor problema. Si
integramos dicha densidad de energia a todo el volumen donde haya campo no nulos entonces
obtendremos la cantidad total de energia que hay almacenada en el sistema.

¢ Qué hacemos ahora con la teoria de la seccidén anterior?

Primero, NO pretendemos que recuerden de memoria la demostracion. Sélo quisimos

mostrar que el concepto de densidad de energia y cdmo se calcula tienen validez mas alla del
caso simple (capacitor plano) con el que fueron introducidas.

4-11
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Vamos a ver ahora cdémo operamos con ellas para encontrar respuestas Utiles.
Por supuesto que no tiene sentido volver sobre el capacitor plano puesto que de alli

venimos, asi que no tiene gracia.

4.6 Energia necesaria para formar distribuciones de carga en vacio y en

medios materiales

Se puede hacer de dos “maneras”: 1) W =1 j V dq' (42)
2

2)W:3j|§-[3d11(43)
2

Es importante enfatizar que la integracion debe proceder sobre toda region que tenga
campos no nulos y no limitarse a la regién donde hay cargas. Sin embargo, en el caso 1) la
integracion sobre todo el espacio se convierte en la integracion sobre los volimenes donde
hay cargas libres, y en 2) sobre los volumenes donde hay campo. Pero usar una u otra
expresion dependera de los datos que tengamos.

4.6.1 Distribucion esférica de carga de densidad volumétrica uniforme

La distribucion de cargas se puede pensar como muchos elementos de carga dg que se
trae desde el infinito. Cada uno de ellos adquiere energia potencial al ser colocado en “la
esfera”, es decir, el trabajo realizado para fabricar la distribucion de cargas es igual a la
energia potencial electrostatica almacenada. Se debe primero llevar el dg hasta la esfera y
luego distribuirlo uniformemente, o voy manteniendo “quietas” las cargas en una esferita de

radio menor que R y voy agregando las otras dg.

En vacio

Consideraremos, en primer lugar que no hay ningn medio material. Si la esfera tiene

radio R, sabemos que

R 1

——¢& r>R
E()=1 %% (44)

p—1r€ Tr<R

36‘0
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RS 1
p—— r>R
380 r
R? 1
,o——,o—r2 r<R
280 680

V()= (45)

habiendo definido el cero de potencial en el infinito.

1) A través del potencial

Wiacio = IV il IVp4;zr2dr=— I ('0——/7_ r2]'047rr2dr=
todo el 2 esfera esfera\  2£0 6&g
espacio (46)
2 R® 4 1
PN P
629 5 15¢4 4meg R5

2) A partir del campo eléctrico

1, - 1 -
W, =~ [E-D dV:EgO”Er dV =

vaclo 2
R 1 2 p
Yo, — |4z rzdr+j 0
3 & r2 0

1, 4ﬂ_p2£Rs+R_5j:Qz 113
2" 9 g? 5 4 7 &R5

2
1
=g, rJ 4 7 ridr|=(47)
2

0y 8

Sl

Como era de esperar, se obtiene el mismo resultado

En un medio material
Si en la zona donde ubicaremos las cargas hay un medio material con permitividad

dieléctrica ¢y en el resto del espacio hay vacio, se tiene que

R® 1
p—— & ur >R
E(N=1 %" (48)
p—re, r<R
3e
R® 1
p—— TI>R
_ 3eg I
V(r): R2 10 (49)
p—+p—(R2—r2) r<Rr
380 6¢

habiendo también definido el cero de potencial en el infinito.
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En este caso, elegimos para el célculo la forma 1) (ec.(42))

W

dieléctrico

_1 I Vv dq':l j V p 4z ridr=

todoel esfera
espacio

1 R? 1
== 0 +p—(R2—r2) p 4z ridr= (50)
2 estera 3 &y 6 ¢

5
=/024 7 R 1 N 1 =Q2;£ - 1
6 15 ¢ 3 g 8 7 &R S &y

Asi

Wyacio B dzrey RS e 5 >1(51)

Wdieléctrico Q2 1 i 1+ 1 1+ 1
8reg R ) g S el

Es decir, la energia necesaria para “armar” una distribucion esférica cargada uniformemente

Qzllﬁ 6

en volumen es menor si la carga se la distribuye en un dieléctrico que si se lo quiere hacer en
vacio. ¢(Se puede tratar de explicar este comportamiento a través de nuestro modelo de

materiales dieléctricos?

4.6.2 Distribucion cilindrica de carga de densidad superficial uniforme
Vamos a tratar un caso ligeramente diferente, el de un cable coaxial (capacitor

cilindrico) de radio interior a, exterior b, largo L y cuyo espacio entre placas esta relleno por
un dieléctrico de permitividad relativa &

Este caso ya lo hemos resuelto y es particularmente simple si nuevamente
despreciamos los efectos de borde. En tal caso las lineas de campo son simplemente radiales;
nacen en el conductor central (supuesto positivo) y mueren en el conductor externo (supuesto
negativo).

Aunque ya hemos desarrollado en las clases el computo de la capacidad vamos a
repetirlo para ver como lo conectamos con lo que hemos aprendido.

Primero asumimos que el sistema fue cargado con una pila de valor V, aplicada entre
el conductor central y el exterior. Las cargas almacenadas en cada uno de ellos tienen mddulo
Q. Dados que hemos sido eficientes y pudimos “adivinar” la direccién de las lineas de campo
entonces podemos emplear con provecho el teorema de Gauss para calcular la intensidad de

los campos.
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La superficie gaussiana mas practica es un cilindro coaxial con el conductor central y
cuyo radio r se encuentra comprendido entre a y b.

En estas condiciones computamos el flujo del vector desplazamiento a través de dicha
superficie. Utilizamos dicho vector porque igualaremos el flujo a la cantidad de carga libre
ubicada dentro de la superficie que es precisamente la carga Q perteneciente al conductor
central.

Como ya procedimos otras veces reconocemos que el flujo por las tapas del cilindro es
nulo dado que las lineas de campo son perpendiculares al vector que representa al elemento de
superficie.

En la cara lateral del cilindro las lineas de campo son paralelas al elemento de
superficie, por lo que el producto escalar que determina el elemento de flujo es simplemente
el producto de los modulos de los vectores.

Por ultimo, al ver que el problema carece de detalle angular, concluimos que a cada
radio la intensidad de los campos es Unica, por lo que dicha intensidad puede ser extraida

fuera de la integral para obtener:

DkSL{D\jdﬂ D] 2211 =Q

Sup lat Sup lat

§D-dS =
S
9 0 (52)
Pl-ar [ o
2L 2ney€, rL
Vemos (como ya sabiamos) que los campos varian en forma inversamente
proporcional a la distancia al centro.
Para conectar la cantidad de carga almacenada con el valor de la pila computamos la

circulacion del campo eléctrico desde el conductor central hasta el exterior.

b
_ Q b
( ) (a) f ! ‘[272'508 Lr 2re, 6, L n(aj

Q _ 2mge, L (53)

Resultados estos que ya conociamos (ya los debiamos conocer????)
La cantidad de energia acumulada es entonces

W_1CV2_127rgogL

T

2
VP
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Vamos a ver como podemos llegar al mismo resultado operando con nuestra recién
definida densidad de energia. Primero vamos a computarla:

l5.g-10Q Q 1 ¢ (55)

U = =_ 2
2 2 2L 27mgpe, L 2 (2arL) g6,

Esta relacion nos dice que hay mas densidad de energia en las regiones proximas al
conductor central puesto que el campo es mas intenso alli.

Ahora, a diferencia del capacitor plano, no podemos computar la energia total
simplemente multiplicando la densidad de energia por el volumen puesto que no hay
uniformidad de los campos. Lo que hacemos es integrar sobre el volumen.

Qz bi rdr ~ Qz |n(9
(27z|_)zgogr T r: 2re e, L\ a

2z

W:IUdV:z;‘;

\

L
ju dz rde dr = 271 j(se)
0

Que coincide con la (19) si nos ayudamos con la (18) (hagan el reemplazo).

Hasta aqui puede parecer que nos hemos complicado mucho para recuperar un
resultado que podiamos computar facilmente con la capacidad.

Este Gltimo ejemplo con seguridad parecera muy dificil de seguir y hasta es probable
que alguien considere que le resultara imposible repetirlo sin copiarlo y menos alin acometer
otro ejemplo.Sin embargo es una sensacion erronea. Es posible repetir este ejemplo y aun
desarrollar otros, sélo hace falta entrenamiento y practica.

Ahora es el turno de ustedes...
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5.1.  Introduccion

Hasta ahora hemos estudiado la interaccidn entre cargas en reposo, ya sea en el vacio
como en presencia de medios conductores o dieléctricos. Ahora nos vamos a ocupar del
estudio de las cargas en movimiento.

La corriente eléctricaes elmovimiento de cargas en entre una y otra regién del espacio.

No importa la naturaleza de los portadores de carga en esta materia. Pueden ser
fisicamente particulas (electrones o protones) o iones.

La corriente eléctrica | en un hilo se define como la cantidad de carga que pasa por un
punto fijo del hilo por unidad de tiempo.

Es decir, I=dQ/dt y sus unidades con C/s. Cuando por un lugar pasa una cargade 1 C
en el lapso de 1 s, decimos que la corriente es de 1 Ampere (1 A), en homenaje a André-Marie
Ampeére (1775-1836).

Asi definida la corriente es un escalar porque la carga y el tiempo lo son. Sin embargo
nos interesa hacia donde se mueven los portadores; esto nos llevara a definir un vector.

En la definicion anterior la carga la tomamos en modulo, con lo que suponemos que
transportamos cargas positivas. Los problemas de signo con cargas negativas lo discutiremos
después.

Para tener corriente, lo que cuenta es el transporte neto de carga. El agua que sale

por una manguera transporta una gran cantidad de electrones. Pero como la cantidad de
electrones que se mueven es igual a la cantidad de protones que se mueven con la misma
velocidad, la corriente eléctrica es nula.

Si, en cambio, trasladamos un hilo “infinito” cargado tendriamos una corriente
eléctrica.

Un tipo de corriente méas generalserd una donde los portadores de carga se mueven en
un volumen tridimensional. Para describirlo, necesitaremos hablar de una densidad de

corriente.

5.2. Densidad de corriente

Antes de pasar al transporte de carga en conductores, vamos a estudiar un poco el
transporte de cargas. Supongamos que tenemos n particulas por unidad de volumen que se
mueven con velocidad medial y todas tienen una carga q. (Cuantas particulas pasan por
unidad de tiempo por un rectangulo como el de la cara superior del paralelepipedo de la figura
de area A?
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En un intervalo dt las particulas IN

barren un volumen: | --------
o= , . A

d? =0-N Adt, si multiplicamos )‘

por la densidad volumétrica n de
objetos cargados obtenemos:

= (5.1)

En el caso de tener M tipos f ? J
de portadores con distinta carga ¢ f
ylo distintas velocidades, é

tendremos que sumar sobre los distintos aportes
M ~

I1=>'ng G NA (5.2)
k=1

Definimos el vector la densidad de corriente J de forma tal que cumpla:

| = j j JdA (5.3)

Las unidades de J son A/m?.

Hablaremos de corrientes constantes cuando J permanece constante en el tiempo en todo
punto. ¢Podemos relacionar esto con la conservacion de la carga? En un volumen cerrado al
no haber creacion de carga, deben salir tantas como entran para que la densidad de corriente

se mantenga constante, es decir

§p J.dA=0V.I=0 (5.4)

prisma

5.3.  Circuitos eléctricos

¢ Qué es un circuito eléctrico? Es un camino conductor cerrado en forma de espira
donde se produce desplazamiento de cargas.

¢Para qué sirven los circuitos eléctricos? Son un medio para llevar energia de un lado
a otro. Tecnologicamente son Utiles porque, sin emplear partes moviles, permiten transportar
energia. Ejemplo: central hidroeléctrica y heladera hogarefia. Cuando se trasladan particulas
dentro de un circuito, se transfiere energia potencial de una fuente (pila) hacia un dispositivo

en el que la energia se almacena (capacitor) y/o se convierte en otra forma de energia (luz,
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calor, mecénica). Vamos a estudiar corrientes eléctricas en medios conductores, es decir, una

de las clases de corriente. EI agente mas comun para mover cargas es el campo eléctrico.

5.4. Corriente eléctrica: modelo microscopico elemental en conductores

Cuando estudiamos cargas en conductores en condiciones electrostaticas, el campo
eléctrico era nulo en todos los puntos del interior del conductor y no podia haber movimiento
de cargas (i.e. no podria haber corriente) porque estdbamos en condiciones electrostaticas. Ese
era el modelo que haciamos. Pero ahora vamos a hacer un modelo microscopico mas
elaborado usando algunos conocimientos sobre la estructura de los metales. En un metal
comun, como el Cu, Fe o Al, algunos electrones tienen la libertad de trasladarse dentro del
material. Son los electrones libres que se trasladan al azar en todas direcciones (como si
fueran moléculas de un gas) a velocidades muy grandes (aproximadamente 10° m/s). Pero los
electrones libres, en esta condicion, se mueven en direcciones al azar. Como consecuencia de
todo esto, no hay flujo neto de carga en ninguna direccion y, por lo tanto, no hay corriente.

Si dentro del conductor existiera un campo eléctrico constante en el tiempo, sobre cada

particula actuarfauna fuerza F =qE constante. ;Qué pasaria si el electrén estuviera en el

vacio? Aumentaria su velocidad con aceleracion constante pues

~ ~ d
F=—eE=mag =m_xg (5.5)
dt
e[E|
V,=Vo, +——t v, =cte v, =cte (5.6)
m

donde el término de velocidad inicial tiene promedio temporal nulo y corresponde al
movimiento al azar de los electrones. Sin embargo, la velocidad de un electron real no esta
dada por la 5.6; los electrones estan sometidos a colisiones con iones muy grandes y “fijos”
que cambian la velocidad del electron de una manera compleja. El efecto neto en presencia de
un campo eléctrico E es un movimiento aleatorio mas un movimiento muy lento (arrastre o
deriva) en la direccion de la fuerza. Se la llama velocidad de deriva o arrastre y hay un
movimiento neto de cargas en el conductor: hay una corriente neta. Calcularemos después

cudl es la magnitud de esa velocidad de arrastre.
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En general, los portadores de cargas pueden ser positivos o negativos. En los
conductores, los portadores son los electrones. Sin embargo, se usa una corriente

convencional que es de portadores positivos, lo que es equivalente. ¢Por qué?

(O—v v v«—O)
O—> E VA—L) E

v

v

v
v

En ambos casos hay un flujo de carga positiva hacia la derecha: esa es la direccién de la corriente.

l.e. el sentido de la corriente convencional (portadores positivos) no coincide con el

sentido de traslacion de los electrones.

Tanto cambio de signo logra confundir, por lo que daremos la regla convencional: en

un metal pensamos que lo que se mueve, dando corriente, son objetos cargados positivamente.

Para tener una idea de las corrientes involucradas en dispositivos cotidianos podemos

dar algunos ejemplos:

1. “Burro” de arranque de un motor de auto (el “burro” de arranque es un motor
eléctrico que trabaja con la bateria de 12V del auto y pone en marcha al motor
principal): 30 A (auto mediano)- 300 A (camion).

2. Televisor (depende mucho si es muy viejo 0 muy nuevo): 1A

3. Teléfono celular encendido pero inactivo: 10 mA

4. Motor hogarefio de 1 HP=746 W como, por ejemplo, el de la cortadora de pasto:
33A

! De paso, revisar submidltiplos: mili, nano, micro, pico, femto
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¢ Como relacionamos la corriente con la velocidad de arrastre? Hagamos lo mismo que
cuando no teniamos al conductor. Supongamos que hay n portadores de carga por unidad de
volumen. En un intervalo de tiempodt cada portador se traslada v, dt. En el cilindrito, las que
entraron en t=ty, saldran dtsegundos después. En ese cilindro (de volumen Av,dt) habra
nAv,dt portadores. Si cada una tiene una carga g, la cantidad de cargadQ que fluye es
dQ=gnv,Adt = | =qnv,A (5.8)

| Se llama densidad volumétrica de

\ 4

corriente J a la corriente que fluye por unidad de

P)—DVs V. area. Es decir |3|:qnva. J es un vector de

- H—> = : ,

G > E unidades A/m?. Es uno de los nombres més

< desafortunados que conocemos: una magnitud
«—>

v_ dt definida por unidad de éarea resulta que es
a nombrada como volumétrica. Parece cosa de
locos. Dicen que la palabra volumétrica vendria de considerar el area y ademas agregarla la

nocion de que la corriente implica un movimiento de cargas y eso conlleva otra dimension

més y por eso J se llama densidad volumétrica de corriente. La “explicacion” no es muy

convincente y quizas sea mejor usar el nombre sin meterse mucho en el origen del nombre. En

todo caso Jtiene la direccién y el sentido de la velocidad (si consideramos la de los
portadores positivos) y sentido contrario (si consideramos la velocidad de los portadores
negativos), i.e. siempre tiene la direccion y sentido del campo eléctrico.

Ejemplo: ¢Cual es la velocidad de arrastre si tenemos un cable de 2mm de didmetro de
plata (densidad 10.5 g/cm®) por el que circula una corriente de 1 A?Suponiendo que hay un
portador libre por atomo,

, 1A 1A

ngA neA

(5.9)

Cuidado: La A del numerador es por Ampere, la unidad de corriente; la A del denominador es
por el area. El area del cable es A= ﬁ(o.lcm)z, la carga de un electrén es e= -1.6x10°C y la

densidad volumetrica de portadores es n= numero de electrones/unidad de volumen. Como en

un mol de plata (107,9 g) hay 6,02x10% electrones y la densidad de la plata es de 10.5g/cm®,
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un mol tiene aproximadamente 10 cm® Entonces n=6.02x10°%/10cm?=6.02x10%
portadores/cm®. Entonces:

va=1 A/[(6.02 10% cm™®)(1.6 10™°C)(n0.01 cm?)]=1 A/(6*2*3 10")~1 A/350 cm/s~0.003 cm/s

Esta es una velocidad muy baja; indica que las colisiones dentro de un metal son muy
frecuentes e impiden que la velocidad crezca a pesar de la presencia de un campo eléctrico

que tiende a acelerarlas.

Pregunta:Pero....si los electrones se mueven tan despacio, ¢(cOmo aparece una

bombita se enciende tan rapido???? El campo eléctrico E se establece en todo el conductor
casi a la velocidad de la luz. Entonces los electrones comienzan a moverse casi al mismo
tiempo.

Ahora es el turno de ustedes... Calculen lo mismo si en lugar de plata es cobre. Buscar

los datos necesarios en internet.

5.5. Resistividad
Vimos que cuando se produce el movimiento de cargas en un material conductor, la
velocidad promedio (llamada velocidad de arrastre) es muy baja y esta relacionada con la
corriente que circula por el conductor por
|

v, = (5.10)
n

portadores qcada portador A%eccion

siendo | = H J.dA
A

La densidad de electrones libres depende fundamentalmente del material y es la
responsable de la existencia de conductores, dieléctricos y semiconductores. En los metales el
numero de electrones débilmente unidos a la red cristalina (electrones de conduccién) varia

entrely3

Por otra parte, la densidad de corriente J de un conductor depende fundamentalmente
del material y del campo eléctrico aplicado.

Para muchos conductores, dentro de ciertas temperaturas, vale la relacion:

J=cE (5.11)
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donde o se denomina conductividad. A la inversa de la conductividad se la denomina
resistividadpz}/a. Es decir, cuanto mayor es la resistividad, se debe aplicar un campo

eléctrico més intenso para lograr la misma densidad de corriente. Las unidades de resistividad

estan dadas por:

_El_Wm_Xm: 0
M}[ﬂ_Amﬁ_A =

donde hemos definido una nueva unidad: el ohm (Q=V/A)que explicaremos mas adelante.
Para tener una idea de ordenes de magnitud en materiales comunes, la plata y el cobre tienen
una resistividad de 10Qm; el germanio (un semiconductor) 0.6Qm; y el vidrio o el teflén
(aislantes) mayor a 103Qm.

Un conductor que la (5.11) se denomina conductor lineal u 6hmico. En ellos la
resistividad no depende del campo eléctrico. La resistividad de un conductor metalico casi
siempre aumenta con la temperaturaT: a mayor T los iones vibran con mayor amplitud,
aumenta la probabilidad de que un electron en movimiento choque con un ién vy, por lo tanto,

disminuye la velocidad de arrastre, es decir, disminuye la corriente.

Tema especial 1

¢,Como podemos representar a los conductores con modelos conocidos? En una
primera aproximacion, los electrones forman un “gas” de particulas que chocan al azar.
Cuando se aplica un campo eléctricoE se aceleran pero alcanzan una velocidad terminalv,
debido a los choques con la red cristalina. Es decir, hay fuerzas de resistencia que actuan
sobre los electrones (como si fuera una fuerza viscosa). EI modelo més sencillo es considerar

gue hay una fuerza proporcional a la velocidad de los electrones. Entonces:

ma=qE-bv (5.12)

donde m es la masa del electrén; g= - e. Cuando la aceleracion se hace nula, la velocidad

corresponde a la de arrastre (¢Por qué?).
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m%:|qe|E—bV—)||Lb:dt (513)
19| E-—v

m m
Este tipo de ecuacion lleva a que existe una velocidad limite para tiempos grandes, es

decir, no se acelera indefinidamente.

— _b

n———|=——t->v{t)=——|1-e™ :

| |a,| E —bv b |a,|E t (5.14)
|a,| E m b

Esto es lo que se relaciona con la resistividad p (que depende de cada material) y la

e

“resistencia” a moverse yaque E=pJ .

Fin tema especial 1

5.6. Resistencia

Si tenemos un material y sabemos cual es el campo eléctrico aplicado, podriamos
deducir cudl es la densidad de corriente. Sin embargo, no es facil medir campos eléctricos ni
densidades de corriente en forma directa. Es mucho mas facil medir diferencias de potencial

y corrientes. VVeamos la relacidn entre todas estas cantidades.

> Si J es proporcional al campo
>J eléctrico dentro del conductor,
@—>V+ la  corriente debe ser
V2 fwi > Vl

proporcional a la diferencia de

potencial entre los extremos

del conductor. ¢Por qué? Porque AV es la integral de linea del campo eléctrico y la corrientel
es la integral sobre la superficie transversal de J, que es proporcional a E.

Supongamos que tenemos un conductor de alambre con seccion transversal A y
longitud L. Sabemos que las cargas positivas se dirigen “naturalmente a zonas de menor
potencial (recordar carga puntual en vacio y carga de prueba positiva). Entonces, la corriente

va de zonas de mayor a zonas de menor potencial. Si el campo eléctrico es constante,

| L
AV =EL=V,-V,=plL=p—L=L=1 =Rl (5.15)
A

A

habiendo definido resistenciade un conductor cilindrico2= = R (5.16)
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La (5.15) es la famosa Ley de Ohm, reportada en 1827 por Georg Ohm después de realizar
muchos ensayos con conductores de diferentes materiales y dimensiones. Es una ley
experimental, Ohm desconocia la descripcion microscopica que hemos dado.
La unidad de resistencia eléctrica es el ohm () en su homenaje.
Observar que, a menor area, hay mayor resistencia (como en una manguera de jardin por la
gue sale agua). Se puede hacer una interpretacién: cuanto mas largo es el conductor, mayor
sera el nimero de choques de cada electron (en promedio); y cuando mayor es el area A habra
mas espacios por los que pueda pasar sin chocar. Es decir, comparamos la resistencia eléctrica
con la resistencia mecanica. Por la experiencia cotidiana, cuando hay fuerzas de friccion parte
de la energia se convierte en energia térmica. Analogamente, el paso de la corriente eléctrica
por una resistencia produce calor (aumento de la energia interna como veremos en
Termodinamica). Atras del concepto de resistencia esta la disipacion de energia. Los choques
de los electrones con lo iones son mayormente inelasticos y, por lo tanto, se pierde energia
cinética.

La resistividad de un material depende de la temperatura. En los siguientes graficos se
ve la dependencia de la resistividad con la temperatura absoluta®.En todos los materiales, la

£

Freeze Out

P

Resistivity / pdlem

L Intrinsic i
Extrinsic

a HL (S A [ L N
']' 0 W %W 10 10 %0 1T 190 210 M X0 IW W
Temperature f B

Conductor Semiconductor Superconductor
resistividad depende de la temperatura.

En un conductor metélico, la resistividad aumenta con la temperatura (lo podemos
explicar por la mayor cantidad de choques con los “niicleos”)’. Un modelo que prediga la
dependencia de la resistividad con la temperatura no es facil de desarrollar, pero siempre es
posible medir la resistividad en funcion de la temperatura, es decir que tenemos

experimentalmente o (T). Si consideramos una temperatura de referencia Ty, que suele ser la

2 Muchos de ustedes podran ver modelos no clasicos en Fisica 11 que describen microscopicamente los

distintos comportamientos de los materiales respecto a su resistividad.
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ambiente (20-25 °C), podemos desempolvar el concepto del polinomio de Taylor y escribir la
resistividad a una temperatura T a partir de la resistividad a T, como:

: 1d°p
(T-To) T dr?

T=T,

2
(T _To)+1d_p

ST (T-T,) +... (5.17)
T=T,

T=T,

p(T)=p(T)+ 32

Aplicamos la regla del minimo esfuerzo y truncamos el polinomio de Taylor en el

término de primer orden; obviamente nos quedaremos con una dependencia lineal.

p(M=p)r e <T—To>zp<n>[1+ﬁj—$T_T <T—To>}p<To)[1+a<T_To)]
o= p(]_'l_o)g—_ll_)TzTo (5.18)

El nimero « se denomina coeficiente de deriva en temperatura y representa el cambio
fraccional de la resistividad ante un cambio de temperatura (T-To). Obviamente la ley anterior
solo podréd dar buenos resultados cuando la resistividad varie en forma aproximadamente
lineal con la temperatura. En los metales la aproximacion es buena, pero en otros materiales la
aproximacion lineal no es buena y hay que recurrir a incluir mas términos en el desarrollo o
usar otros modelos que no consideraremos.

En los semiconductores, la resistividad decrece con la temperatura (sin justificacion en

nuestra materia). La funcion que los caracteriza es complicada pero, para ciertos

semiconductores y rangos de temperatura se puede considerar que p = p, e T donde Sesun

coeficiente cuya unidad es K™).
Hay otro tipo de materiales (superconductores) que tiene resistividad nula hasta ciertas

temperaturas (T.<160K) y luego aumenta con la temperatura.

5.7.  Circuitosy FEM

En todos los parrafos anteriores supusimos la existencia de un campo eléctrico que
sirviera para obtener una velocidad media de desplazamiento de las cargas (corriente
eléctrica). ¢Bien, de donde sacamos un campo eléctrico? Bueno, pongamos dos objetos A
(positivo) y B(negativo) (ambos metalicos para que puedan conducir) y ya tenemos el campo
eléctrico necesario. Conectamos un cable (resistencia) entre uno y otro y ya tenemos la

corriente. Como cargamos A 'y B no es relevante.
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Justo cuando estamos tan contentos
descubrimos un problema terrible. Conforme se
mueven las cargas el objeto A pierde “positividad”
y el B “negatividad”. El mddulo del campo eléctrico 7
va disminuyendo, la corriente baja y todo se va \
apagando. Este proceso existe en el mundo real, se
Ilama comportamiento transitorio y lo estudiaremos
méas adelante. Por ahora no nos sirve porque
gueremos corriente continua, estable en el

tiempo.¢Qué hacemos ahora?

Alguien tuvo una idea brillante: llamemos a un
amigo y encomendémosle que cada vez que una carga
elemental (supuesta positiva) llega al objeto B, él debe

retornarla al objeto A para mantener asi constante el

modulo del campo eléctrico y con ello la corriente.
Amigo . . .

= En la figura ahora aparece nuestro amigo quien
Ileva en su mano una carga desde B hacia A a lo largo de
una curva. El rol de nuestro amigo es muy importante porque debe mantener un ritmo
constante de transporte de cargas. Si se equivoca el modulo del campo eléctrico y la corriente
no seran constantes.

Para mover las cargas €l debe realizar trabajo porque mueve cargas positivas en contra
del campo eléctrico. ¢ A donde va a parar este trabajo? No podemos asignarlo a la distribucion
de cargas porgue esta permanece siempre en el mismo valor. La respuesta es sutil; el trabajo
realizado por nuestro amigo compensa exactamente la energia cinetica perdida por los
portadores de carga durante los choques inelasticos contra los nicleos atdmicos.

¢ Como hace nuestro amigo para transportar las cargas? No nos interesa. Quizas tenga
una pinza magica con la que *“arranca” cargas del cuerpo B, luego las mueve hacia el cuerpo
Ay las “inyecta” en él. El mecanismo no es lo relevante, sélo importa el transporte.

Si seguimos a una de las cargas desde que sale de A, circula por el cable, llegaa By

luego es transportada por nuestro amigo de retorno a A, podemos aplicar el teorema de las
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fuerzas vivas que decia algo asi: “El trabajo realizado por la fuerza resultante actuante sobre
un cuerpo es igual a la variacion de energia cinética del mismo”.

Partiendo de cualquier punto y retornando al mismo nos encontramos con la misma
velocidad de los portadores de carga por lo que concluimos que la variacion de energia
cinética es nula. Vamos ahora a las fuerzas. En principio tenemos tres: a) eléctricas, b)
choques dentro del conductor, c) nuestro amigo. Las fuerzas eléctricas estan presentes en todo
elespacio, pero los choques estan limitados al interior del conductor y nuestro amigo
interviene solo en el camino de retorno. Tenemos entonces:

W, =AE,

W. +W. =AE, =

F choques FAmlgo c

elec

Como recorremos un camino cerrado Weeec=0 porque demostramos que las fuerzas
eléctricas conservativas. Nos queda entonces:

We e TW,,, =0

Podemos comprender los signos. Nuestro amigo hace trabajo (positivo) mientras que
los choques implican una pérdida de energia (esa es una idea central del concepto de
resistencia). La ecuacion anterior dice que lo que se gana por un lado (nuestro amigo), se
pierde por el otro (los choques inel&sticos).

Podemos dividir cada uno de los sumandos por la carga transportada y tendremos
entonces trabajos por unidad de carga, tema que ya hemos tratado.

¢Como denominaremos a cada uno de estos términos? Mejor no usar diferencia de
potencial porque tanto la fuerza aplicada por nuestro amigo como la fuerza media asociada
con los chogues son no conservativas y entonces caemos en un lio de nombres que ain hoy
nos trae dolores de cabeza.

El trabajo por unidad de carga realizado por nuestro amigo tiene un nombre espantoso
dado hace mucho tiempo: “Fuerza electro-motriz” o FEM (€). Pésima asignacion porque
estamos hablando de un trabajo y no de una fuerza. Las unidades son distintas. Fue una
eleccion horrible pero ya esta y con ella tenemos que vivir. Claramente las unidades de la
FEM deben ser Volts para mantener la idea de trabajo por unidad de carga. El término
correspondiente a la resistencia ya lo calculamos gracias a la ley de Ohm y vale IR. En cuanto
al nombre tenemos varias opciones: a) “voltaje” (sin mayores detalles), b) “caida de tensién”.
Este es un nombre que viene de una teoria antigua debida a Michael Faraday. Aunque la
teoria fue superada el nombre aln se usa. Igual, si se nos escapa y decimos “diferencia de

potencial” no nos vamos a escandalizar demasiado.
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Dejemos el tema nombres de lado y pasemos a algo méas importante. Entendemos el
rol de nuestro amigo, pero esta claro que en el mundo real necesitamos otro objeto. Hay varias
posibilidades, pero una de las mas simples, confiables, robustas y efectivas son las pilas o
baterias. Ya conocimos a Alessandro Volta en otro capitulo y su aporte como inventor de la
pila. Ahora nos enfocamos en un aspecto crucial: la reaccion de éxido-reduccion que ocurre
dentro de la pila mueve cargas de la misma forma en la que lo hacia nuestro amigo. El efecto
externo es el mismo. El trabajo que venia de la estructura muscular ahora viene de la
diferencia de energia entre los reactivos y los
productos. Hay otros aparatos que cumplen el
mismo rol que la pila (panel solar, celda de
combustible, dinamo, etc...). Ahora no los vamos
a tratar porque los dejamos para méas adelante. Por I
ahora la pila reinarda como FEM. \

Nuestro esquema queda ahora asi: Pila

Ahora la pila reemplazé a nuestro amigo y
el trazo curvo que une a la pila con los objetos A 'y
B no es una curva imaginaria, Sino que es un
conductor por el que las cargas son transportadas.

Ahora damos un paso rumbo al mundo real. Los objetos A y B no tienen que ser tan
grandes como muestran los dibujos (era sélo un recurso expositivo). Basta conectar la pila al
cable y ya la misma consigue una acumulacién de carga positiva (y otra negativa) en los

extremos del cable resistivo.

El diagrama esquematico habitual es el de

la figura.
El trazo en zig-zag es el icono habitual de

la resistencia. Quizés, el camino tortuoso quiera ——— R
representar que los portadores de carga les

“cuesta” pasar debido a los choques (;sera ese el

origen? Los trazos rectos son cables imaginarios

perfectos, sin resistencia. ¢Ddnde estan los objetos

Ay B? Pues bien, bastan los cables, superior (positivo) e inferior (negativo), para tener sobre
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ellos las distribuciones de carga que proveen el campo eléctrico necesario para obtener la
corriente (En realidad la distribucion de cargas es mas compleja pero no podemos adentrarnos
en ese tema).

La resistencia interna de las pilas

La tabla estandar de reacciones de 6xido-reduccion permite calcular la FEM de una
pila. Supongamos que entre los bornes de la misma conectamos cables de resistencia
decreciente. La ley de Ohm nos indica que la corriente tiende a crecer. ¢ Lo hara sin limite?

La respuesta es negativa y lo mejor es

comenzar mirando pilas comunes

s e
o

La imagen muestra varias de las pilas mas J[
comunes. Excluimos las de aspecto de g B | i
paralelepipedo y nos concentramos en las
cilindricas. Se izquierda a derecha tenemos los | _ -
modelos C, AA, AAA y D. s = i - 06

Todos ellos tienen una FEM de aproximadamente 1.5 V. ¢En qué difieren? La

respuesta obvia es el tamafio y, por lo tanto, la cantidad de reactivos. A mayor tamafio mayor
cantidad de reactivo y esperamos mayor cantidad de energia disponible. Pero también sucede
gue a mayor tamafio es mas grande la superficie expuesta de los electrodos y por lo tanto es
mas grande la corriente que la pila puede entregar.

Hagamos el siguiente experimento: conectemos entre los bornes de una pila un cable
de resistencia decreciente. La corriente que obtenemos no tiende a infinito sino a un valor
caracteristico de cada pila asociado con el area de los electrodos (y otros factores). Esta es la
Ilamada corriente de cortocircuito. En una pila AA es de aproximadamente 4 A cuando esta
nueva. Si ponemos 8 pilas AA en serie
obtenemos una FEM de 12 V y una A A A A
corriente maxima de unos 4 A. Si

intentamos arrancar un auto con estas 8

pilas en serie vamos a fracasar porque R

vimos anteriormente que la corriente que

consume el motor de arranque de un auto no

es inferior a los 30 A.

No sorprende que debamos recurrir a una bateria de 12 V “mas grande”. Por “mas

grande” entendemos que sea capaz de entregar los 30 A que mencionamos Yy eso se consigue

5-15



? FACULTAD .. i
I‘I:>E INGENIERIA  F[SICA Il (2015; v.1C2020) Electricidad y Magnetismo

Universidad de Buenos Aires

esencialmente con mayor area de electrodos. La corriente de cortocircuito de la bateria de un
auto es de unos 300 A para uno chico y de unos 1000 A para un camién.Para dar cuenta de
esta corriente maxima que puede entregar una bateria modificamos la visién de la misma
pasando al siguiente modelo.Dentro de la caja roja tenemos la pila separada en dos
componentes: a) la FEM y b) la llamada resistencia interna r;. Mas adelante veremos cémo
dicha resistencia interna limita la corriente méxima.

Ya mencionamos que a mayor cantidad de reactivos tenemos mas energia disponible.
En las baterias es habitual reportar la “capacidad” de la misma(no confundir con la capacidad
eléctrica de un sistema de objetos que ya estudiamos y que se mide en Faradios). La
capacidad de una pila es la cantidad de carga que puede transportar manteniendo la FEM en
un rango. Luego la pila *“se agota” (si es recargable podemos volver las cosas para atras). Asi,
una pila AA tiene una capacidad tipica de unos 3000 mAh. La unidad extrafia es mili Ampere-
hora. Dado que Ampere es la unidad de corriente y hora mide tiempos, el producto es una
carga. Multiplicamos y obtenemos 10800 C. El trabajo realizado por la pila para mover esta
cantidad de cargaes : W= 1.5V x 10600 C= 16200 J.

¢Es mucho?¢Es poco? Hagamos un ejemplo macabro. Con algun aparato usamos esa
energia para levantar una persona y luego dejarla caer sobre el piso. La altura a la que
podemos levantarla es: H=W/(mg)=16200J/(75 kg 10 m/s*)= 21 m (7 pisos). Una caida fatal
sin dudas. Es cierto que el ejemplo no contempla fuerzas de roce y otros mecanismos de

pérdida de energia, pero hay mucha energia guardada en una simple pila AA.

5.8. Leyde Joule
Supongamos que tenemos un elemento conductor en un circuito por el que circula una
corriente l,existiendo una diferencia de potencial entre sus extremosa y b. Cuando una carga

g>0 pasa a traves del elemento del circuito, su energia potencial disminuye en gV, . Si en

lugar de disminuir la energia potencial, ésta aumentara, no queda otra que estar en presencia
de una fuente. En el caso de una pila, ésta transforma energia quimica en eléctrica y la
entrega al circuito. La rapidez con que se extrae o0 entrega energia de 0 a un elemento de un
circuito se denomina potencia.

Si la corriente es I, en un intervalo de tiempodt pasa por un elemento del circuito una

carga dq=Idt. Para calcular la energia perdida por unidad de tiempo (potencia perdida)

cuando una corriente pasa por una resistencia, pensemos en una carga dg que se mueve por el

conductor entre Vi y V,, es decir, se mueve a traves de una diferencia de potencial V. El
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cambio de energia potencial es dU y es igual al trabajo efectuado por la fuerza eléctrica, i.e.
dU =dW =V dq
En consecuencia, la potencia sera
_aw _\ da_
dt dt
siendo las unidades de la potencia [P]=VA=W (Watt)

P Vi (5.19)

iCuidado! Esta expresion es independiente del material. Por otra parte, como la
relacion (5.15) establece la relacion entre diferencia de potencial y corriente, i.e. define qué es

la resistencia de cualquier objeto (aunque dependa de la corrientel), resulta
2
P=VI :V—:IZR (5.20)
R

En el caso de un material 6hmico, la resistencia R es constante y a la potencia perdida
se la llama potencia perdida por efecto Joule.

Normalmente, las resistencias tienen ademas otro dato: la potencia nominal que
corresponde a la potencia maxima que puede soportar. l.e. dada una R nos da la | maxima que
puede circular sin dafarse a causa del sobrecalentamiento.

Observacion: En consecuencia, si tenemos una fuente con resistencia internar;, la

potencia de salida neta util sera P=IVa,=I(&-1r;)

5.9.  Acomodando resistencias...Resistencias en serie y en paralelo
En un circuito eléctrico, las resistencias pueden estar asociadas de muchas formas.
Sin embargo, hay dos formas de asociar las resistencias muy tipificables: resistencias en
serie y en paralelo. Veamos esto con mas detalle:
1) Las resistencias estan en serie cuando la corriente que pasa por ellas es la misma i.e. el
flujo de carga por unidad de tiempo es el mismo.

Podemos esquematizar dos resistencias en seria de la siguiente manera
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¢Qué relacion hay entre las densidades de corriente en cada resistencia (la naranja y la

celeste)? Y cuél es la relacion entre las corrientes? Y la relacion entre los campos

eléctricos “dentro” de cada resistencia? Esto queda para ustedes.

2) Las resistencias estan en paralelo cuando la diferencia de potencial

extremos (bornes) es la misma.

>

entre sus

U

% =
4 | Vs

Ahora les toca contestar las mismas preguntas que en el caso de resistencias en serie y

completar el cuadro siguiente:

Iy
JZ

E/
IZ EZ

Resistencias en serie

Resistencias en paralelo

Resistencias equivalentes
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Cuando las resistencias estdn en serie 0 en paralelo en un circuito, es posible
reemplazar el conjunto por una sola resistencia, que se llama resistencia equivalente.

Por ejemplo, si tenemos la siguiente distribucion de resistencias:
Como las cargas  positivas  van

“naturalmente” hacia las zonas de mayor

a b c d potencial, tenemos:
V,-V,=V, =IRV,-V.=V,, =IR, V.-V, =V, =1IR, (5.21)
Entonces
Vea = I(R1 + Ry + R3) = IR.quivalente (5.22)

En consecuencia, siempre es R.qy ivaiente > R;-

Si, en cambio, tenemos el circuito de la figura de la izquierda:

Va - Vb = Vab = IlRl = IZRZ — 13R3 (523)
= — 1,1, 1Y) _ Vab
I=l+ L+ = Vo () = 7 ——  (529)
Entonces
1
I (;_1-'-%4-%) - Requivalente jRequivalente < R] (525)

No siempre se puede sencillamente....

R 2R
No siempre las resistencias estan tan
4R
simplemente conectadas como en serie 0 en R 3R
paralelo. En el circuito de la figura Ay B indican /\\V'e T EWAVAVAS .
R/2
que el circuito estaria conectado como bloque a A R
esos dos bornes. Por ejemplo, conectado a una AR/5 6R/5
bateria. Vemos que las resistencias dadas por 2R
y 3R estdn conectadas en paralelo porque entre R
sus bornes existe la misma diferencia de o/ \\Ve I IWAVAVA'Y
A R R/2 B

potencial. Lo mismo para la R y 4R. De esta

forma, queda un circuito mas simplificado como se indica. Sin embargo, no podemos hacer
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mucho mas ya que las resistencias no estan ni en serie ni en paralelo (no pasa la misma
corriente por ninguna ni existe la misma diferencia de potencial entre los bornes).

Es decir, en términos generales, las

resistencias no tienen por qué estar exclusivamente 1Q N 10
en serie o paralelo. Algunas veces es posible 50
determinar la resistencia equivalente por simetria. 4<

Por ejemplo: ¢podria pasar corriente por la 1QI/LL, 10

resistencia de 5Q? NO porque independientemente
de la corriente, no hay ninguna asimetria que permitiera circular la corriente en algun sentido
y no en otro. En consecuencia, la resistencia equivalente de este circuito estaria dada por el

paralelo entre la serie de dos resistencias. Resulta R, gyipaiente = 1€

5.10. Reglas (o Leyes) de Kirchhoff
Como vimos, hay situaciones donde no es posible o puede ser dificil hallar la
resistencia equivalente de un circuito porque ellas no estan ni en serie ni _
en paralelo. Alrededor de 1850 Kirchhoff establecio reglas que dan la V, .[;
posibilidad de hallar las corrientes que circulan por circuitos complicados.
Es decir, dadas las fem y las resistencias, hallar las corrientes. También |T R
+

sirven para resolver circuitos donde se conocen algunas magnitudes y

otras no. +||,—
Incluso, en casos simples como los de las figuras, ¢para donde Vv,

circula la corriente?, ¢cuanto vale? ¢Es correcto el sentido en que dibujé

la corriente? Antes de continuar, debemos recordar que

el sentido de la corriente es una convencion. R % R

Consecuentemente, la corriente es una cantidad == V R I

algebraica cuyo signo nos debe dar “para donde van los T | _‘ R

portadores positivos”. M

Kirchhoff usé dos Principios de la Fisica (o0 sea, postulados, afirmaciones validadas

experimentalmente):
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1) Principio de conservacion de la carga: La

\44;\12 suma algebraica de las corrientes que fluyen
| hacia cualquier punto de union de conductores
3 : .
A _ es cero. Es decir, no ha acumulacion de cargas en
| > ningun punto. En este esquema (tomando como
1

\ positivas las corrientes que llegan al punto)

tendremos que

L+L+1;=0. (5.26)

Por supuesto, por lo menos una de las corrientes resultara tener sentido contrario al

indicado en la figura.

2) Principio de conservacion de la energia: La suma de las caidas y aumentos de
potencial alrededor de cualquier camino cerrado en un circuito es cero. Es decir,
el trabajo realizado en un objeto debe ser provisto por otro (recordar que la potencia
disipada por efecto Joule es provisto por la fem). En el circuito de la figura, debe
cumplirse

]_7' i) Si hacemos la circulacién en sentido antihorario
Vi

+ Vi+IR=V,=0
| } R i) Si hacemos la circulacion en sentido horario
T N —V, — IR +V, = 0(5.27)
|I— Es decir, es lo mismo.
+V ' Pero... ¢por qué puse esos signos y ese sentido de corriente?
2

Todo es convencional pero una vez que se tomo la
convencién hay que seguirla hasta el final de la resolucion.
a) Por convencion, en la bateria la raya mas larga indica que esta a mayor potencial que la
mas corta.
b) Elegi, arbitrariamente, el sentido de |
c) Elegido el sentido de I, como los portadores positivos siempre se dirigen a zonas de menor
potencial, al pasar la resistencia, la | serd la misma pero el potencial habra disminuido.

El sentido final de la corriente estara dado por los valores de tension en las baterias.
Como vemos, si V; > 1, la corriente circulara en sentido contrario al indicado (Se manifiesta
en un valor negativo de I).
V ¢ COomo se generaliza en un trozo de circuito como

2
A Vi —|> B el de la figura? Si el sentido de | se toma como est&
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indicado A debe estar a mayor potencial que B. Es decir,V; — Vg >0 (serda 0 si Ay B son el
mismo punto, eléctricamente hablando)

(Va—=Vg)+V, —IR=V,=0. Osea, (V;—Vg)=-V, +IR+V,

Definiremos qué es un NODO y qué es una MALLA. Un nodo es un punto de union
de 3 0 més cables en un circuito. Una malla es cualquier camino cerrado en un circuito. Para
“resolver” un circuito deberemos escribir tantas ecuaciones como incognitas tengamos (con
cuidado de que no sean linealmente dependientes). A través del tiempo se han establecido
“reglas” para determinar cudntas “ecuaciones de malla” y cuantas “ecuaciones de nodo” son
necesarias para resolver un circuito complicado que tiene N nodos y M mallas. Nunca
haremos circuitos tan complicados en Fisica 11!

https://www.youtube.com/watch?feature=related&hl=en-GB&v=IpaEGhjpZgc&gl=1EHay

otros videos no tan vintage! Y vale la pena verlos.
https://www.youtube.com/watch?v=-
Rb9guSEeVE&list=PLkyBCj4JhHt8DFHIQysGWm4h_DOxT93fh
https://www.youtube.com/watch?v=u4FpbaMW5sk&t=33s,

https://www.youtube.com/watch?v=m4jzqgqZu-4s

'http://www.absorblearning.com/media/attachment.action?quick=11a&att=2673

Un ejemplo completo

Dado el circuito de la figura, en el que conocemos los valores de las pilas y las resistencias,

queremos calcular las corrientes que circulan por cada uno de los componentes.

I, 24V
B I
—WW—|
R, 20
Vo
2
J—— I
12V 1 :
6V
x |
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Paso 1: asignamos corrientes de direccion arbitraria. NO es necesario adivinar el sentido
correcto; el sistema de ecuaciones lineales que generaremos arregla los signos
automaticamente.

Sélo es necesario considerar tres corrientes 4, I, e I3. En efecto, I, circula por Ry,Vp1 y Vpy, |2
lo hace por R, y Vp2 e I3 por R3, R4 ¥y Vps. Ya hemos cubierto todos los componentes.

Paso 2: ecuaciones de nodos: el circuito tiene dos nodos M y N. Vamos a escribir la primera

N
ley de Kirchhoff. > 1, =0
k=1

Nodo M: I;-1,-13=0 (528)
Nodo N: -l11+1,+13=0

Vemos que las ecuaciones son linealmente dependientes. Podemos tomar una sola de ellas,
cualquiera; tomamos la primera. Faltan entonces dos ecuaciones linealmente independientes

para terminar el problema.

Paso 3: ecuaciones de mallas: buscamos dos mallas diferentes y en ellas aplicamos la segunda
M

ley de Kirchhoff. >V, =0
k=1

Malla ABMNA (punto de partida A, sentido horario):

Vp1-liR1-Vpo-1,R+Vp3=0 (5.29)

Malla NMCDN (punto de partida N, sentido horario):

-Vp3+12R2-13R3-13R4-Vp4=0 (5.30)

Juramos que las dos ecuaciones de malla son linealmente independientes porque en una

aparecen variables que no estan en la otra.

El sistema matricial resultante es:
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1 -1 -1 1, 0
-R, -R, 0 I, |=|V,, =V, —V,, [(5.31)
0 R, —(R+R,)|1I Vo, 4V,

Después de triangular el sistema encontramos la solucion:

] [-4.0909 A
l, |=| 0.5455A
l,| |-4.6364 A

El signo negativo de I;e Izindica que en el mundo real la circulacion de portadores positivos
seria en sentido contrario al supuesto.

El problema esta bien resuelto y NO tocamos absolutamente nada. NO es necesario rehacer el
problema.

Podemos reemplazar el vector solucion en 5.31 y verificar, pero esta bien porque lo calculd
una computadora.

Vamos a hacer algo mas interesante. Calculemos las potencias entregadas o recibidas por cada
elemento y veamos si el balance cierra.

Todas las resistencias reciben energia y la disipan como calor: P, = I°R
P, = 1,°R =33.4711W

P, =1,’R, =1.1901W

P, = 1,°R, =42.9917 W

Py, = 15°R, =85.9835 W

P, =163.6364 W

Riotal

El calculo para las pilas es un poco mas complejo por el tema signos. Miremos el dibujo del
circuito: segun asignamos las direcciones de corriente la pila 1 entrega energia, es decir que
anotamos V1. Por el contrario, la pila 2 recibe energia, por lo que anotamos -Vpl,. Asi
continuamos con las otras pilas: la 3 entrega y la 4 recibe. Estos son los signos que respetan el
dibujo original, luego, al calcular, debemos reemplazar la solucién con los signos obtenidos:

Ri
Ri

=V, =12V (~4.0909 A) = 49,0909 W

, =V ,l, =24V (~4.0909 A) = 98.1818 W
Rios =Vysls =6V (0.5455 A) =3.2727 W

Pips = Vol =6V (~4.6364 A) =111.2727 W
Ry, =163.6364 W

p

Y respiramos tranquilos porgue todo lo entregado es igual a lo recibido y el principio de
conservacion de la energia esta a salvo.
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6.1. Introduccion
Las primeras observaciones de fendmenos
magnéticos reportadas datan de hace méas de 2500 afios.
Al oeste de Turquia se observaron fragmentos de material

(FesO4: magnetita) con propiedades muy particulares. Es

- s
Magnetita atrayendo clavos y limaduras de hierro

lo que hoy se llama un iman permanente. El uso de
imanes en navegacion data de mas de 1000 afios en Occidente aunque es muy probable que en
China se conociera la orientacion N-S de los imanes. También se conocia que los imanes

permanentes  ejercian

fuerzas entre si y tam- & /{N/ Jf/\;_/' 5 8= = / s
bién sobre fragmentos // N f,‘/ g e y
de hierro no magneti- | ;A.-"f ’,,f / ; .ff"'f /
zado. Otra cosa conoci- f /S LS /& S = = /{//V /.-"'

da era que un trozo de " Lie poes repe  Unlkepolesatiect

hierro puesto en contacto con un iman, se magnetizaba, i.e. se convertia en iman. Cuando un
trozo de hierro magnetizado se deja girar libremente, toma direccion N-S (la brajula).

Otra observacion experimental: si se parte un iman en dos, se obtienen dos imanes. Y

aun mas, se pueden producir fuerzas

S N de atraccion o repulsion entre dos
imanes dependiendo de las
orientaciones de los mismos. Polos

S NEES N
distintos se atraen y polos iguales se

SIS NI N N

Es por eso que, debido a la orientacion de una aguja
imantada, se concluye que la Tierra debe
considerarse un gran iman con el S magnético en el
polo norte. ¢Para donde apunta una brdjula puesta

en la atmdsfera terrestre?
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Durante la Edad Media el estudio del magnetismo dio un gran

paso gracias a los estudios de Pierre de Maricourt' (probablemente %}I/{é
un cruzado en las trincheras). Escribié el primer tratado de // \\\

Magnetismo, donde por primera vez se

hablé de polos de un iman. A pesar de esto,

el magnetismo comenz6 a ser bien

conocido a principios del siglo XIX. En esa

época Electricidad era sin6nimo de
Electrostatica, Magnetismo era el estudio de los imanes, la brujula y
el campo magnético terrestre (no se habia progresado desde Gilbert
en 1600), y Galvanismo se referia a los fenémenos relacionados con
corrientes continuas producidos por baterias (descubrimiento

fortuito de Galvani y subsiguientes experimentos de Volta).

6.2. Fuerzas producidas por campos magnéticossobre cargas"
En las figuras anteriores, el ordenamiento espacial de las brdjulas (izquierda) o los

pequerios alambres de hierro (derecha), sugieren la presencia de un objeto abstracto que

llamamos campo magnético B. Los experimentos indican que cuando hay cargas en
movimiento, el campo magnético de los imanes interactia con las cargas en determinadas

condiciones. Podemos resumir los resultados experimentales:

1) Puede existir sobre una carga gen movimiento una fuerza Ifm debida a algun imén o

equivalente.
= . - . }T_m
& i . >1no ® \/? 2 Zona con campo
de g cambia el sentido de la PR magnético
® ® 50 ® &
fuerza.
= = = ® ® ® ®
3) F,-v=0y F,-B=0, es
decir
4) [P o [vl,|B: |78
IR F, perpendicular
5 Si Vv y B son paralelos saliente

F,=0

—

6) Si v y B son
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perpendiculares |F_ | es maxima

m

7) Si cambia el sentido de V o B cambia el sentido de F,,

Todo esto lleva a que la fuerza que ejerce un campo magnético sobre una carga esta dado por
F =qVxB
de donde surge que el campo magnético no puede ser un vector sino un pseudovector o vector
axial. Como la unidad de fuerza es el Newton, la unidad de campo magnético debe ser tal que
N's N
[B]

=——=——=Tesla=T
Cm Am

Se lo denomina asi en honor a Nikola Tesla, quien fue el responsable de los sistemas de

potencia de corriente alterna a larga distancia.

" . ) i _dr
Como la fuerza magnetica es siempre perpendicular a la velocidad y v =4t resulta

siempre Ifm 1 dr y por lo tanto la fuerza magnética nunca realiza trabajo. Es decir, no es una

fuerza conservativa en el sentido de que deriva de una funcion potencial y siempre

B
J' F_-dF =0. Por otra parte, como
A

W

votal =Wenoe TWe, =W¢ . +0=AT =0

Fnoc Fnoc
el modulo de la velocidad permanece constante cuando una carga se mueve y esta presente
solo un campo magnético.

Vamos a determinar cbmo un campo magnético modifica el movimiento de una carga

puntual g. Primero consideraremos un caso sencillo y luego otro mas general.

Ejemplo 1: una carga positivag moviéndose con velocidad inicial V,en el mismo

plano que el campo magnético I§ext .Supongamos primero que la velocidad es perpendicular al

campo magnético en el instante

inicial

Como F,(t=0)=q V,xB

ext !

es decir, la fuerza es
perpendicular a la velocidad, la

variacion de energia cinética es
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el o _dv
nula, es decir, |V| = |V0| Yy en consecuencia at =0.

Por lo que podemaos escribir a la aceleracion como

_ _ _ V2 dv _ Ve
A= € T & etangencial =—Crorma T~ Can gencial — __ Cnormal —
o, dt R

2
_ - ~ R Ve
I:m =Q VX Bext =ma=ma, =mM-—¢€.,

R

V2

= _ - A .
I:m =q Voetangencial < Boey = mEenormal

2

i ) v . i .
Es decir, la fuerza es de médulo qv,B =m-2 y la trayectoria es una circunferencia en un
R

2
Vo o

—€
R

normal

Electricidad y Magnetismo

. Consecuentemente,

. - . mv, :
plano perpendicular al campo magnético de radio R=—2. Como v=wR la frecuencia

gB

gB

resulta @ =——, es decir, no depende ni de R ni de v. Es usual denominar a gBR = mv, como

m

la ecuacion del ciclotrén (el primero de los aceleradores modernos de particulas cargadas).
De ella queda claro que, dependiendo de la experiencia, pueden determinarse el momentum
lineal de una particula cargada, la velocidad, la relacion entre masa y carga, etc.

Ejemplo 2: una carga positiva
moviéndose con una velocidad no
perpendicular al campo, es decir, una
componente  perpendicular y otra

paralela.Elijamos
B=Be, Yy V=V, X+V,,Y+V,Z
En consecuencia, la fuerza solamente

tendrd componentesy y z

F =q{0X+BV,,y-BV, 7| =ma

\J

La componente de la velocidad paralela al campov, no se vera afectada y permanece

constante, es decir, v, =V,,. Cambiaran las componentes y y z con el tiempo, aunque

V; +V: =cte=vs, +V;, =V; porque la energia cinética se conserva,

La aceleracion estara dada por
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- _ _ V2 dv _
a=a; Coma T & € gencial — —_ Cnormal +—€an gencial
o
N En consecuencia, el recorrido sera un
F 3 - - 7 H
4 B’ 1 helicoide pues tendra una velocidad
[ 3 - =7 =
1 X il constante en la direccion de B

S E N Rt S (direccion  x) y una fuerza

perpendicular a la velocidad en el

plano perpendicular a B . El radio del

i P —

g . . mv
T1e 177 \ S<t | helicoide estara dado por R=—=, la
i + I e =l } qB

) 5 _ B
k\ h oL - " frecuencia por a)=q—y el paso del
o -1 - | _/ -7 ' Z m

‘y I helicoide (camino recorrido a lo largo

del eje x durante un periodo) por

h=v, T =v, a _ 27V, 3 27rMV,,
f @ gB

6.3. Fuerza magnética sobre un conductor que transporta corriente

Si un campo magnético ejerce una fuerza sobre una carga en movimiento, no es de
sorprender que también ejerza una fuerza sobre un conductor que transporta corriente, ya que
la corriente es un conjunto de cargas en movimiento. Por el principio de superposicion, la
fuerza sobre un conductor que transporta corriente | serd la suma de todas esas fuerzas. Como,

en promedio, todos los portadores de carga “avanzan” en una direccion con velocidad V,se

tiene que

—

Fm = Z ql Va X Bexterno — N q Va X Bexterno

todas las
cargas en
movimiento

Recordemos que habiamos definido a la corriente como la carga neta que atraviesa un

area A en la unidad de tiempo, es decir

dQ
| =—==ngv, A
at Qv,

donde n era el nimero de portadores por unidad de volumen y A la seccién del cable.
Entonces
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dQ N N
l=——=—1qv.A=—0qV
dt Aan an

Reemplazando resulta

F,=NqV xB

m

Vaog va D
=N q VaV_>< Bexterno =1 LV_X B

a a

externo externo

Observen que esto es valido para un segmento recto en un campo externo uniforme. Si
tuviéramos un conductor de forma arbitraria, cada carga tendria una velocidad en distinta

direccion, i.e.

B B
I:m :'[dqva(q)x Bext =:[I dl X Bext

Supongamos un campo magnético uniforme y perpendicular a la trayectoria de los
portadores de carga y que la corriente es la misma en todos lados (¢ puede ser distinta?).

En ese caso

R
Fo=[1dl xB, =1[dl xB, =1 PRB,
P

U ) 0

Es decir, la fuerza magnética ejercida sobre el alambre cuando el campo magnético
es uniforme, es igual a la ejercida sobre un alambre recto con los mismos extremos. Esto
lleva a que la fuerza sobre una espira cerrada es nulacuando el campo magnético es
uniforme.

6.4. Torque sobre una espira rectangular con corriente en un campo
magneético uniforme. Momento dipolar magnético.

Supongamos que tenemos una espira rigida de lados a y b y un campo magnético

externo uniforme.
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y A y A

v

A

®'U
v

) 1 ® .
D, @ |

ot
Kool
=
v
o
)
2

G

v

°® ®

X & .
ML T > > |:V > L >
® ® X -

En la figura de la izquierda, las fuerzas estan sobre el plano de la espira siendo

Y :_FPQ Yy Fw :_IEMQ

En consecuencia, si la espira de la izquierda es rigida, no se trasladara por efecto del
campo magnético externo.

En la figura de la derecha, en cambio, las fuerzas corresponden a

Fre =—F Y Fy =Fo =0 siendo F, =IFGB,, Z

El torque, por lo tanto no depende

del punto y Z

7 =FxF=ablB,, Y
Si se logra que gire por el punto N ?‘“ >

medio del lado

7 =rxF=ablB,sing y

Es decir, se puede escribir como el producto vectorial entre el &rea de la espira y el

campo externo (por ). Asi, el torque sobre la espira resulta
7 =FxF =1 AxB,, donde A= An

ext

A la cantidad IA=m se la denomina y 9

v

momento dipolar magnético. Recordar que el

momento dipolar eléctrico p=qd hacia que

7 =FxF=pxE,, y el dipolo tendiera a alinearse

ext
con el campo eléctrico. En este caso, el dipolo magnético tiende a alinearse con el campo

magnético. Pero OJO!!! EI momento dipolar eléctrico tiene la direccion de la recta que una las
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cargas, mientras que el momento dipolar magnético tiene la direccion perpendicular al area
determinada por los cables (tiene la del diferencial de area).
El galvanometro de D" Arsonval, fabricado por un médico/fisico francés en 1882,es un
instrumento que usa esa propiedad. Es un instrumento formado por un iman permanente vy,

dentro del iman, se coloca una bobina mévil unida solidariamente a una aguja. Cuando pasa

/ Momento dipolar eléctrico p Momento dipolar magnético m \

—

1

El sentido es desde la carga negativa a la El sentido estd dado por la normal a la

positiva superficie (acorde con la corriente)
\ szxF:f)erxt 7:=F><F:|A><I_5>ext /

corriente por la bobina, el campo magnético ejerce fuerza neta nula sobre ella, pero hay un

torque que produce la rotacion de la bobina con la aguja. El instrumento tiene resortes que
cumplen doble funcién: transportar corriente y ejercer una fuerza restitutiva que permite el
equilibrio. Relacionando la posicion de la aguja con al corriente que pasa por la bobina, se
establece una escala. Este tipo de instrumento “mecanico” ha sido reemplazado por otros

electronicos pero muestra el ingenio de la humanidad para hacer mucho con poco...

| Hognetk oone
Hlovieg ool

Lowar cordral zpring

Figme 1 D' Anozval Meber Miovement
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6.5. Fuerza de Lorentz

Cuando una carga en movimiento sufre el
efecto de un campo eléctrico y un campo ¢y
magnético, por el principio de superposicion, la q

Vv
fuerza total estara dada por \

F=0qE,, +qVxB,,

ext

> Eext
Un campo eléctrico uniforme produce una /

aceleracion constante paralela al campo. En

consecuencia, la carga describe un movimiento
rectilineo uniformemente acelerado. En cambio,
un campo magnético uniforme hace describir a una carga puntual un movimiento helicoidal (o
como casos particulares, un movimiento circular o0 un movimiento rectilineo con velocidad
uniforme). El efecto de ambos campos sobre una particula en movimiento, serd la
superposicién de los efectos particulares. Por supuesto, para que la carga no se desvie, la
fuerza total debe ser nula.

Tema especial 1: Un tipo de movimiento muy particular se produce cuando una carga
es sometida simultdneamente a un campo eléctrico y a un campo magnético, uniformes y
perpendiculares entre si. Supongamos que establecemos un sistema de coordenadas tal que el
campo eléctrico tiene direccion z y el magnético tiene direccion x. Se coloca una carga
puntual positiva g en reposo en el origen de coordenadas. ;COmo se movera?

Si no existiera el campo magnético, la carga seguiria acelerandose y moviéndose en la
direccion z. Si no existiera el campo eléctrico, la carga no sufriria ninguna fuerza y
permaneceria en el origen. Pero existen los dos campos simultaneamente.

En el instante inicial, como la particula esta

en reposo, no sufrira el efecto del campo 3 g 4 -
magnético. Pero si la del campo eléctrico, el que la %

acelerara en t=0 en la direccion z. Esto provocara /

una fuerza magnética en la direccion y que q >
indicaria el comienzo de un movimiento circular B ./‘/ y
en el plano yz si la velocidad fuera constante. Pero,

como el campo eléctrico la acelera, la velocidad en X

la direccidon z aumenta mientras que el campo magnético tiende a aumentar la fuerza sobre

ella hasta que la fuerza magnética es mayor que la eléctrica. En ese momento, la particula
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comienza a volver hacia el eje y , siendo su velocidad de sentido opuesto a la que le produce
el campo eléctrico. Es decir, va disminuyendo su velocidad. En un momento la velocidad se
anula (cuando la carga llega al eje y) y todo comienza de nuevo.

¢ Como resolverlo analiticamente? Como no hay fuerza en la direccion x, la forma mas
general de la velocidad de la carga sera en todo momento

V=Ve +VeE,
la fuerza magnética sobre q correspondera a
F. =qVx B:qB(vZ g, -V, éz)
y la fuerza eléctrica a
F,=qE=qE¢,
En consecuencia, la fuerza de Lorentz resulta

S dv
F=aB(v, & -v,&)+0E e =By, +q(E-By, )¢, =ma:m{_vé +dié]

Si bien no es dificil de resolver, vamos a proponer la solucion y ustedes verificaran que es LA

solucién.

y(t):%(a)t—sina)t) 2(t) :%(1403@)

donde w=21B y corresponde a la “frecuencia del ciclotron”. Ademéas cumple con las
m

condiciones iniciales, es decir, que la velocidad sea nula en t=0. Llamemos Rz?.

Eliminando senos y cosenos resulta que (y— Ra)t)2 +(z- R)2 = R?. Esto es la ecuacion de

una circunferencia bastante especial de radio R: su centro esta ubicado en el punto (0, Rat, R)

. 'Y este centro va cambiando con el tiempo: va viajando en la direccion y con una velocidad
oR . Este tipo de curva se llama cicloide".

Fin tema especial 1 z

m

y
6.6. Equipos que basan su /B/

funcionamiento en la Fuerza de
Lorentz
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Hay varios equipos de laboratorio que usan una combinacion de campos

eléctricos y magnéticos. Entre ellos, podemos destacar

a) Tubo de rayos catddicos": la base de los viejos televisores y monitores (los de vidrio).

b) Ciclotrén"": primer acelerador moderno de particulas ionizadas.

c) Selector de velocidades: para filtrar determinadas particulas cargadas; usado en

microscopios electrénicos y espectrometros*

viii.

d) Espectrometro de masas”™": usado en quimica analitica para determinar la cantidad y

tipo de materiales presentes

6.7. Efecto Hall

Esta experiencia es historicamente muy importante
porque de ella se deduce que los portadores de carga en metales
son los electrones.

Se tiene una banda metalica de longitud L a la cual se le
aplica una diferencia de potencial, de modo que pasa una
corriente por ella. Esta se coloca en un campo magnético
uniforme perpendicular a la banda.

La fuerza total sobre la banda es

F =ILyxB(-Z)=-ILBX

Si aplicaramos la expresion de la fuerza magnética

F.=q VxB, la fuerza sobre la banda nos daria en el sentido

— X, tanto si consideramos portadores positivos o electrones. Es

X

b2

|

ext

X

decir, si los portadores son positivos (como es nuestra corriente convencional) sufriran una

fuerza hacia la izquierda. Y si fueran los negativos, como la velocidad tendria sentido

opuesto, también se irian hacia la izquierda. Es decir, sean cuales fueren los portadores, se

acumularian a la izquierda. Esto no puede seguir indefinidamente. Llega un momento que

habra una fuerza eléctrica de repulsion que hara terminar la migracion. Se establece un

equilibrio y habra un campo eléctrico y unadiferencia de potencial eléctrico. Las cargas se

mueven entonces hacia arriba como si no hubiera campo magnético, pero acumuladas en los

laterales. El signo de la diferencia de potencial determina el signo de los portadores de carga.

Si los portadores son negativos, éstos se acumularian sobre el lado izquierdo y el

extremoizquierdo estaria a menor potencial que el derecho. Y viceversa. En 1879 Hall hizo
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las primeras mediciones determinando

~ Magnetic
que los electrones eran los portadores de  Ffy, = magnetic field B
. -=—— force on
carga de los conductores™. negative charge +

carriars.

e = electric force

from charge
Direction of convantional Buildup.
glectric current

s
||

Ejemplo: B=2 T, ancho= D=1 cm, Vyai= |

7.2 uV, d=espesor, L=largo

Vv
Eq=qv,B, ED=V —=v.Bv,=3.6 10*m/s

D
d N N L 1
Como | A0 qv,Dd =—qv, = v, =1 =1
d D-d-L L nDdL ngD -d
l=vaB:>V=D-BI 1 :>V:£
D ngDd ned

Hay medidores de campo magnético a partir de este efecto. Por ejemplo, si se pone una
delgada pelicula de cobre (cuanto mas delgada es, mas alto sera V). ElI campo terrestre esta
entre 30 y 60 uT. Un mol de Cu corresponde a 63,5 g/mol y la densidad es de 9g/cm®. En 1
mol hay Na electrones libres (1 por &tomo, aproximadamente). Entonces

n=pN, /M =8510%electrones/m*. Y si D=10 um resulta V=10V

6.8. Tema especial 2. Relacion entre campos magnéticos y eléctricos desde

marcos de referencia en movimiento

Estamos en condiciones de resolver el problema de la consistencia entre las leyes de la
electricidad y el magnetismo con el principio galileano de relatividad (o invariancia). Las
leyes de movimiento deben ser iguales en todos los marcos inerciales. Asi, un observador O y
otro O’(que se mueve con velocidad U constante respecto de O) deberia expresar las leyes de

igual manera. Entre ellas, la segunda ley de Newton

If:d—p siendo p=mv para el observador O que mide una velocidad V para la

dt
particula y también para el sistema O’que ve que la particula se mueve con velocidad

V'=vV-U.
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A y 1
B a
C\ Vi
SA /» .
> E o >
S V=V-0

yA

Para el observador O la fuerza de Lorentz est4 dada por F =q [E +V x I§]

Y para el observador O’ F =q[|§'+\7‘>< E']:q[l?'+(\7—l])x I§'}

Es decir, damos la posibilidad de que los campos vistos por O sean distintos que los
vistos por O’. Es decir,

E'=E+0xB B'=B

Estas relaciones resultan correctas cuando las velocidades son chicas comparadas con
la de la luz. Es decir, que de un marco inercial de referencia a otro, los campos magnético y
eléctrico se mezclan. Volveremos a ver este ejemplo cuando estudiemos la Ley de Faraday.

A partir de esto podemos inferir que debe existir una relacion entre campos

magnéticos y eléctricos. Esto lo veremos mas adelante.

Fin tema especial 2

"http://libraries.mit.edu/collections/vail-collection/topics/masterworks/how-it-all-began/

http://es.wikipedia.org/wiki/Peter Peregrinus de Maricourt

"www.youtube.com/watch?v=fwiKRis145E

“http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Cycloid_animated.gif

Vhttp://www.crtsite.com/page3.html
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Vihttp://hyperphysics.phy-astr.gsu.edu/hbasees/magnetic/cyclot.html
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Vilhttp://en.wikipedia.org/wiki/Mass_spectrometry
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"http://hyperphysics.phy-astr.gsu.edu/hbasees/magnetic/hall.html
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7.1. Introduccion
En el Capitulo 6 analizamos la fuerza magnética ejercida sobre una carga que se

mueve en un campo magnético externo B, . Para completar las descripciones trataremos de
dilucidar queé es lo que provoca ese B,,, .

Hagamos una analogia: un campo eléctrico externo E,, ejerce una fuerza sobre una
carga ¢, (se me ocurre llamarla asi) quieta y, por otra parte, otra carga quieta, llamada g, crea
un campo eléctrico E. Sabemos que un campo magnético B,, ejerce una fuerza sobre una
carga en movimiento. Entonces nos preguntamos si una carga en movimiento crea un campo
B (todo por buscar simetrias en la Naturaleza... muy griego).

Una Carga estatica Crea un Campo electrostéatico

Un Campo electrostatico Ejerce fuerza sobre una carga

Ejerce fuerza sobreuna

Un Campo magnético cargaque se mueve

1111

Una Carga que se mueve ¢s¢eCreaun Campo magnético??

En 1820 Oerstead era profesor de Fisica de la Universidad de Copenhague. Se
sospechaba que existia una relacion entre la electricidad y el galvanismo (porque ambas
producian sacudones). El tenia también una idea vaga acerca de alguna relacion oculta entre el
magnetismo y la electricidad. Llevaba a cabo experiencias donde colocaba una brujula cerca

de cables por los que circulaba corriente.

Cuando decidio poner el cable paralelo a la
brdjula, ésta sorpresivamente gir6 y se ubico
perpendicular al cable. Y si invertia la corriente
galvanica, se invertia el sentido de giro. No entendia

qué pasaba (ni se lo dijo a sus alumnos, segun

cuentan). Es decir, la brajula se movia como en presencia de un poderoso iman.
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Enseguida, varios cientificos se pusieron a hacer
experiencias similares y determinaron que la fuerza magnética
sufrida por la brajula (cerca de un cable recto que conducia
una corriente constante) era tal que hacia que la aguja se
ubicaba siempre perpendicular al cable. Y el cable también
atraia limaduras de hierro e imantaba barritas de hierro, como

los conocidos imanes. Se pudo pensar entonces que la

corriente, 0 sea cargas en movimiento, generaba algun tipo de
campo magnético.

Antes de adentrarnos en el tema de cuanto campo magnético genera una dada
corriente, queremos comentar algo relativo a una propiedad basica del campo magnético. La
figura inmediata anterior muestra un iman cuyos extremos han sido pintados rojo y azul. Para
visualizar las lineas de campo se ha espolvoreado polvo de hierro y colocado algunas brujulas
para mas ayuda. Es facil visualizar las lineas de campo; podriamos trazarlas desde el lado
azul(tomado como punto de arranque) hacia el rojo (tomado como punto de destino). Un
experimento mas complicado muestra que dentro de la barra del iman las lineas de campo

apuntan desde el rojo hacia el azul, formando en total una linea cerrada (ver figura siguiente)

N\ N

\ N
7 Id

N N\
4 7

7 7

Las lineas de campo de B son cerradas sobre si mismas. No tienen punto de comienzo ni de
fin. No hay fuentes ni sumideros. Un campo vectorial que carece de fuentes y sumideros se
Ilama solenoidal (un nombre). Al carecer de fuentes y sumideros el flujo de dicho campo a

través de cualquier superficie cerrada debe ser nulo:

¢§@§=o
S
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O por el teorema de la divergencia:

div(B)=0

Esta es una diferencia con respecto al campo eléctrico que tiene fuentes (las cargas positivas)
y sumideros (las cargas negativas).

Por otra parte, si miramos la figura anterior y nos preguntamos por la circulacion del campo

magnético a lo largo de una curva cerrada, encontramos que podemos obtener un valor

positivo si vamos a favor o negativo si vamos en contra, pero no cero:
¢ Bedl 0

Cc

O por el teorema del rotor:

rot(é) %0

También diferente del campo eléctrico.

7.2. Leyde Bioty Savart

Jean-Baptiste Biot y Félix Savart y muchos mas hicieron experiencias cuantitativas
para determinar la fuerza que una corriente (generada gracias a las pilas de Volta) ejercia

sobre un iméan cercano. Alrededor de 1820, de los resultados experimentales, Biot y Savart

llegaron a una expresion matematica que da el valor de la intensidad del campo magnético B
en un punto r del espacio cuando una corriente constante fluye por un alambre conductor. Es
decir, una corriente eléctrica, fluyendo por un alambre conductor, o cargas en movimiento,
produce un campo magnético que decrece inversamente con la distancia al conductor.
También podemos pensarlo como la creacién de una zona del espacio (alrededor del
conductor) donde se pueden detectar fuerzas magnéticas.

Que la corriente no varie en el tiempo (decimos que es constante) significa que hay un
flujo continuo desde siempre y para siempre. En realidad, tal corriente no existe en realidad
(como tampoco existe una carga quieta de verdad).

Cuando considerabamos que teniamos cargas en reposo, hablabamos de
Electrostatica. Ahora, que consideramos corrientes que no fluctdan ni interrumpen su
devenir, hablaremos de Magnetostatica. Por supuesto que no existen tales cosas. “En ese
sentido tanto la Electrostatica como la Magnetostatica describen mundos artificiales que solo
existen en los libros de texto. Sin embargo, ellas representan aproximaciones adecuadas

mientras se cumpla que las fluctuaciones reales sean razonablemente lentas; de hecho, para la
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mayoria de los propoésitos la Magnetostatica se aplica muy bien a las corrientes hogarefias,
que varian 50 veces por segundo”™*
Cuando una corriente constante fluye por un alambre conductor, su valor | debe ser el

mismo a lo largo de él. Si no fuera asi, la carga se estaria “apilando” en algun lugar, y no seria

entonces una corriente constante.Es decir, si tomaramos un volumen y calcularamos la VeJ ,

no nos daria cero. En ese caso, la carga en un punto estaria variando con el tiempo. l.e.

a—'O;r:O.
ot

Resumiendo, cuando estamos en Magnetostatica, debe ser necesariamente VeJ =0.El
campo magnético I§(f)generado por un alambre conductor por el que circula una corriente
uniforme | se podra calcular por la Ley de Biot-Savart

L MU x(F =T

B(r)=—°f% (7.1)

4z |F-F

donde dl’es el vector tangente a la linea de flujo de
cargas, I determina el lugar donde se quiere calcular el

campo magnético yr indica la posicion de las cargas

que se mueven. También podriamos pensar que dl” es
un elemento diferencial de longitud a lo largo del alambre, F la posicion de los puntos “campo”y T la

de los puntos “fuente”. La constante 14, se denomina permeablidad del vacio y su valor en el Sistema

N
Internacional de Unidades es 1, = 47 10~ — Que las unidades sean N/A’ provienen de cudles

son las unidades de campo magnético. 2

La Ley de Biot-Savart cumple en Magnetostatica mismo papel que la Ley de Coulomb cumple

en Electrostatica. Observemos que la dependencia % , €scomun a ambas.

! En otros paises varia 60 veces por segundo.

. En consecuencia

32

2Como F=qVxB, las unidades de campo magnético corresponden a [B]=T =[m]C

Tms Nsms Ns* N

M| = = .
[1e] C CmC c? A
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7.3. Tema especial 1.Una forma alternativa para llegar a la Ley de Biot y

Savart

Las experiencias realizadas a través de muchos afios manifestaron que solamente una
carga generaba un B cuando ella estaba en movimiento.

¢Coémo averiguar el B que produce una particula con carga g que se mueve con velocidad V ?
Para eso podemos hacer la siguiente experiencia pensada: ponemos una carga g’ en el origen

de coordenadas que tenga una velocidad V' en el

instante to. En ese mismo momento medimos la fuerza i v
que aparece en otra carga g que se mueve con V y que /
estd en la posicion 1. Es decir, el campo magnético v’

externo seria el producido por g’ en movimiento. Para

sequir este razonamiento debemos suponer que las -
cargas se mueven con velocidades muy bajas q’ 'y

respecto de la velocidad de la luz. Considerando que X

la fuerza ejercida sobre la carga g en movimiento y
ubicada en la posicion T estéa dada por la fuerza de Lorentz F, (F) =V x I§(f) los resultados

obtenidos muestran que el campo magnético generado por la carga q° en ese instante debe

valer

B(r)=2 9V X7 79
4z |r|

Si la carga q  estuviera en la

posicion 1, el resultado seria

5(r)= 46 9V (=) 0
4r  |F-T
Es decir, los resultados

experimentales llevan a que

Ifm(F):qu I§(f):ﬂq\7x
A

Analicemos como se llega a este resultado.
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1) Si (F—F")//V", es decir, si en el instante t las cargas q y q" determinan una recta

paralela a la velocidad V' , la fuerza F, (F)sobre la cargaqg es nula, independientemente de

su velocidad.

2) Si las velocidades de las cargas son paralelas entre si y perpendiculares a la recta que

une a ambas cargas, la fuerza Ifm (F) sobre la carga g es maxima.
3) La Ifm (F) depende de |F — F‘| y es inversamente proporcional al cuadrado del mismo
4) La Ifm (f) depende del angulo que forman (F—F') y V', y también del angulo entre

el plano generado por (F—r') y V' y lavelocidad V.

De esta manera las caracteristicas del campo magnético generado por la carga g que se mueve

con velocidad V' resultan

1) Si F-r'//V'=B=0
2) |§| depende de |F — | 2
3y BLv' yBL(F-T)

4) |I§|: f(a)=g(sina)

Asi, en un instante t las lineas de campo son circunferencias

centradas en la cargaq’.

Vamos a comparar las fuerzas eléctrica y magnética entre dos cargas. Si tenemos una carga g’
en el vacio ubicada en F' y que se mueve con velocidad V' generard un campo eléctrico y otro

magnético en el punto ', siendo

(F):ﬂq'V'x(F—F')
4re,  |r-T ar  |F-r7

m
—~~
=l
~
Il
Q—
(o))

(7.5)

y las fuerzas que sufrira una carga q que se mueve con V

(medida en el mismo sistema de referencia) en el punto ' seran
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- - 1 , r—r
Fe(r):qE(r): qq =~ (7.6)
4re, |r—r|
= = /’lo ] o = =
L (F)=2200'———Vx(VX(F-T")) (7.7)
4z |F-T

Para tener una idea de 6rdenes de magnitud, consideremos dos cargas que se mueven con la
misma velocidad. La fuerza magnética sobre la carga g (si ambas son positivas) serd de atraccion

y su médulo estara dado por

_ 1 1 2
ﬁﬁkﬁ%¢#ﬁdeﬁﬁﬁ:ﬁﬁkﬁmq}ﬂAM)
Ar |r—r 4 |r—r|

EU%=4;%q¢r_{r

mientras que la fuerza eléctrica (de repulsion) tendra médulo
r-r

En consecuencia, la relacion entre sus valores resulta

11
F, 4m%qq|F—fr 1 9x10®m?/s®
2l —— = = >>1 (7.9)
Fl  H L&V’ v
99—
4z |-

Observacion inquietante: Si tenemos dos cargas en movimiento como se indica en la figura y

analizamos las fuerzas magnéticas de una sobre otra, tendremos

E .—ﬁlwvxpwx(r_”

Ax [ )
'Eq'—>q =0
Pero resulta que V'//(F—F") conloque _ :
Fog #0

Es decir, no se cumple el principio de accion y reaccion. ¢Esta esto en contradiccion con la
tercera Ley de Newton? La tercera Ley de Newton equivale a un principio mas general que es
la conservacion de la cantidad de movimiento. Cuando hay campos magnéticos y eléctricos,
estos transportan cantidad de movimiento (lo verdn en Electromagnetismo). Y asi se salva

este aparente fracaso de la tercera Ley de Newton.
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Fin tema especial 1

7.4. Campos magnéticos generados por distribuciones lineales de corrientes

Retomamos la 7.1

Resulta ahora un desafio calcular el campo magnético generado por una distribucion lineal de
corriente ya que debemos describir con mucho detalle qué representan los vectores W’(cémo fluye la

corriente), r (dénde estan los portadores de carga) y r (dénde se quiere calcular el campo
magnético).

7.4.1 Ejemplo 1: Cable recto de longitud L por el que circula una corriente |
Vamos ahora a calcular el campo magnético generado por una porcion recta de largo L de un
circuito mas complejo que puede tener una forma
totalmente arbitraria. bz
Lo primero que debemos hacer es dibujar nuestro objeto de
estudio y un sistema de coordenadas adecuado con el fin L

que perseguimos. “Copiandonos” lo que hicimos en

Electrostatica para una distribucion lineal de cargas, -
podemos ubicar a este trozo de conductor en el eje z de
coordenadas (ya aprendimos que esta ubicacion va a tener

la propiedad de hacer que el sistema en estudio tenga L.

simetria de revolucion alrededor del eje z “de cilindricas” y
simplifica la generalizacion porque se puede calcular en el plano yz o xz y luego generalizar

para cualquier punto r =xe, +y€, +z€, = p€, +z¢,). Pero hay que tener mucho cuidado:

usar una terna derecha (lo que siempre elegimos para usar lo que sabemos de Algebra).
Podriamos haber usado siempre terna izquierda y operar de esa manera, pero la costumbre es
usar la terna derecha). Para hacerlo en forma muy general, consideraremos que el conductor
estd ubicado entre L; y -L, de forma tal que L; +L,=L y que la corriente tiene el sentido

indicado en la figura. Vale la pena sefialar que este ejemplo tiene un problema importante: en
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-L, aparece de la nada una corriente que desaparece en L;. Es una contradiccion respecto del
principio de conservacion de la carga; la carga no puede aparecer o desaparecer. Salvamos el
problema pensando que hay algo antes de -L, y algo después de L;, pero que solo estamos
calculando el campo magnético generado por el tramo recto.

po 1< (F—F")

4r  |F-F

En la expresion dB (F) = debemos identificar cada variable.

1) dl* indica la direccion en que se mueven de los X
portadores de carga, i.e. dl'=dz’ €, 3. El sentido de la

corriente (que coincide con la velocidad de arrastre)

va a estar especificado cuando establezcamos los

limites de la integral.

2) f’indica dénde estan los portadores de carga que
generan el campo magnético. En este caso estan

ubicados sobre el eje z por lo que escribiremos L

I"'=2Z'€,. Por supuesto no son todos los puntos sobre

el eje z sino solamente los que estan entre —L, y L.
3) res el punto campo, es decir, el punto donde queremos determinar el campo. No es

una variable de integracion y podemos elegir, por ejemplo, que esté sobre el plano xz o

sea, I = X€, +Z€,.

Entonces: |

P
r-r'=xe+(z-2)g,;, 1 % | 77 Ne |

| TL
F-r|=x*+(z-7)% AN T

v Nar
;

Primero vamos a tratar de

deducir algunas caracteristicas .
L2

del campo magnético generado

sobre el plano xz. Como el dibujo tridimensional puede confundir por el tipo de “perspectiva”

utilizada, también lo haremos bidimensional para que quede claro en qué plano estan los

® Recordar que los versores cartesianos estan fijos en el espacio una vez que se estableci6 el sistema de
coordenadas.
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vectores involucrados. Cuando realicemos el producto vectorialﬁ'x(r—r‘), el vector

resultante serd saliente del papel. Es decir, el “diferencial de campo magnético” tendra la

direccién y. Y asi para cada uno de los di*. El campo total sera (por el principio de

superposicién) la suma de todos los “diferenciales de campo”, por lo que el campo resultante
en el punto P ubicado en el plano xz, B(P), tendra direccion €,

Para calcular el producto vectorial analiticamente podemos hacerlo por el “método del

determinante” o “a pedal” (propiedad distributiva). Usemos el método “a pedal” en este

ejemplo:
di'x(F-T")=dz'e,x[xe +(z— 7)€, |=xdz'e, x& + 02’ (z- 7)€, x&, = xdz’¢, x&, =xdz'€,
. ldlx (F 7" xdz'e
Entonces, dB(F):ﬂLn:ﬂl *—  (jdireccion que era de
4r  [F-F]

Az [x+(z-7)°]"

esperar!). La Unica variable de integracion es z° (de ahi la importancia de distinguir entre
puntos campo y fuente). La variable z° es la que varia entre —L, y L; si la corriente tiene el
sentido de la figura y entre L; y —L, si va en sentido contrario. Por lo tanto, como | es la

misma en todos los puntos y x y z corresponden a un punto cualquiera del plano xz,

obtenemos
[ s
I§(x,0,z)=ﬂlx 0z€, 7
4r —LZ[XZ +(z—z’)2] 2

Tampoco el versor cartesiano depende del punto de integracion, por lo que el campo

magnético en el plano xz solamente tendra componente y:

L -
Hy ¥ dz
B, (x,0,z)=—1Ix
y( ) A —LZ[X2+(Z—Z')2:|%

Esta integral (de tabla) es del tipo | = dgz}w = T fﬂm donde
a + a|a +

(=1-7,d{=-d7 ya*=x’
J- dz’ -d¢ ¢ o (z-7)

[X2+(Z—Z')2J% [a2+§2]% az[az+§2]% XZ[X2+(Z—Z')2]%
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L

B, (x,0,2) =2 Ix f dz __Ho (2-7)
e 4r —Lz[Xz-i-(Z—Z')Z:'% 4r xz[x2+(z—z')2]%‘

L

_|_2

__ﬂ| (Z_Z,)

:ﬂll (z+L,) (ze | )
Ar x[x2+(z—z')2]}/2

4z X [x2+(z+L2)2]}/2 _[x2+(z—L1)2]}/2

_|_2
Este resultado diverge en x=0 pero si observamos la expresion original de B, (x,0,2), ésta se
anula en x=0, es decir, es nula sobre el eje z (como era de esperar porque la velocidad de los

Az
&l

portadores tiene direccion z).

Si graficamos la componente y del

L,=1m
campo en funcion de z para dos L,=2m
valores de x, obtenemos el resultado
de la figura. Por supuesto que no es
simétrica respecto de z debido a
como ubicamos el “hilo” con
corriente. (Como lo deberiamos

haber ubicado para que fuera

simétrica la grafica?O ¢en qué valor -
de z es maximo el valor del campo?
¢Como se puede justificar conceptualmente? ;Como hubiera sido el grafico si se hubiera
tomado x con valores negativos?

Ahora falta generalizar el resultado a todo el espacio. Debido a la simetria de revolucién, la

componente y en el plano xz corresponde a la componente ¢ de coordenadas cilindricas. Y la

variable x a la coordenada pde coordenadas cilindricas. En consecuencia, podemos escribir

que el campo magnético generado por esta distribucion en todo el espacio esta dado por

(

_Ho 1 (z+L,) (z-L)

4r X +y? [x2+y2+(z+Lz)2]}/2 _[x2+y2+(z—L1)2]}/2

Donde hemos usado componentes cilindricas y variables cartesianas (jun hibrido!). También

B(x,Y,2)

podriamos escribirlo tanto en componentes como variables cartesianas
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B(xy,z)="221 ! { (z+L) ~ (z-L,)
4r m[x2+y2+(z+Lz)2]% [x2+y2+(z_|_1)z]%

](—sen 9 &, +CosE, )=

_ (z+ L) - (z-L) (— LA S é]
A A L A A
O todo en cilindricas

Wt L) @n) |

4z p [p2+(Z+L2)2]% [p2+(Z—L1)2]%

Ahora vamos a deducir como es el campo generado en dos casos especiales: la longitud del

alambre recto es tal que, dentro de las condiciones e incertezas experimentales, puede

considerarse como “semi-infinito”. Supongamos, entonces, que L, =0 y L — o . Debemos

hacer
- ) 1 (z+L,) (z-L,) 3
B(x,y,z)zllmﬂl 2 . g =
B Ar X4y [x2+y2+(z+L2)2]% [x2+y2+(z—L1)2]}/2 ’
SRR - - lim (2=L) -8
4r P +y [x2+y2+22}2 Lﬁ°°[x2+y2+(z—L1)2]2
Calculemos el lim (2-L) i Si L, > +oo, el valor del numerador sera
Lﬁw[xz_i_yz_i_(z_l_l)z} 2
negativo para todo z (excepto en el infinito). Entonces
2
lim (z=L) 7 =- lim (L=2) = lim (L-7) =
Lﬁ+w[X2+y2+(Z—L1)2J 2 Ll%+w[X2+y2+(Z—L1)2] 2 LH+OO[X2+y2+(Z—L1)2] 2
=—Llim 1 7 :—Llim 1 7 =-1
' [x2+y2+(z—L1)2]2 ' [x2+y2 +1]2
(L-2) (L-2)

Entonces para un conductor semi-infinito ubicado sobre el eje z desde el origen de
coordenadas hasta z — +oo Yy por el que circula una corriente | en el sentido de los z positivos

el campo magnético generado resulta
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- 1 yA
:ﬂ| +1|€

Biemi-infinito (X1 Y1 Z)
semi-infinito [P 4
4r X+’ [X*+y*+ 22}%
¢Como es la expresion del campo magnético en el caso en que el conductor pudiera ser

considerado infinito (desde —o a+0)? Deducir que en ese caso

_ 1 1
:&' e =ﬂ|

Bintinito (X’ Y, Z) Y W T, ;efp

Observen que, en esta ultima condicion, el campo no depende de z (o que es de esperar
porque todos los origenes de coordenadas son equivalentes). Ademas, podemos ver cOmo son
las lineas de campo magnético en el plano xy: su valor solamente depende de la distancia al
eje z por lo que son circunferencias centradas en el eje z. Comparen la dependencia de su
valor con la distancia con la del campo eléctrico generado por una distribucion lineal, recta y

uniforme de carga.

7.4.2 Ejemplo 2: Cable curvo (segmento circular) de longitud L por el que
circula una corriente | ,
No vamos a calcular con detalle el campo magnético W

v

generado por este tipo de distribucion. Pero, para fijar

e y
la metodologia de resolucion, vamos a escribir la ;" R J
expresion de los vectores involucrados en la expresion U
del campo magnético y hacer algunas
observaciones. Primero debemos hacer un
grafico (casi imprescindible porque tanta
abstraccion casi nunca es posible de hacer). Lo

» intuitivo es hacer coincidir el origen de

Y coordenadas con el “centro” del segmento
circular y ubicar la distribucion en un plano. ¢Por

qué habré elegido el plano xy? Para generalizar,

el “alambre” comienza en una posicion
caracterizada por R y ¢ y termina en otra posicion caracterizada por R y ¢». ¢Podemos

inferir algo acerca de las caracteristicas del campo generado en todo el espacio? ¢Sobre el eje
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z? Parece complicado, ¢no?. Vamos entonces a tratar de determinarlo analiticamente.

figura observamos que

En la

1) dlI' indica la direccion en que se mueven de los portadores de carga, i.e.

di'= Rdg'e, (Observar que el versor tiene un ¢ primado porque se refiere a la

fuente de campo. Este versor va a ir cambiando a medida que cambie el punto fuente).
La expresion del diferencial de arco se debe a que el segmento circular esta a una
distancia fija del origen de coordenadas (R) y su sentido esta dado por el versor
acimutal. Como en el ejemplo anterior, el sentido de la corriente (que coincide con la
velocidad de arrastre) va a estar especificado cuando establezcamos los limites de la
integral.

2) f indica donde estan los portadores de carga que generan el campo magnético. En este

caso estan ubicados sobre el arco por lo que escribiremos F'= Re . (que también es un

versor radial primado ya que variard con el punto fuente). Por supuesto no son todos
los puntos sino solamente los que estan entre @1y @z
3) res el punto campo, es decir, el punto donde queremos determinar el campo. No es

una variable de integracion y podemos elegir como escribirlo en forma genérica, es

decir, en coordenadas cartesianas, cilindricas o esféricas:

F

X€ +Ye +26, =p€ +2€ =Tr§¢
Ya identificados cada uno de los vectores, debemos operar con

E(r):ﬂ |dT'x(r—3r'):ﬂl I dT'x(f—sf')
47 alambre |F—F'| A alambre |F_FI|

largo de todo el alambre). Entonces, reemplazamos (pero vamos operando de a poco)

(la corriente es la misma a lo

di'=Rde'e, ; r'=Re,; "

e - 8 - . Z P
Fr=xe€ +ye +28 =p€, +2€, =r§¢ "

¢Cual de estas 3 expresiones del vector r ,

- ez .- . [ 1_
posicion utilizamos? Probemos con la que r—r *ez s Y
parece mas sencilla para este problema: = ==0@ZO<>JT----- _%i i

; (S]
_ o~ - . = =z , - P
F=pe, +ze,. Escribamos 7-7". Aca y % Re, €,
debemos tener mucho cuidado ya que ar I g .
2l
F-f=pe —Re_ +z€ Yy no podemos e,
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agrupar los versores radialese y e porque NO APUNTAN EN LA MISMA DIRECCION

(ver figura).
Solamente para practicar un poco, vamos a escribir la expresion del campo generado en todo

el espacio.

¢ Como escribimos |f - F’| = |p €, —Re, +12 éz|? No parece sencillo porque los versores no son

ortonormales. ¢Y el producto vectorial?

(e =0 Dx = - sl 2 i 25 U= =~ U=
di'x(F-F')=Re, x(pep —Re +zez)— Rp€, x€ —R%, x€ +IR€, x€,
Veamos

€, x€ =€, ; &, xe =-¢,. Pero no podemos calcular asi de facil e, xe 6 porque son

versores no relacionados. En consecuencia, 1o que podemos escribir es

I'x(F-F")=Rp €, X€ + R%€, +zR €,

Es més: los versores primados van cambiando a medida de que cambia el punto de integracion
y no los podriamos “sacar fuera de la integral”. Para poder sacar los versores fuera de la
integral deben corresponder a los cartesianos o0 a los no primados (los relacionados con los
puntos campo). Desafortunadamente no queda otra posibilidad que escribir a los versores en
funcién de los versores cartesianos y operar.

No pretendemos que resuelvan el problema asi planteado para todo el espacio (no son
integrales “de las comunes™). Pero si que puedan determinar el campo magnético en cualquier

punto P sobre el eje z de un segmento circular cuyos extremos forman angulos ¢, y ¢,

respecto del origen de coordenadas. Vean como se simplifica. Acé solo daremos el resultado

final y ustedes deberan poder llegar a ese resultado.

_Hoy R (seng, - Y L
B, = 4”I(Rerzz)m(sen(pz seng, ) B, +4”|(R2+22)3/2(COS¢2 cosg,)
2
B —_toy__R

z

2 (R2+22)3/2

7.5. Campos magnéticos generados por distribuciones superficiales y

volumeétricas de corrientes
Vamos a ver cdmo extender la Ley de Biot-Savart a distribuciones de corriente superficiales y

volumétricas. Primer vamos a establecer claramente a qué llamamos “lineales”, “superficiales” y

“volumétricas”. Una distribucién de corriente es
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1) LINEAL si los portadores de carga se “mueven” sobre una curva (1D)
2) SUPERFICIAL si los portadores de carga se “mueven” sobre una superficie (2D).
3) VOLUMETRICA si los portadores de carga se “mueven” dentro de un volumen (3D)
Para poder extender a distribuciones no lineales la Ley de Biot-Savart
a8 () = Lo |W‘x(r—3r')
4w |F-F]
Partimos de la definicion de corriente eléctrica.

Habiamos definido a la corriente como la cantidad de

portadores de carga que pasan en la unidad de tiempo U\_J @ '
dS

d
por un area transversalSy, i.e. | :—Q. La densidad de \_g’)

dt

corriente volumétrica J se define pensando en la

cantidad de electrones que pasan por unidad de tiempo y por unidad de area transversalsS,.

Qque atraviesa Sy

" Unidad det*S,

|5| =lim 91 siendo sus unidades|[J | = A/m’
5S—0 0S
Generalizando teniamos que la corriente y la densidad volumétrica estan relacionadas por
I=[[J-dS
S0

l.e. podriamos escribirol = J &5 (aunque no existen los diferenciales de corriente: nos
referimos a la cantidad de portadores por unidad de tiempo que pasan por un area diferencial
transversal). Lo que sigue no tiene rigurosidad matematica pero nos puede explicar como es la
Naturaleza. Y como la Fisica no es una ciencia exacta sino que es una ciencia natural... nos

va a servir. Multiplicando ambos miembros por un diferencial perpendicular al diferencial de

superficie, tendremos ques| sl=J &S s1. Como S &1=387, podremos escribir

—

51 61=J 6 donde 'V indica volumen (ver dibujo). Y el sentido de J es el de la

velocidad de los portadores, i.e., el dedl’.
De esta manera, la Ley de Biot-Savart dg(r) - ﬂw se transforma en
4z |F-T|

7-17



EE@?H&E&ER.A | FISICA 11 (2015; v.1C2022)  Electricidad y Magnetismo

Universidad de Buenos Aires

dg(F)zlﬁ_j(r)dlfy(r—rj
4z F-r

Si, en cambio, la densidad de corriente fuera superficial (la corriente “va” por una superficie), por un
razonamiento analogo podemos llegar a que

S o Ho K(F)dSx(F—F)

dB(T) - pues’
4r [F—7
ol .
K=— 'y Kd&sl=5l1slsiendo 5&51=6S.
4
7.5.1 Ejemplo 3: Distribucion cilindrica volumétrica de corriente uniforme

Como siempre elegimos un sistema de coordenadas que nos parezca adecuado para que el planteo del

problema sea lo més simple posible. Dibujado, vemos que >

J=1J €, y el punto campo es, en principio cualquiera /\
F=xe,+ye +26 =p6,+26 =re, Mientras que \ ///5

—7 - - /

I debe indicar todos los puntos por donde pasan los ‘{ //r

portadores, es decir, r—x e, +ye, + 2, donde X', y
"y Z son puntos de dentro de la distribucion

cilindrica. O sea, p?=x? +y?<R? y 7 dependera \_/

de la “altura” de la distribucion.

B(r)=
( ) -r '|3 4 portadores |F —

- Hy i WYV <(F-F) u I Je, dV x(F-1")
|

A portadores |r

El diferencial de volumen resulta sencillo de expresar en cilindricas, es decir,
d)V '=p dp de dz. Si J es uniforme, algo se simplifica porque se puede sacar de la

integral. De todas maneras, el integrando resulta bastante complicado porque

f—f’:(X—X')éX+(y-y’)§y+(Z—Z')éZ |I7—f"'|2 Z(X_X,)2+(y_y' )2+(Z_Z,)2

“ En forma general | :I(K xﬁ)-@
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_ € X=X )€ -Y)e, +(z-7)€&
B(r)=223 [ pldpdgid (X (v -y )8+ y) )
4r portadores |:(X—X’ )2+(y_yr )2+(Z—Z,)2:| 2

jAca lo Unico facil es hacer los productos vectoriales!
E(F)zﬂ\] I P dp dg dz” (X_X)ey+(y_y)(_ex) o
A7 portadores |:(X —X )2 +(y _ y' )2 + (Z _ Z')2:| 2

Y acé la integral en !

¢Como varian las variables de integracion?

1) p  variaentre 0y el radio R de la distribucién
2) ¢ variaentre0y2n

3) z" depende de como es la distribucion de “larga”. Como forma general, podemos decir

que varia entre-L, y L.

Entonces, el campo va a tener dos componentes (Como maximo)

TN R S (x=x)
By(r):—JJ‘p dp J.d(p jdz , : 3
4r o ° Tk [(X—X’) +(y-Y) +(Z—Z')}
R 2z L _ W7
B,(F)=-223[p dp [d¢ [ dz (y-y)
4 0 0

Lo [(x—x’ )2 +(y-y )2 +(z—z')2}%

Pero, si bien no es irresoluble, es muy complicada y no va a aportar mucho aunque
consideremos que tiene “altura” infinita. Como para agregar algo, los resultados de estas
integrales dependen fuertemente de que el punto P esté dentro o fuera de la distribucion. Es
semejante al problema de Electrostatica de una distribucion de carga cilindrica y uniforme.

Mas adelante vamos a ver como podemos determinar el campo que genera cuando es

“infinita” y la distribucién de corriente es uniforme o cumple con ciertas condiciones.

7.5.2 Ejemplo 4: Distribucion cilindrica superficial de corriente uniforme en la
direccion del eje

Haremos el mismo proceso que en el ejemplo anterior:

KdS'x(F - ")

F—r

=\ _ Mo
B(r)=—
( ) 47T distribucion
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La densidad superficial de corriente tiene la /

direccion de z, ie. K=K §g,"; dS=Rd¢ dz’; los \

\U

puntos fuente r=x e +ye +7¢ 0

\-‘\\ \\ / |

FF'=Rcosge, +Rseng € +7¢ (aunque en este ]

caso podria parecer mas sencillo escribir todo en

cilindricas  r'=Re, +z'¢,) Yy, como siempre,

r=xe +ye +ze,=p€, +12¢

- 4 z —»_q' é/ _ e é/ _ 4 é/ _ s
B(F) IUO J- KdSX( r):ﬂK J‘ Rd(DIdZ,ZX((X X)x+(y y)y+(z Z)

B ¢ 3
dr distribucion |r —r | A distribucion |:(X— X )2 +(y _ y/ )2 +(Z . Z,)z :|A
B(F)=2K [ Rdgdz (x=X)& +(y=y')(-&) -
A distribucion |:(X_X' )2+(y_y' )2+(Z—Z')2j| 2

Observen que es el mismo integrando que en el ejemplo anterior, excepto que en ésta se
integra sobre solo dos variables. Haciendo todo lo que podamos

27 L B \5 _ ¥\
8(r)= Lo KR [dgf [ or — )&V )e =
o g [(x—x’)z+<y—y'>2+(z—z'ﬂ2
_t 1
KR dgo x—X )€ — y y dz’
4 ’[ ) '[

[ e (y=y (2= 2

Una de estas integrales ya la resolvimos (ver la distribucion recta lineal). Pero la integral en
¢ sigue siendo complicada. Veamos cuanto vale el campo magnético sobre el eje z cuando la
distribucion es “infinita” (i.e. altura infinita).

B(F)= o KR [dg Xe,+ye || d7 1 =
A j I: ]_J; |:X'2+y'2+(Z—Z')2:|A

_Hh en Td(p'[_R cosg6, +Rsen¢e, |

272' 0 R
7 - _5' B \ ~
¢Es de esperar este resultado? Demostrar » & 4 *
. o 3\ 5. B1
que éste es el resultado esperado usando ¢ g o 16 B
1 20 T '\|Z‘ 2
el principio de superposicion (considerar {9 ——
que es una distribucion de *“alambres” “ 10 16 I"L
o
\
157
Wl g5 14 3

~r- 7-20



E E’é?hjélﬁ.%m | FISICA 11 (2015; v.1C2022) Electricidad y Magnetismo

Universidad de Buenos Aires

rectos sobre la superficie lateral de un cilindro).

¢Como es el campo magnético “fuera” de la distribucion cuando es “infinita”? Podemos
encontrar la direccion por consideraciones de simetria. La densidad superficial la
esquematizamos como los hilos verdes (todos iguales). En un punto cualquiera sumamos los
campos individuales (como en la figura). Y deducimos que el campo generado tendrd

direccion acimutal.
7.6. Campos magnéticos generados por distribuciones muy usadas y Gtiles

El solenoide y el toroide son dosarreglos de cables usados para generar campos magnéticos

7.6.1 Solenoide
El solenoide es una bobina de alambre
devanada uniformemente sobre un cilindro y

tiene n vueltas/unidad de longitud. Si los —.

alambres estan uniformemente espaciados,

podemos considerar que forman una espiralo
helicoide. Pero, como modelo mas sencillo,

también podemos considerar que es un

conjunto de N espiras circulares. Veamos

como es el campo cualitativamente. Lo pensamos como

producido por cada uno de los elementos por donde circula

corriente:

1) Cerca de los alambres, los campos forman circunferencias
(como conductores rectos). Entonces los campos tienden a
anularse entre las espiras y adentro tienden a sumarse dando

un campo resultante en la direccion del eje del solenoide.
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2) Fuera del solenoide, las espiras de un lado y del otro contribuyen con campos con sentidos
diferentes

En consecuencia, los campos debidos a cada espira se refuerzan dentro del cilindro y fuera se

dirigen en direccion contraria y se hace mas débil. Para determinar estas caracteristicas hemos
hecho uso del Principio de Superposicion.

Para hallar la expresion del campo magnético
generado se puede proceder de varias maneras. /_

a

Nosotros haremos un modelo de una corriente \\
superficial K con direccién acimutal sobre la &/
\ y

superficie lateral de un cilindro de radio a. “Nalambres con corriente |
., ; . /12 enel largo L del solenoide
También podriamos considerar un modelo de -

X
un apilamiento de espiras circulares y usar el &

principio de superposicion. No pretenderemos \ )

resolverlo en forma analitica para todo punto del espacio, aunque ustedes lo podrian hacer

siguiendo los pasos para determinar el campo eléctrico generado por la distribucion
superficial cilindrica de carga”. Veamos

4 |F-T

K=Ke,=-Ksing'e +Kcosp'e,

dS'=a de' dz'
r=x €-+y éy+z g,

r=a €.+z' € cony-L,<z'<l

que en componentes cartesianas resulta

F'=a (cosg' € +senp'e,)+2'e,

Por la simetria de revolucién del problema podemos calcular el campo en el plano xz, por

ejemplo. l.e. en y=0. Efectuando el producto vectorial

I €, €, g,
Kx(F-F") 1 i , _
= Ksing K cos ¢ 0 |=

— 3 |Q I3

(x—acosg') (0O-asing') (z-z')
=K{g cosp'(z-2')+¢,sing'(z—2")+€,(acosp'- x)}
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siendo

2%

|F—f'|3 :{(x—acosw')2 +a’sin’p'+(z-2") }
Entonces
L {ex cosg'(z-2')+€,sinp'(z-2")+€, (acosp'- x)}

B(r)= ﬂo jdgoj 2 2}%

L {(acow'— x)2+a2 sinp'+(z-12")

Esta integral (aunque parezca mentira) se puede resolver analiticamente. Sin embargo, no lo
haremos. Saquemos algunas conclusiones: las componentes X e y deben ser iguales porque son

indistinguibles por la simetria de revolucion del problema. Pero no tienen por qué anularse.

Ahora haremos el célculo del campo en el eje z cuando el solenoide es finito

.(0,0,2) Jdgo j dz' cosp'(2-2)

L (acosqo')z+azsin2¢'+(z—z')2}% "
(z-12") z
cosp'de' | dz' =0
47[ ’([ ‘L {az_'_(z_z.)z}é
= fuo (Z_ZI)
B,(F)= Ismgo do' Idz = (1)

Ly {a2+(z—z')2

&

BZ(O,O,Z)Zﬂqu)'T dz' g = \
Ar o 4 {a2+(z—z')2}é

=ﬂoK27z'IdZ' 4 .2}%: \'§

L

MK a 1K (Z—Z)
= 2r | —dy === =
4r eyt 2 [ea(z-zy)?
_ MK (z+L)  (z-L)
72 %2

2 {a2+(z+L2)2} {a2+(z—L1)2}

Veamos cdmo podemos rescribir los términos de esta expresion. Como
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(2-4) }/:cosely (2+L,) }/:cosez
{a +(z-L)}" @+ (z+ L)
5 HoK #oNI
B(0,0,z)= 5 (cosé, —cosh,) = - (cosé, —cosé,)

D

Z
ﬂs\ a=5cm

La expresion del campo magnético es

—

valida tanto dentro como fuera del

solenoide. En la figura mostramos la
o 9 a=25cm
variacion del campo con la posicion para
tres solenoides de 70 cm de largo y con _\
a=50cm

radios de 5, 25 y 50 cm. El campo fuera
del solenoide es menos considerable a k

medida que el radio del mismo

. ) T e :
disminuye. p 3
Como en otras oportunidades podemos ZL:7O cm
considerar que un modelo de solenoide /’
“infinito” puede ser util bajo determinadas S N
condiciones experimentales. Calculamos el §
campo que genera. Cuando L, y L, — +oo, \— d

i

—N alambres con corriente |
% enel largo L del solenoide
K NI
BZ(O,O,Z):'UO2 ZzﬂoK:ﬂoT:ﬂonl x|

BX(O,O,Z)Z&TCOMD'dq)'TdZ' {(Z_Z')} —=0
A % 1L {a2+(z—z')2}é

pues se anula la integral en ¢'.Es decir, lejos de los bordes (o sea, despreciando efectos de
borde) el campo magnético dentro del solenoide es uniforme, tiene la direccion del eje del
cilindro que lo contiene y vale z,nl . El sentido del campo va a depender de como circula la
corriente.

7.6.1 Toroide

Si bien determinar por la Ley de Biot y Savart el campo generado por un solenoide no es nada

facil, mucho mas complicado es tratar de determinar el campo generado por un toroide,
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independientemente de que su seccion sea circular, cuadrada o rectangular. Los que estén

interesados en el desarrollo matematico, lo encontraran en la Reffi].

Sin embargo, a partir del campo obtenido para un solenoide, podemos pensar en que si
doblamos al mismo y hacemos coincidir los extremos, tendremos un toroide. El haber
encorvado el solenoide hasta obtener una forma circular nos permite pensar que el campo
magnético no va a ser muy distinto del obtenido para el solenoide dentro del mismo y que
sera nulo fuera del toroide. Pero debemos reinterpretar a L: ahora no serd el largo del
solenoide sino la circunferencia media del toroide. Y la direccion del campo sera tal que copia
la forma del toroide. Es decir, formando circunferencias con centro en el centro geométrico
del toroide. Mas adelante vamos a ver como mejorar este modelo.
Antes de continuar queremos hacer notar que el contenido fisico de la ley de Biot-Savart es el
siguiente:

a) Las corrientes generan campo magnetico en valor proporcional a la corriente.

b) EI campo generado por una corriente disminuye cuando nos alejamos.

El resto es un gran sufrimiento de matematica.

7.7. Tema especial 2. Buscando una manera méas simple de determinar

campos magnetostaticos

La Ley de Biot y Savart es Util para encontrar un campo magnético creado por cualquier
configuracion de corriente constante. Esta forma no siempre resulta Optima ya que es dificil o

imposible resolver la integral analiticamente en la mayoria de los casos (incluso, como hemos
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visto, en aquellos que consideramos idealmente “faciles”). Lo mismo pasaba en

Electrostatica. Y en ese caso,pudimos escribir dos ecuaciones integrales y dos diferenciales:

1) Flujo del vector desplazamiento (ﬁ) D.dS=q, V.D=p,
S

2) Circulacion del campo eléctrico (JS Edl =0 VxE=0

El primer par de ecuaciones (Ley de Gauss para Electrostatica) indica que las lineas de campo
electrostatico nacen en las cargas positivas y mueren en las negativas. Las “fuentes” de campo
electrostatico son las cargas. La forma integral del primer par nos permitié (algunas pocas veces)
reducir el problema ya que no era necesario resolver la integral que corresponde a la Ley de
Coulomb. La ecuacion diferencial no fue utilizada (aunque se podria haber usado en algunos
ejemplos) y sera la base de las soluciones que emplearan los que cursen o estudien
Electromagnetismo.

El segundo par de ecuaciones indicaba que en Electrostatica el campo provenia de un potencial
(como funcion) escalar relacionado con la independencia del camino entre dos puntos al calcular
el trabajo ejercido por o sobre una carga (en forma cuasiestatica). Y podriamos obtener a partir de

esa funcion potencial el campo electrostatico (a través del gradiente).
Tratemos de hacer algo parecido con el campo magnetostatico. Calculemos la V.B. Es de

esperar, por analogia con el campo electrostatico, que VB = Oya que como dijimos mas de una
vez: nunca se encontraron monopolos magnéticos. Para probar que la expresion para el campo
magnetostatico dada por la Ley de Biot y Savart cumple con este resultado experimental, debemos
hacer unos calculos. Escribamos la Ley de Biot-Savart para una distribucion de corriente genérica
_ J(F)dV x(F-F"'

B(F)= Ho (7) ( )

e 0
47T fuentesde |r —r |
corriente

Cuando calculemos la VB(F), la divergencia se realiza con las variables no primadas (las que

son de los puntos campo). Como la integral se hace sobre los puntos fuentes:

ﬁ.g(r):& o j(f')dy/x(F—f'):& 4V j(f’)x(

P

=l
|
=l
~

47T fuentesde r—r

ATT fuentesde |r —-r
corriente

corriente

5 J(F)x(F-F" _94 3(

(1)

F-7

I—,"

o
c
w
2]
QD
S
o
()
)
=
@
QD
Q,
(@)
>
QD
o
(¢>]
o
c
QD
o
QD
<i
[ ]
—_
p~11
X
Q.
N—
Il
Q.
/.\
<i
X
b1
N—
|
:1>1
—_
<!
X
el
N—
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2 2 ]

OX oy oz

X — X y-y' 7-1'
[(x—x')2+(y—y) +(z—z‘)2r [(x—x) +(y—y‘)2+(z—z)z]é [(x—x')2+(y—y)z+(z—z')2}é
=6 9 (z-2)) g (y-¥) 7 F oo,

Cuando se hacen las derivadas respecto a X, y ,z se van cancelando y se llega que para todo
punto que no sea r', la divergencia es nula (hacerlo). Es decir
VeB=0
Esto se traduce en la ecuacion integral

@B.ds” =0
S

Podemos quedarnos tranquilos respecto a la consistencia entre teoria y experiencia (con
respecto a no haber encontrado monopolos magnéticos). A esta Ley la llamamos “Ley de
Gauss para el campo magnético”. Pero, desafortunadamente, no podemos simplificar nuestra
busqueda de campos magnéticos a través de ella. Aunque, nos da la seguridad de que sea
como sea el campo generado por una distribucion de corriente, las lineas de campo magnético
deben ser cerradas.

Pero... no hay que desesperar. Encontraremos una Ley valida para casos magnetostaticos (es
decir, no dependientes del tiempo) en que puede resultar mas sencillo calcular el campo
magnético. Pero hay que pagar un precio (como cuando aplicabamos la Ley de Gauss para
Electrostatica): vamos a tener que saber muchas caracteristicas del campo generado por la
distribucion. Y recién ahi, calcular su valor en funcién de las variables del sistema.

Fin tema especial 2
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7.8.  La Leyde Ampere valida para los campos magnetostaticos en el vacio

Es posible deducirla a partir de la Ley de Biot y Savart. Solamente hay que aplicar el rotor a
la expresion del campo magnético dada por la Ley de Biot y Savart'. Sin embargo lo haremos
a partir de un caso particular: a partir del campo magnético creado por un conductor (hilo)
infinito por el que circula una corriente I.

En el Ejemplo 1lvimos que el campo generado por esta configuracion formaba
circunferencias centradas en el conductor. Es decir, las lineas de campo magnético son
tangentes en cada punto a la circunferencia y para cada radio el médulo del campo magnético
era constante ya que

B(r)=o1 L
2r p
cuando el sistema de coordenadas elegido es el de la
figura. Tomemos ahora una curva C,en forma de

circunferencia de radio R y calculemos la circulacion “_N R
del B() que tenemos a lo largo de dicha curva: Esto _JQ) y

obliga a usar como valor del campo el que tiene sobre

la curva C,

5 1 1
dl = — =22 1p—¢€ .Rdpe = ul
C'f EQ’SR‘” 27 COR"’ ‘e

Lo notable es que resulta independiente del radio de la curva elegida. Es mas, lo que

resulta independiente es el integrando: el radio R de la curva se simplifica con el R del campo.
Observen que se ha tenido especial cuidado en ser estrictos en el calculo de la circulacion. Si
hubiéramos tomado el sentido contrario de circulacion, el resultado hubiera sido negativo.
Observen también que el sentido en que se toma la circulacion nos “da” un sentido
determinado a la normal a la superficie determinada por la curva. Cuando tomamos la
circulacion antihoraria, la normal a la superficie relacionada es en sentido de los z positivos
(que coincide con el de la corriente). Hemos encontrado un resultado interesante: La
circulacion del campo magnético a través de la curva C, es igual a la corriente que

atraviesa la superficie determinada por esa curva multiplicada por uy.
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Vamos a ver cuanto vale la circulacion a través de
otra curva (muy especial, por supuesto) como la de
la figura

S o\ e H H
$B(F)ds =0+ (g —,) =1 +0+(p, — ) =21 =0
Co 27 27

Es decir, esta curva no “encierra” a la corriente y la

circulacion del campo generado por el “hilo” es nula.

Ahora tomemos una curva cualquiera. Pero vamos a dibujarla

en el plano para simplificar el dibujo (vista desde “arriba”). Y

hacemos zoom.

Electricidad y Magnetismo

Cuando hagamos el calculo de la circulacion (j)é(?).di El integrando se obtiene
C

proyectando el dS sobre el campo (que es acimutal), es decir, sobre la linea de campo.

Entonces, hubiera sido lo mismo que el diferencial dS hubiera sido el dl de la circunferencia,

por lo que la contribucién a la integral seria la misma. Cuando tomemos otro dS , el valor del

campo seria otro (le corresponderia otra linea de campo). Pero, al proyectarlo sobre el campo,

es decir, al considerar el dl, la contribucion a la integral seria la misma que en el caso

anterior (por ser el producto E(F).d§ independiente de R.
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De esta manera, independientemente de la forma de la curva C,,

Electricidad y Magnetismo

B(F).dS resulta siempre

igual a 4,1 si la corriente esta concatenada (“encerrada”) por la curva. Si la curva C, no

concatenara a la corriente, su resultado seria nulo.
Es decir, para un conductor recto infinito,

<_f> 5(F\ds 1,1 si la curva concatena a la corriente
r).ds = . _
0 si la curva no concatena a la corriente

O podemos escribirlo como

q.) B IUO concatenada

¢Como extendemos este resultado a otras distribuciones de
corriente? Por ejemplo, dos hilos conductores que transportan

corrientes I; e I, como en la figura. Tenemos

gSB Fdl = y0|1<j>B

dl = lol,

Si, en cambio, la curva elegida es la Cy,la corriente concatenada es
I, pero como la normal a la superficie determinada por la curva es

de sentido opuesto al de la corriente, sera

gSB )l =1,

Si tenemos un alambre de longitud L como el de la figura,

podemos asegurar que

$B(r)dl =pB(F)dl =0

Para las distribuciones delosEjemplos3 y 4 podemos

pensarque es una superposicion de muchos conductores c

1 "
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lineales. EI campo magnetostatico es la suma de los campos

individuales y para cada “hilo” valecﬁ B(7).dl = 2 concatenaca - EN
C

consecuencia, si la densidad volumétrica no depende de la

posicion

1

5 (7)dl 7 dA \ \
g.zB(F)dl =/Uo|concatenada = Hy AZ[‘:[)J.dA: /\]\
=ity [[ JNdA+0=p,d7R?

A=rR?

o

Si se elige la curva C;, la corriente concatenada sera solamente una parte de la total. Es decir,

<ﬁ B>(F')d|_) = luolconcatenada =l _” jd'&
@ Ay

Si la corriente fuera superficial, escribiremos la Ley de Ampere en funcién de la densidad

NE=)

superficial de corriente. De esta manera

@ é(F’)dl_. = /uolconcatenada = ILIO I_[ jdA = :uO I (K X ﬁ)dr
A(C)

C L(C)

7.9. Calculo de campos magnetostaticos a partir de la Ley de Ampere

Observemos la expresion de la Ley de Ampere

qs B (r)dl = :uo Iconcatenada
C
Si podemos encontrar una curva donde |§(F)| no dependa del punto sobre la curva y

podemos, por otros medios, conocer la direccion de E(f)respecto del dl de la curva,
podriamos “sacar” de la integral |I§(?)| multiplicarlo por el perimetro de la curva e igualarlo

a la corriente concatenada (a menos de la permeabilidad del vacio). Si conocemos la corriente

concatenada... podremos determinar |§(F)| y le agregamos la direccion que ya sabiamos de

antemano. De esta manera, podriamos aprovechar la Ley de Ampere (que vale siempre en
Magnetostatica) para determinar el campo magnetostatico de algunas distribuciones de
corriente de la que ya conocemos bastante (la direccion y su dependencia posible con las
coordenadas). Si no hubiéramos sabido todo eso no podriamos haber elegido la curval!!!

Desafortunadamente son muy pocas las distribuciones de corriente que permiten usar la Ley

de Ampere con el fin de determinar el campo magnético que generan.
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Vamos a ver algunos ejemplos:
7.9.1 Ejemplo 5: Distribucion volumétrica de corriente uniforme de forma
cilindrica infinita
Tomemos la distribucion del Ejemplo 3. Si bien, como vimos, la Ley de Ampere sirve para
cualquier curva cerrada, es imprescindible saber las caracteristicas que tendra el campo para

poder usar la Ley de Ampere con el objetivo de .

determinar el campo magnético generado por la / _\

distribucion. )/
; - \ AP
Vamos a ver qué caracteristicas podemos —— P =l
. . W L
“descubrir” del campo a partir del campo generado por ST .
un alambre recto por el que circula una corriente 1. Con y
esto (ya casi todo sabido) nos fijaremos si existe una /

curva sobre la cual podamos integrar y “sacar” de la Jk_/
integral el valor de B.

El Primer Paso es inferir la direccion que tendra

el campo. Hacemos un esquema: la densidad :
volumétrica uniforme *“en sentido de las zs
positivas” la representamos como superposicion
de infinitos alambres (no infinitos

necesariamente), cada uno con una lj(igual para

todos los alambres) de forma tal que
| = 2 I, > 1= I J.dS . El esquema del campo producido por 5 de los alambres muestra

seccion
circular

que, haciendo la superposicion, el campo sobre el eje x tendra direccion y; sobre el eje y

tendra direccion —€,, y asi para cada plano alrededor del eje z. En el sistema de coordenadas

elegido (jimprescindible dibujarlo!) el campo tendra direccion e,. Podemos afirmar entonces
que B(F)=B(F)e, . Entonces tenemos que

Cﬁ B (F)éqa .dr = Hy Iconcatenada

c por C
Ya vemos que, si como curva elegimos una circunferencia de radio R centrada en el origen de

coordenadas, dl =R dep€_, tendremos
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¢B(F),-dl =pB(F=Re,+26 ), -Rdpe, =PB(F =R, +76 R dp= 1y ppepenuce
C C

c por C

donde e, = cos¢ €, +sen ¢ €, depende del angulo ¢. Entonces, con esto no alcanza: debemos
probar que el campo no va a depender de ¢ . O sea, debemos probar que es B(r, z)para poder

poner su valor sobre la curva, es decir, poner B(R,z).

. . ., s | 9‘ RN
De la figura que usamos para la superposicion, podemos e S
/ N
i i = o}
deducir que el valor del campo no va a depender de ¢ si /! GJ) \
/
-1 o \
J no depende de ¢: una rotacion del sistema de l' z 1 X
]
3 , \
coordenadas no cambiara tampoco el valor del campo. '\ /
/
Entonces N s
A 7’
\\ _’
CﬁB( dl qSB R Z qup R B R Z (j)dgo :uo concatenada sssss
Cc por C

donde B(R, z) indica que el campo solo podria depender de R y de z. Pero acé aparece otro

problema: la posible dependencia en z. Esta claro que si la distribucién fuera “infinita” en z, el
campo solo podria depender de R (subir o bajar el origen de coordenadas o el alambre, no
cambiaria nada).

Pero si fuera finita, tendriamos dos problemas: 1) el campo va a depender de z y 2) Si
subimos o bajamos la curva C, la corriente concatenada seria distinta en distintos valores de z.
Y existen dos valores de z donde su valor es discontinuo (donde empieza y donde termina la
distribucion). Esta discontinuidad inhabilita el uso en caso de que la distribucion sea finita
(pensarlo para un solo alambre). En consecuencia, debemos exigir que la distribucion sea
infinita para poder usar la Ley de Ampere para determinar el campo. Bajo esas

condiciones

Cﬁ @ R d(l) R B C_'.)d(” /Jo concatenada

C por C

Ahora cambiemos R por un valor genérico p

,0 B (,0) 27[ :uolconcatenada IUO I ‘J d S

por S( )
Observemos que si el radio de la curva es mayor o igual que el radio a de la distribucion, la

integral sobre la superficie es nula fuera de la distribucion. Es decir, ” JdS=Jra? y
s(¢)
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_,UoJa_z_,uoli

pB(p)27r=u,J ma* —>B(p)
2 p 2w op

Por otra parte, si la curva tuviera un radio menor que a, lo que sera diferente es la corriente

concatenada

P B(p)Zﬂ. = luolconcatenada = IUO _[ ‘ng = IUO‘] T p2' por IO que

por C S(C)
B(p)=tol ot 1 1
2 2 ma’ p

Si la curva hubiera sido elegida en sentido horario, el area hubiera tenido su normal en sentido
contrario, por lo que el resultado hubiera sido el mismo.

En consecuencia, ahora podemos escribir que

Hd A
_ 2 %
B(p)= 8

Hed
a0

7.9.2 Ejemplo 6: Toroide de N espiras densamente arrolladas y seccion rectangular

Como hemos visto, el campo generado por un toroide \ .
puede ser deducido a partir de la Ley de Biot-Savart. " ('i
Pero nosotros hicimos una extension de lo obtenido con = 2

el solenoide (aunque no escribimos su expresion). Ahora / ‘
vamos a poder deducir su expresion a partir de / . rh_p
la Ley de Ampere bajo determinadas /—/ |
condiciones. Si las espiras estdn densamente
arrolladas, podemos inferir que el campo
magnético estara confinado al interior y sus
lineas copiaran el contorno (no nos metemos a
indagar qué pasa en los bordes filosos porque
estariamos en problemas). Vamos a dibujar al

toroide en el plano xy. Supongamos que la

dimensién de la seccién del toroide esta dada

por a'y b(b=R,-R;). Los circulos con cruz
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indican que la corriente es entrante y las que tienen puntitos que es corriente saliente.

Con este sistema de coordenadas, y justificando con el campo en un solenoide (o0
superposicion de espiras), podemos decir que E(F): B(F)é(p. Ya tenemos la direccion del
campo. Ahora debemos establecer cual es la probable dependencia con las coordenadas. Esta
claro que no puede depender de ¢ porque rotar el sistema de coordenadas (o el toroide) no va
a cambiar el campo en un punto determinado y fijo del espacio. Si, ademas, consideramos que
despreciamos los efectos de borde (en la direccidn z), podemos considerar que el campo no

depende de z. Es decir, a lo sumo, dependera de la distancia pal origen. Resumiendo,
tendremos que B(F)=B(p)€,. Y ahora asi estamos en condiciones de elegir una curva

donde podamos asegurar que el campo tiene el mismo valor sobre la misma (no la misma
direccidn). La curva serd una circunferencia centrada en el origen de coordenadas. Dibujemos

varias (con distintos radios) donde

SIS F)dl = 95'3 SIS (P, R, = B(p) RGAP = 115l coreuonasa = o [[ T+dS
c s(C)

Acé escribimos la corriente en su forma mas general (como una densidad volumétrica J)
aunque en este caso tenemos algo parecido a una densidad superficial de corriente K .
Por la eleccion del sentido de las curvas C; -Cq4, losdS tiene sentido de los z positivos. Es

decir, [[ J-dS= [[J-dse, = [[ Je, dS

s(C) s(C) s(C) y
® N D&
1) CurvaC; ® O
$B(7)dl = B(p) R§dp = iyl perasa - PETO 2 0 o @ & QY
G G e Q
X o ®
curva no concatena corriente por lo que n R 1
nF 924
p)RPdp=B(p)R27=0. La Unica ® S
is NNR @ & /O
posibilidad es que el campo sea nulo. Y esto se va a ® O
cumplir para cualquier curva tal que su radio sea

menor que el R;.
2) CurvaC,

$B(r)dl =B(R qu(p B(R;, )R, 27.
Cy
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¢Qué corriente concatena la curva? Como el arrollamiento del toroide tiene N espiras y

por cada una circula una corriente I, uno estaria tentado a decir que | = NI . Pero

concatenada

debemos tener cuidado. La “densidad de corriente J ” es entrante, i.e., tiene sentido —&, .

Entonces H Jeg, dS = H J(—€, )+, dS =—NI . Entonces
8(Cy)

5(C2)

NI )
B(RCZ) Re, 27 =—u,NI —>B(RC2)=—yo .Y como habiamos supuesto que
2 7R,
= _ — NI _ .
B(F)=B(p)e,, tendremos B(RC2 ) =— 1 e,. Observen que esto significa que el
2 7R,

campo magnético tiene sentido contrario al

tomado como positivo de la curva (que

también tomamos como el del campo).

3) Curva Cg: el procedimiento es analogo al
de la curva anterior. Podemos decir,
entonces que dentro del toroide

B(p) =ty ——

€
27w p 1

4) Curva C4: En este caso debemos prestar atencion a la corriente concatenada por la
curva: hay N alambres en sentido de las z positivas, i.e., NI y N alambres en sentido de
las z negativas, i.e., - NI. Consecuentemente, la corriente concatenada es nula. Y,
haciendo el mismo razonamiento que en 1), concluimos que el campo es nulo fuera del
toroide.
Podemos escribir, entonces que
NI

_ — U, € <p<R
B(p): Ozﬂp(p Rl 2

0 en otro caso

En algunas circunstancias, podria ser adecuado despreciar la variacion del valor del campo

dentro del toroide. En ese caso podriamos escribir

NI
_ — U, —€ R <p<R
B(p): 0 L (] 1 2

0 en otro caso
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donde L es la longitud de la circunferencia media (0 la mas chica o la mas grande...
justamente estamos despreciando su variacién). Observar que esta “formula” coincide con la
de un solenoide infinito (cambiando el largo del solenoide por la circunferencia media del
toroide).

Nota final sobre Ley de Ampere integral: La discusion sobre el sentido de la densidad de
corriente y el de la superficie puede parecer innecesario. Sin embargo, tenerlo en cuenta
simplificara muchisimo la resolucion de algunas situaciones o “problemas” en los que no

es facil determinar el sentido del campo “a 0jo”.

7.10. Forma diferencial de la Ley de Ampere en vacio para corrientes
constantes

A partir de la Ley de Ampere en forma integral, es muy sencillo obtener la misma Ley pero en
forma diferencial. A partir de la forma mas general para campos magnetostaticos en vacio

qS I§(f).dr = 1, j J.dA, podemos aplicar el Teorema de Stokes y obtenemos

C A(C)
$B(7)dl = 1, [[ IdA= [[ (V= B)-dA
c A(C) A(C)

Recordando las condiciones del Teorema de Stokes de Analisis Il, podemos escribir la Ley de

Ampere en forma diferencial:

' Griffiths Capitulo 5 pag 215

"E] solenoide... ¢es infinito?Maria Luz Franqueiro, Gaston Manestar, Eduardo Poggio, Gabriel Raffa,
Mariana Mesaros, Liliana I. Perez, Guillermo Santiago

Anales AFA, 21 1-9 Rosario 2009 (2010) ISSN en linea 1850-1158. Asociacion Fisica Argentina

' Griffiths Capitulo 5
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8.1. Introduccién

La inclusion de los medios materiales en el estudio del magnetismo muestra resultados
muy diferentes cuando se lo compara con los medios materiales en el estudio de la
electrostatica. Anteriormente se estudié cual era el efecto que los campos eléctricos producian
sobre los materiales (materiales eléctricos). Tratamos unicamente a los materiales dieléctricos

y se observo que su efecto era siempre reducir el campo neto (generado por una determinada

cantidad de carga eléctrica "libre™). En cambio, cuando nos ocupamos de los efectos de los
campos magneticos sobre los materiales, hablaremos de materiales magnéticos ya que su

efecto puede ser alguno de los siguientes:
1) El campo B se reduce un poco (materiales diamagnéticos).

2) El campo B es un poco superior al correspondiente al vacio (materiales
paramagnéticos).

En estos dos primeros casos el material presenta un comportamiento lineal. Ademas,
en estos materiales, los efectos magnéticos son practicamente despreciables por lo que para
este curso, vamos a considerarlos, en general, como nulos. En otras palabras, los materiales
diamagnéticos y los paramagnéticos seran considerados con las mismas propiedades que el

vacio o el aire.

3) El campo B aumenta mucho respecto del campo en vacio (materiales
ferromagnéticos). En este caso el comportamiento del material es no lineal y sus propiedades
dependen de la historia previa a la que fue sometida el material en estudio. Este tipo de
comportamiento genera complicaciones. Como veremos en este capitulo, a pesar que el
material ferromagnético es no lineal, en algunas situaciones vamos a poder aproximarlo como
lineal. Por otro lado, es importante destacar que este tipo de materiales son los que tienen los
efectos magnéticos mas importantes y, por lo tanto, son nuestro objeto de estudio.

8.2  Descripcion microscopica de los materiales magnéticos

¢Cual es el origen microscépico de los efectos magnéticos de los materiales?
Responder esta pregunta no es sencillo, una explicacion completa de las diferentes tipos de
comportamientos (diamagnetismo, paramagnetismo, ferromagnetismo, etc.) de los materiales
magnéticos escapa a los conocimientos que se pueden adquirir en este curso. Para realizarla es

necesario conocer la rama de la Fisica denominada Mecanica Cuantica. De todos modos, se
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pretende a continuacion explicar un modelo muy simplificado que nos dara una idea de los

efectos magnéticos de los materiales.
8.2.1 Momento magnético y momento angular

Comencemos nuestro analisis con un modelo clasico del atomo en el que los
electrones se mueven en Orbitas circulares alrededor del ndcleo, que tiene mucha mas masa
que un electrén (figura 8.1). En este modelo, un electrén N
orbitando constituye una pequefia espira de corriente (porque L
es una carga en movimiento) como muestra la figura 8.2.

Pero como se mencion0 previamente, toda espira cerrada con
e
Figura 8.1 Modelo

podemos pensar como un iman) normal al plano de la misma. planetario de un atomo con
un electrén en una orbita.

corriente tiene asociado un momento magnético (que lo

En otras palabras, una espira de corriente se comporta como

un iman con sus polos Norte-Sur orientados en direccion |
normal al plano de movimiento. En este caso, el momento -
magnético m (dipolo magnético) del electron estd asociado m

. } ~ Figura 8.2 Movimiento
con este movimiento orbital de momento angular L. orbital de un electrén visto

En nuestro modelo clésico, suponemos que el electron como una espira de corriente.
se mueve con velocidad vV (de mddulo constante) en una érbita circular de radio a alrededor
del nucleo, como en la figura 8.1. Debido a que el electron viaja una distancia de 2z a en un
intervalo de tiempo igual al periodo T, su velocidad orbital es v = 2za / T. La corriente |
asociada a este electrén orbitando es su carga e dividido por T, esto es:

e ev
=2 & 8.1
T 2ra 81)

Como se ha visto previamente (Sec 6.4), la magnitud del momento magnético asociado con

esta espira de corriente es:
m=lza’i=—af (8.2)

(con fila normal al plano en el cual se realiza el movimiento del electrén)
Consecuentemente, si relacionamos (8.2) con el momento angular L= m,v an

podemos encontrar:
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S| e |-
m_[szL (8.3)

Este simple modelo nos permite decir que el movimiento orbital del electron, que lo
pensamos como una espira de corriente, es lo que genera en primera aproximacion el
momento magnético del atomo (aunque existen otras contribuciones como veremos mas
adelante). Este m del electron, que lo relacionamos con el momento angular por medio de
(8.3), es lo que da indicios del origen microscépico de los efectos magnéticos. En otras
palabras, este modelo simplificado permite decir que la existencia de una particula cargada
(electron) que orbita alrededor del nucleo y por lo tanto tiene un momento angular es el
causante del comportamiento magnético del &tomo.

En este modelo, el momento magnético del electron interactia con el campo
magnético externo en el que se encuentra, actuando una cupla neta 'FF =mx B que tiende a

alinearlo con el mismo.
8.2.2 Momento angular y momento de espin

En mecéanica cuantica ademas del momento angular, existe también el denominado
momento de espin, que si bien estrictamente no tiene una analogia en mecénica clasica, es
comun asociarlo con el giro del electrén sobre si mismo. En general, los campos creados por
los materiales magnéticos surgen de dos fuentes atdbmicas: los momentos angulares orbitales y
de espin de los electrones, que al estar en movimiento continuo en el material, experimentan
fuerzas ante un campo magnético aplicado. Ambos momentos tienen asociados momentos
magnéticos por relaciones similares a (8.3). Por lo tanto, las caracteristicas magnéticas de un
material pueden cambiar por aleacion con otros elementos, donde se modifican por las
interacciones atomicas. Por ejemplo, un material no magnético como el aluminio puede
comportarse como un material magnético en materiales como AINiCo (aluminio-niquel-
cobalto) o manganeso-aluminio-carbono.

* Todo material esta compuesto por atomos que contienen electrones moviles. Un
campo magnético externo aplicado actua siempre sobre los electrones considerados
individualmente, como el modelo simple de la figura 8.1. Esto da origen al efecto universal
Ilamado diamagnetismo. Este es un efecto clasico y depende solamente del movimiento de los

electrones.
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» A nivel atémico, la superposicion de los momentos magnéticos (orbital, debido al
movimiento del electron alrededor del nucleo, e
intrinseco o de espin) aportados por los electrones al 1 /1

atomo o molécula del cual forman parte da un momento /4—-""‘

\,_..

Figura 8.3 Momentos
momentos magnéticos tienden a alinearse con el campo magnéticos orientados al azar

magnético resultante o neto del &omo o molécula. T

Cuando hay un momento neto atdbmico o molecular los

aplicado (o con los campos creados por momentos

magnéticos vecinos), dado lugar al efecto del paramagnetismo. Simultaneamente, la energia
térmica omnipresente tiende a orientar al azar a los momentos magnéticos, de manera que la
intensidad relativa de todos estos efectos determinara en definitiva el comportamiento del
material. En la figura 8.3 se esquematiza un material no magnetizado: los momentos

magnéticos estan orientados al azar.
8.3  Ecuaciones magnetostaticas en presencia de materiales magnéticos

8.3.1 Corrientes de magnetizacion y corrientes reales

Los materiales magnéticos estan formados por muchisimos dipolos magnéticos

permanentes o inducidos que se alinearan

I, corrientes reales
Cada re= s e

con el campo magnético exterior. :
son las que circulan por los conductores.

atomo del material tiene momento | Corrientes

" r im corrientes de magnetizacién
magneético que no es otra cosa que un iman estan asociadas a los  mMOmentos

magnéticos elementales de los atomos.

elemental, pero que también se puede

pensar como una pequefia espira por la que Figura 8.4 Clasificacion de las corrientes

circula una corriente i tal como se explico en las figuras 8.1 y 8.2. En este modelo
simplificado, las corrientes asociadas a los momentos magnéticos elementales reciben el
nombre de “corrientes de magnetizacion” y se las simboliza como iy, Vamos a diferenciar a
estas corrientes de magnetizacion, de las corrientes verdaderas que circulan por los

conductores, a estas ultimas las Ilamaremos corrientes reales y se las simboliza como iy.
Definimos magnetizacion M como un vector que da cuenta de la cantidad de
momentos magnéticos elementales por unidad de volumen, esto es:
om
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Este vector es el analogo magnético al vector polarizacion de electrostatica (P ); es
distinto de cero Unicamente en el interior de los materiales magnéticos y su unidad de medida
enel Sl es A/m.

A continuacion analizaremos la relacién entre la magnetizacion y las corrientes de
magnetizacion. En realidad, lo que haremos es ver un caso muy sencillo y luego
“aceptaremos” su generalizacion. Para ello tomemos un toroide de un material magnético,

que se encuentra magnetizado con una magnetizacion uniforme, en la direccion azimutal,

como muestra la figura 8.5.

di, \ [

Figura 8.5 Toroide magnetizado de &rea A con magnetizacion uniforme M . En el detalle de la
izquierda se observa un corte del mismo, donde se indica el momento magnético elemental de cada
atomo, como una pequefia espira. La superposicion de los momentos magnéticos da una corriente de
magnetizacion total i, circulando por la superficie externa. A la derecha se observa una ampliacion de
una fraccion del toroide, donde se indica, para un diferencial de longitud dl, la cantidad diferencial de
corriente di,, que esta circulando por el borde del toroide.

Sobre este toroide, debido a que se encuentra magnetizado, cada atomo se comporta
como un momento magnético elemental o una pequefa espira (ver detalle izquierdo en figura
8.5). La superposicion de los momentos magnéticos sobre el corte del toroide da una
corriente de magnetizacion total neta i, circulando exclusivamente por la superficie externa®.

Esta corriente esta distribuida uniformemente a lo largo de toda la longitud del perimetro del

1 ose puede demostrar que las densidades de corrientes de magnetizacion asociadas con una regiéon con
magnetizacion M son:

- en el interior del material J,, =rot(M) y

- en el borde del material K,, =fixM con fi la normal a la superficie.

. = . > - di . S
En este caso particular, como M es uniforme J,, =0 y |KM | =—" es constante y tiene la direccion

mostrada en la figura 8.5.
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toroide, de tal manera que si tomamos un diferencial de longitud dl (en la direccion azimutal)
esta circulando una cantidad diferencial de corriente di, a lo largo de la seccion del toroide.
Ademas, i es la corriente total que circula por el largo 2nr del toroide. De esta manera,
usando (8.2) en (8.4):

om Adi, » di,

M="= A=—"Ah (8.5)
oV Adl dl
Pero
i =|di dl > di i
m J. m — dl, dim: Imdl
27r > i, 27r
Entonces:
Modng_ g (8.6)
dl 27r
i :Mzngw.m (8.7)

La ecuacion (8.7) nos muestra que el vector magnetizacion es generado

exclusivamente por la corriente de magnetizacion.

8.3.2 Teorema de Ampere generalizado

En general, cuando se quiere determinar el campo magnético B se deberian conocer
tanto las corrientes reales como las de magnetizacion y, en ese caso, este campo se podra

determinar usando el teorema de Ampere, esto es:

$B.di = gy (i, +iy) (8.8)

Pero habitualmente las corrientes de magnetizacion son desconocidas. Esto nos lleva a
hacer un tratamiento similar al hecho con materiales dieléctricos (capitulo 3, seccién 3.3),
determinando un campo vectorial de origen magnético, que sea exclusivamente generado por
las corrientes reales. Esto es, usando (8.7) en (8.8):

@éa:ﬂo(iﬁgﬁmaj (8.9)

C

Asi:

@(E_mja:ir (8.10)

Hy
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0 @R&:h (8.11)
C
con
H=2 (8.12)
My

El campo magnético B se denomina vector induccion magnética o densidad de flujo

magnético y se mide en T. El campo H se denomina intensidad de campo magnético y se
mide en A/m.

La ecuacion (8.11) se denomina teorema de Ampere generalizado, que en situaciones

-

de determinadas simetrias, permite obtener este nuevo campo H que es generado

exclusivamente por las corrientes reales.
8.3.3 Relacién entre B, H y M en materiales lineales

A partir de la ley de Ampere generalizada (ec 8.11) se observa que el campo H es
generado por las corrientes reales. Cuanto mayor sean éstas, es de esperar que mayor sea la
magnetizacion del material. En otras palabras, cuanto mayor sea el campo externo al material,
mayor sera el grado de magnetizacion. Por lo tanto, se propone una relacion lineal entre M y
H para los denominados materiales lineales is6tropos y homogéneos (L.I.H.), esto es:

M = yH (8.13)
donde y es la denominada la susceptibilidad magnética y es una propiedad intrinseca
adimensional del material.

De (8.12) obtenemos B (vector induccién magnética):

B=u,.(H+M)=p.(H+yH)= .0+ y)H = py.4, H (8.14)

En (8.14) u =1+ y es la permeabilidad relativa del material.

Escribimos el altimo miembro de (8.14) como:

B=uH (8.15)

En (8.15) p= .1, es la permeabilidad absoluta del material magnético, cuyas
unidades en el SI son Tm/A.

Las relaciones M =yH y B=uH son equivalentes y se denominan relacion

constitutiva del material L.1.H..
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La aplicacién conjunta de las ecuaciones (8.11) y (8.15), esto es la ecuacién
generalizada de Ampere y la relacidn constitutiva, es la base que nos ayuda a obtener el vector

induccion magnética B en el caso de los materiales magnéticos L.I.H.

8.3.4 Ecuaciones fundamentales de la Magnetostatica en presencia de Materiales
Magnéticos

Las ecuaciones fundamentales de la magnetostatica en presencia de materiales
magnéticos son las relaciones asociadas con la divergencia y el rotor de los campos
magnéticos, que en sus versiones integrales son el teorema de Ampere generalizado (Ec
(8.11)) y la ecuacidn de inexistencia de monopolos magnéticos (ya vista previamente), éstas

son:

(8.16)

o=
I
=]
Il

(8.17)

R
(ue]]
2
él:’

La ecuacion (8.17) es la ecuacion que indica que experimentalmente nunca se
encontraron monopolos magnéticos aislados, los polos magnéticos siempre son encontrados
de a pares en una configuracion dipolar.

Las versiones en derivadas parciales de estas expresiones son:
rot(H)=1J, (8.18)
donde J, es la densidad de corriente real.
div(B) =0 (8.19)
8.3.5 Clasificacion de Materiales Magnéticos

Como se menciond en la introduccion los materiales magnéticos se dividen en tres
grandes grupos: diamagnéticos, paramagnéticos y ferromagnéticos. En los primeros dos
grupos se verifican las relaciones lineales dadas por las ecuaciones (8.13) y (8.15), aunque los
efectos magnéticos son practicamente despreciables:

Diamagnéticos: la susceptibilidad magnética y es negativa y en modulo es mucho

menor que 1; los valores tipicos van desde -10® hasta unas decenas de -107. La

magnetizacién es del orden 100.000 veces mas chica que el campo H y en direccion

contraria al mismo. Son materiales diamagnéticos: plata, plomo, cobre, mercurio, bismuto,
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etc. La permeabilidad 4 es practicamente la del vacio, aunque levemente menor. Los campos

B y H presentan la misma direccion y sentido,

Paramagnéticos: la susceptibilidad magnética y es positiva pero mucho menor que 1;

los valores tipicos van desde 10 hasta unas decenas de 10°. La magnetizacion es del orden

100.000 veces més chica que el campo H y en la misma direccion. Son materiales

paramagnéticos: aluminio, sodio, platino, uranio, etc. La permeabilidad . es practicamente la

—

del vacio, aunque levemente mayor. Los campos B y H presentan la misma direccion y
sentido.

El tercer grupo, los materiales ferromagnéticos, tienen efectos magnéticos muy
apreciables, pero con una complicacion, las relaciones lineales (8.13) y (8.15) dejan de valer:

Ferromagnéticos: Debido a que las relaciones lineales en Fisica simplifican los

calculos, y a pesar que estos materiales son no lineales, vamos a seguir utilizando las

ecuaciones (8.13) y (8.15) imponiendo que las constantes de proporcionalidad y vy 4,

respectivamente, son funciones del vector intensidad campo magnético H y de la historia
previa del material, y vamos a hablar de valores equivalentes de la susceptibilidad magnética

x Yy de la permeabilidad . . En esta situacion, la susceptibilidad magnética *“equivalente” y,,
es positiva y puede tomar valores muy altos del orden de decenas de mil. En estos casos la

magnetizacion es muy alta, decenas de miles de veces mayor al campo H . Este efecto se
observa en unos pocos elementos y estos materiales son el verdadero interés de estudio de este
curso. Son los Ilamados materiales ferromagnéticos. Son ejemplos de ellos: hierro, niquel,

cobalto, etc.
8.4  Ferromagnetismo - Ciclo de Histéresis

Otra de las propiedades caracteristicas de los materiales ferromagnéticos, ademas de
su muy elevada susceptibilidad magnética “equivalente” { «q >> 1), es la posibilidad de tener

una magnetizacion residual, esto es una magnetizacion no nula para un campo magnético

externo igual a cero (M =0 con H =0), caracteristica ésta que no presentan los materiales
lineales (diamagnéticos y paramagnéticos).
Si bien no existe una teoria clasica que pueda explicar este fendmeno en su totalidad,

muchas de las propiedades observadas pueden ser entendidas a partir del Modelo de Weiss

(1907). Este modelo propone, entre otras cosas, la existencia de dominios, definidos como
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grupos de atomos o moléculas dentro de los cuales los momentos magnéticos se mantienen
alineados entre si debido a un fuerte acoplamiento, ain en ausencia de campo exterior. El
origen de la formacién dominios es minimizar la energia magnética (ver representacion
esquematica en Figura 8.6). Al igual que los momentos individuales, en ausencia de campo
aplicado, los dominios tienen sus momentos magnéticos netos (esto es el momento magnético
del dominio) distribuidos al azar, es decir, la direccion de la magnetizacion varia entre un

dominio y otro (algo analogo a lo mostrado en la Figura 8.3. para momentos individuales).

a Baxterno débil Beaxterno fUEItE
Bexterno =0 P e ot
-— — — — .
— - — = e e —

Figura 8.6 Esquema de dominios magnéticos para distintas situaciones de campos externos aplicados.

Cuando se aplica un campo exterior, los dominios tienden a alinearse con el campo.
En algunos casos el acoplamiento es tan fuerte que el alineamiento perdura ain al retirar el
campo, lo que explica la existencia de magnetizacion residual.

La agitacion térmica tiende a desalinear los dominios. Por encima de una cierta
temperatura, llamada temperatura de Curie (T¢), el material ferromagnético sufre una
transicion y se vuelve paramagnético, debido a que los efectos térmicos de desorden son
mayores que los efectos de alineamiento de la interaccion magnética entre dominios. Una
forma de desmagnetizar un material ferromagnético es entonces calentarlo por encima de esta
temperatura. La temperatura de Curie caracteriza a cada material y en la Tabla 1 se presentan
los valores de Tc¢ de algunos materiales ferromagnéticos. Se puede observar que estas
temperaturas son en algunos casos muy altas y cercanas a las temperaturas de fusion del
elemento, por lo que en la préctica la desmagnetizacion por temperatura es, en general, un

proceso parcial.

Tabla 1. Temperatura de Curie de algunos elementos

Material Tc (K)
Co (cobalto) 1388

Fe (hierro) 1043

Ni (niquel) 627
Gd (gadolinio) 293
Dy (disprosio) 85
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La habilidad de un material magnético para soportar, sin cambios en sus propiedades,
diversos tipos de ambientes y condiciones de trabajo define los tipos de aplicaciones en que se
lo puede usar. Segun este criterio se suele clasificar a los materiales magnéticos segun:

4 Los materiales que pierden su magnetizacion cuando se retira el campo exterior
que la produjo se llaman materiales magnéticos blandos. Estos materiales son Utiles para
concentrar o conformar campos magnéticos. Se utilizan para fabricar transformadores.

4 Aquellos materiales que mantienen la magnetizacion al quitar el campo
aplicado se denominan duros. Se utilizan para la fabricacion de imanes permanentes.

Suele llamarse iman a cualquier objeto que produce un campo magnético. Un iman
permanente es un material que, cuando se lo coloca en un campo magnéetico suficientemente
intenso, se magnetiza, quedando con magnetizacion remanente ain después de ser retirado el
campo aplicado. Esta propiedad no se altera ni se debilita mayormente con el tiempo salvo
cuando el iman se somete a cambios de temperatura, campos desmagnetizantes, tensiones

mecénicas, etc.
8.4.1 Curva de Magnetizacion-Ciclo de Histéresis

En los materiales ferromagnéticos la relacion entre la magnetizacion y el campo
externo aplicado no es Unica sino que depende de la historia previa del material, este
fendmeno se denomina histéresis. La representacion gréfica de la magnetizacion en funcion
del campo aplicado se denomina ciclo o curva de histéresis. Una curva tipica se muestra en la

figura 8.7.

Curva de magnetizacion
inicial

Figura 8.7 Curva de histéresis tipica en la que se sefialan algunos valores de interés.

8-12



> FACULTAD :
? FISICA Il (2015; v.2015)
‘ DE INGENIERIA Electricidad y Magnetismo

Universidad de Buenos Aires

Si se parte de un estado desmagnetizado (origen de coordenadas en el gréfico), a

medida que el campo externo H aumenta el material aumenta su magnetizacion siguiendo lo
gque se conoce como curva de magnetizacion inicial. Este incremento se da mediante la
rotacion y coalescencia (unién) de los dominios magnéticos. Este proceso tiene lugar hasta
que todos los dominios del material se encuentran alineados con el campo externo aplicado,

momento en el cual la magnetizacion alcanza su valor de saturacion (Ms: magnetizacion de
saturacion). Si, desde este punto de saturacion, se disminuye la intensidad de H se observa

que la curva no vyelve por la trayectoria anterior sino que sigue un camino distinto. Esto
sucede porque los mecanismos que gobiernan el proceso de magnetizacién del material son
fuertemente no lineales. Una vez que el campo externo llega a cero el material queda
magnetizado con un valor llamado magnetizacion remanente o de remanencia (M,). El
material quedara desmagnetizado al llegar al valor —H; (campo coercitivo). Si se continda
aumentando en valores negativos el valor del campo externo se llega a una nueva saturacion,
esta vez con el sentido opuesto a la anterior. A partir de alli el ciclo de completa de manera
simétrica.

Por otra parte, como la relacién entre M y H no es lineal en estos materiales, la

susceptibilidad (x) no es una constante sino que depende del valor de H . En la figura 8.7 se
muestran los valores de yin (susceptibilidad inicial) y ymax (Susceptibilidad maxima)

considerados como la pendiente de la recta tangente en los puntos correspondientes.

Una representacion analoga a la mostrada en la figura 8.7 puede hacer para B vs H . En ese

caso B no satura sino que continGia aumentando ligeramente a medida que aumentaH , es

decir, para campos externos grandes B se vuelve lineal con H ya que M deja de aumentar
(satura).

Entonces, para los materiales ferromagnéticos no podemos escribir una relacion

funcional entre M y H (o entre B y H) ya que los valores dependen fuertemente de la
historia (magnética) previa del material. Ademas, las curvas de histéresis son distintas para
diferentes materiales. Dependen de la composicion quimica del material pero también de las
caracteristicas de su preparacion.

Sin embargo, a pesar que estos materiales son no lineales, resulta de gran simplicidad
poder seguir utilizando las ecuaciones (8.13) y (8.15). La utilizacion de estas ecuaciones sirve

para resolver los problemas de materiales magnéticos en forma mas simple. Esto se logra,
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imponiendo que las constantes de proporcionalidad y y 4 son ahora funciones del vector

intensidad campo magnético H y de la historia previa del material, y vamos a hablar de

valores equivalentes de la susceptibilidad magnética y y de la permeabilidad , . En otras

palabras, reescribimos las ecuaciones (8.13) y (8.15) de la siguiente manera:
M = z(H,historia)Fi (8.13 bis)
B = £y pisoriayH (8.15 bis)
O sea, para una determinada situacion fisica, donde se conoce el rango de valores de H vy la

historia previa del material, se podra conocer el valor equivalente de la susceptibilidad y de la
permeabilidad (para ese rango de valores de H) y en este caso se usaran las ecuaciones
constitutivas (8.13) y (8.15). Resulta claro que si se cambia el valor de la intensidad de campo
magnético H, la susceptibilidad y la permeabilidad cambiaran. De la misma manera,
hablaremos de valores equivalentes para la permeabilidad relativa.

8.5 Condiciones de frontera o de borde

En este apartado vamos a establecer las condiciones que satisfacen H y B en la
superficie de separacion de dos medios con propiedades magnéticas diferentes. El desarrollo
sera analogo al que se hizo para encontrar las condiciones de borde de E y D (Capitulo 3,
seccion 3.4).

Supongamos que tenemos dos medios magnéticos de permeabilidades ¢4 y o, tal que

en la interfaz hay una corriente superficial dada por Kr .

Partimos de la ec. (8.17), como superficie cerrada de integracion tomamos un cilindro de
altura h mucho menor que su radio R, es decir, h— 0 mas rapidamente que su radio (ver
figura 8.8). Entonces,
Sﬁﬁé.asizozjjé.6§+jjé.a§+ H B.dS (8.20)
S A A Sup

lateral

Como estamos considerando un cilindro cuya altura h tiende a cero, es decir, un “volumen”

infinitesimal alrededor de la interfaz, podremos considerar que el campo a cada lado de la

interfaz es uniforme. Supongamos que vale I§l (con cualquier direccién y sentido) por encima

de la interfaz, I§2 (con cualquier direccion y sentido) debajo de la interfaz y en la superficie
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lateral tendra otro valor B, (con cualquier direccion y sentido). Consecuentemente, la

ecuacion (8.20) puede escribirse segun,

cﬁSBds ”B ndS+HB ndS+I/B & 27Roh =B, nxR?+B, M,7R?+B

lat ™~ p

&,27Rh (8.21)

lat

Figura 8.8 Superficie de separacion de dos medios con permeabilidades distintas. Esquema
utilizado para la obtencidn de la condicion de borde de la componente normal.

En las condiciones que estamos considerando, i.e. h—0, el término asociado con la

superficie lateral tendera a cero. Resulta, entonces,

{pB.dS = B, n7R* + B, n,zR* = (B,n, + B, 1, ) 7R’ (8.22)

En consecuencia, qu} B.dS = (é

2)7zR2 =0 (8.23)

Como -n, =1, =1, resulta
(B,~B,)n=0

B

oN=
(8.24)
2normal B Inormal

Esta dltima ecuacion nos dice que la componente normal del campo de induccién magnética

B se conserva.

En particular, para el caso que estemos considerando medio isotropos, lineales y

homogéneos B = 1H , de donde resulta:

lul H tnormal — :u2 H 2normal *

Una observacion interesante que podemos hacer llegado este punto es que, si B s6lo

tiene componente normal, entonces valdré lo mismo a un lado y a otro de la interfaz, esto es

B, =B,. Sin embargo, H (que también tendra sélo componente normal para el caso de
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medios L.I.H.) no tendra el mismo valor a ambos lados por tratarse de dos medios con
permeabilidades distintas, sino que ;#H; = 1,H,.
Ahora veamos si podemos determinar alguna otra propiedad, pero esta vez a partir de la

ecuacion para el rotor del campo H (ec. 8.18). Tomemos una curva cerrada como la de la
figura 8.9, donde “la altura” h tiende a cero mas rapidamente que las longitudes de la curva

“paralelas” a la interfaz.

My

My

Figura 8.9 Superficie de separacion de dos medios con permeabilidades distintas. Esquema
utilizado para la obtencién de la condicion de borde de la componente tangencial.

Calculemos la circulacion del campo magnético

gﬁﬁ-azjﬁlofh+jﬁ2-@+jﬁg.@+jH4-d—u (8.25)
C I I, Iy I,

Como los lados de longitud h tienden a cero, las dos integrales sobre esos lados son
despreciables frente a las otras dos restantes, es decir:

cﬁl—]-ﬁ:J.I:|l-dTl+IHZ-@+IH3-@+IH4-E;J'I:II.dTI+J‘I:|2-d—I2 (8.26)
C I I, I3 I I, I,

Como solamente nos quedan las componentes tangenciales a la superficie evaluadas “en la

superficie” tendremos

=K, | (8.27)

Lian gencial 1 20 gencial 1

gSH.a;jﬁl.m}jﬁz-@: H
C I, I,

Por lo tanto,

—

H H K (8.28)

2tangencial ' 'ltangencial — '“r

lo que significa que la componente tangencial del campo magnético en condiciones
magnetostaticas cambia en una interfaz si hay corrientes superficiales reales (K, #0).

Las condiciones de borde o frontera que se enuncian en las ecs. (8.24) y (8.28) son validas

para cualquier material magnético.
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8.6  Circuitos Magnéticos. Aproximacion de flujo constante

Un circuito magnético es una region cerrada del espacio donde hay concentracion de
lineas de campo magnético. Habitualmente, las regiones de materiales ferromagnéticos
concentran las lineas de campo magnético, por lo tanto, los circuitos magnéticos estan
formados por una sucesion de materiales ferromagnéticos que forman un camino cerrado,
aunque también se puede agregar una region con vacio (o aire) de pequefia extension,
denominada habitualmente entrehierro. El circuito magnético mas sencillo es el anillo de

Rowland, que se muestra en la figura 8.10. Como se ve en la figura, existe un devanado

{\ N
que circula una corriente |I. Q% jj{\/ﬁ‘)

s
l|l 2 -
~— ]
En la figura 8.11 vemos otro circuito 4—k‘7_‘“ﬁ -\at‘:'."_:"
magnético  construido con  un  material — L;;/’ ,-3&5 ;

primario de N vueltas, supuestamente distribuidas

en forma uniforme cubriendo todo el anillo, por las

! s
ferromagnético de permeabilidad “equivalente” s, J{
de seccion rectangular S alimentado por N espiras

por la que circula una corriente I. Figura 8.10 Anillo de Rowland
8.6.1 Ecuaciones fundamentales de los circuitos magnéticos

Las relaciones que rigen el comportamiento de los campos en los circuitos magnéticos

son el juego de ecuaciones (8.16) y (8.17) o sea,

la ley de Ampere generalizada y la ley de (- RTEEES
inexistencia de monopolos magnéticos, esto es: o !
Ll ] J 1
I (I :
$H.dI =i, (8.29) D ;
: B o TP 45
R o % ! \5
@ B.dS=0 (8.30) N :
5 T

La segunda de estas ecuaciones también
Figura 8.11 Circuito magnético simple
de seccion rectangular. En el circulo

vamos a demostrar a continuacion que, debido a  punteado se muestra la region donde se
aplicaran las condiciones de frontera.

nos indica que las lineas de B son cerradas y

la presencia de materiales ferromagnéticos, en el
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interior del circuito magnético se concentra la mayor cantidad de lineas. Se vera que la
ecuacion (8.30) se puede escribir diciendo que el flujo del vector induccion magnética es

constante en el interior del circuito.

8.6.2 Aproximacion de flujo de B constante.

Consideramos la region circular de la figura 8.11 para aplicar las condiciones de
borde, el detalle puede verse en la figura 8.12. Se observa que los campos son tangentes a la

superficie de separacion material ferromagnético — aire y /4{;;' N

se desea comparar los campos en cada region material.

Para ello usamos la ecuacién (8.28): 1 N
Hy, —H, =K, (8.31) :" B Bo |
Pero no tenemos corriente reales en la superficie de

separacion material ferromagnético — aire, por lo tanto:
Hyy = Hi (832) o

Asumiendo que el material ferromagnético puede Figura 8.12 Condicién de
borde en un circuito

aproximarse por un material magnético de permeabilidad sy magnético. Ampliacion de la

conocida y usando la relacién constitutiva tenemos: zona punteada en fig 8.11.
B B
M0 (8.33)
Hv My

Pero, en general en los materiales ferromagnéticos: g, >> u, y esto significa

B, << By, , 0 en otras palabras B, ~0. S

Por lo tanto, si consideramos que en el exterior

al circuito magnetico el campo es aproximadamente |inaas de g\

nulo, esto significa que las lineas de B quedan
confinadas al interior del circuito magnético y siguen

la forma geomeétrica del circuito.
Figura 8.13 Fraccion de un circuito
magnético. Las lineas de B quedan

flujo a partir de la ecuacion (8.30). Consideremos una  confinadas en el interior.

porcion de circuito magnético como el mostrado en la figura 8.13, donde todas las lineas de

Esta condicién se puede escribir en funcion del

B estan confinadas al interior del circuito. Consideremos la ecuacién (8.30) con una

superficie cerrada S formada por las “tapas” S; y S, y la superficie lateral del circuito.
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Teniendo en cuenta que el flujo de B sobre la superficie lateral es nulo, ya que en primera

aproximacién ninguna linea de B la atraviesa, se puede obtener que el flujo sobre las
superficies abiertas S; y S, es el mismo para que sea valida la ecuacion (8.30). Esto lo

podemos escribir como:

jé.d_é - _[ B.dS = constante (8.34)
S S,

Resumiendo, las ecuaciones fundamentales de los circuitos magnéticos son (8.29) y
(8.34).

8.6.3 Validez de la aproximacion de flujo de B constante.

La expresion (8.34) es valida siempre y cuando se pueda decir que la lineas de campo
quedan confinadas al interior del circuito, o lo que es lo mismo que el campo es nulo en el
exterior. Esta aproximacion se verifica bastante bien para ciertas condiciones que son: a)
geometrias simples para los circuitos, sin vértices ni bordes cortados y b) permeabilidad del
material mucho mas grande que la permeabilidad el vacio (cuando mas grande sea la
diferencia mejor serd la aproximacion). Si uno quiere saber qué tan buena es esta
aproximacion, o sea si se desea apreciar los efectos de “pérdida” de flujo por la superficie
lateral, se pueden realizar simulaciones numéricas usando diferentes programas.

En las siguientes figuras 8.14a y 8.14b se muestran los resultados de las simulaciones
para el circuito magnético de la figura 8.11. Este es un circuito magnético construido con un
material ferromagnético considerado en una zona de trabajo tal que la permeabilidad relativa
“equivalente” 14eq €5 1000, de seccion rectangular S, alimentado por N espiras por las que

circula una corriente 1. Es interesante notar que:

1) El vector induccién magnética o densidad de flujo magnético B queda mayormente

confinado en el interior del circuito.

Energy_Dens ity
w (18 Lmy

Fress am) key to continae

Fress any key to continee

5
Figura 8.14a Simulacion numérica del circuito de la figura 8.11. A la izquierda valores de B, a la
derecha la densidad de eneraia.
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2) Tanto el campo B como la densidad

de energia son un poco mayores en la zona

|EruEsarama N

EEREETRTTEE

donde se encuentra la corriente (lado izquierdo
del circuito) que en la zona derecha del mismo.

Esto nos muestra que la ecuacion de flujo
constante es una aproximacion.

En la figura 8.14b se muestran los

resultados para el campo H. Se observan

1 am

grandes valores de H en el exterior del circuito,
Figura 8.14 b Simulacién numérica del

cerca de las corrientes reales. circuito de la figura 8.11. Valores del campo H

En la figura 8.15, se muestra una
variante del circuito magnético mostrado en
figura 8.11. En este circuito se agrega un
entrehierro estrecho de largo “e” (que es
mucho menor que el lado de la seccion del

toroide). En esta figura se observan valores

muy intensos del campo H en la region

del entrehierro y una dispersion de lineas

de campo magnético H fuera de esta

region. F'ié‘u%'é 8.15 Circuito de la figura8.11 conel
agregado de unentrehierro. Valores del campo H.

Flux Denzity

B (18T Por ultimo, en la figura 8.16, se

muestra la simulacién numérica en el caso
extremo en el que no hay circuito

o magnético (o sea que el arrollamiento de

espiras estd hecho sobre vacio). Vemos

valores muy intensos de B en la region
donde se encuentran las corrientes reales,

como si fuera un solenoide corto. Esta

on Ay e

Figura 8.16 Simulacién numérica del circuito de  Ultima simulacion nos muestra que para
la figura 8.11 en el caso extremo donde la
permeabilidad del material es la del vacio.
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que las lineas de B sigan la forma de los circuitos deben estar formados por materiales

ferromagnéticos.

8.7 Materiales lineales: Fuerza magnetomotriz y Reluctancia. Regla de
Hopkinson

Aqui desarrollaremos una analogia con circuitos eléctricos que se basa en dos
suposiciones principales:
a) El material ferromagnético puede caracterizarse por su permeabilidad magnética

“equivalente” zyw nistoria) que llamaremos aqui x sencillamente. O sea que es valida
la relacion constitutiva lineal dada por la ecuacion (8.15).

b) EI campo B es uniforme en cada region de material magnético. Esta hipotesis es
valida cuando la seccién del circuito es pequefia (ver ejemplo 8.8.1 para entender
la validez de la misma). Permite determinar el flujo del campo como el producto

del mddulo del campo B por el érea.
Vimos que las lineas de B son cerradas. Aunque no haya nada que fluya a través de

estas lineas se puede establecer una analogia entre las lineas de B y las lineas de corriente en
un circuito conductor. En un circuito eléctrico en serie, la corriente que pasa por todas las
secciones es la misma. En el caso de un circuito magnético la cantidad de flujo transversal que
pasa es la misma. Se define “fuerza magnetomotriz” (fmm) a la circulacion del campo

intensidad de campo magnético H , es decir

95 H.dl = fmm=NI : [fmm]= Ampere x vuelta (8.35)

C

Supongamos que tenemos una sucesion de materiales magnéticos de manera tal que
“se cierre” formando un “circuito cerrado”, por ejemplo el mostrado en la figura 8.17. Este
circuito estd formado por dos materiales ferromagnéticos diferentes uno denominado “nudcleo”
(N) y otro llamado “barra” (B) que cierran el circuito con dos entrehierros “estrechos” (e; y ez,
cuyos largos son mucho menores que el lado de la seccion del circuito). Ademas esta
alimentado por un arrollamiento de N espiras por el que circula una corriente |.

Consideremos las siguientes aproximaciones:

1) Se desprecian todos los efectos de borde

2) Se considera que H yB//dl . La curva cerrada empleada en (8.35) sigue a las
lineasde H yB.
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3) @,=[[B.dS=Bs
S

4) Entrehierro “estrecho” significa que el largo es mucho menor que el lado de la
seccion del circuito. En este caso no hay dispersion de la las lineas de B

Las consideraciones 2) y 3) son razonables cuando la seccion es pequefia (ver ejemplo 8.8.1).

Entonces el teorema de Ampere se escribe:

gﬁﬁ = fmm=NI = de|+de|+de|+de| (8.36)

Figura 8.17 Ejemplo de circuito magnético
Usando las relaciones constitutivas:
BRESEE  C  SaES
gS mm= NI = j-“.dl+jﬂ.d|+jﬂ.dl+j—8.d| (8.37)
c In Hn el Hy e2 Hy ls Hg
Como el flujo magnético es constante, podemos escribir

= [[B.dS = cte.= B,S, =B,S,; = B,,S,, = ByS, (8.38)
S
Luego:
fmm=N|=c1>m{j 1 d|+j d|+j d|+j } (8.39.3)
NIy Sy &1 HySey €2 HySe s HgSg
Haciendo las integrales:
fmm:NI:CDm{ h o, & & L } (8.39.h)
Sy HoSer  HMpSe;  HgSg
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Las ecuaciones (8.39.a) y (8.39.b) permiten obtener el flujo magnético y luego se pueden
obtener los campos usando (8.38) y las relaciones constitutivas. La ecuacién (8.39.a) se puede

escribir como:

fmm=NI=d R (8.40)
1 I
con iR:I—dI =— (8.41)
uS S

Res la denominada reluctancia que depende de las caracteristicas geométricas (largo del
tramo y su seccion) y de la permeabilidad p del material.
La ecuacion (8.40) es equivalente a la ley de Ohm de Corriente Continua, esto es:
fem=i.R
donde tenemos las siguientes analogias: la fem es analoga a la fmm, la corriente i al flujo @

y la resistencia a la reluctancia.
8.8. Aplicaciones

8.8.1. Toroide grueso

¢Bajo qué condiciones un toroide se puede considerar como de seccion delgada? En
general se responde esta pregunta diciendo que el lado de la seccion debe ser mucho menor
que el radio medio del mismo. En esta seccion vamos a responder esta pregunta con mayor
precision.

¢Por qué es importante saber si un toroide tiene seccién delgada o no? Basicamente,

en los casos en los que el toroide puede tomarse como delgado vamos a decir que el campo
induccion magnética B es uniforme en la seccion. En otras palabras, vamos a aproximar el

flujo del vector induccion B como el valor del médulo de dicho vector por el area de la

seccion, esto es:

®, = [[B.ds=Bs (8.42)
S

A continuacion vamos a plantear un caso particular, para analizar en qué
circunstancias el toroide puede ser tomado como de seccion delgada. Sea un toroide tipo
anillo de Rowland como el mostrado en la figura 8.10 de radio medio Ry, seccion cuadrada de
lado a, hecho con un material ferromagnético de permeabilidad “equivalente” u y con N

espiras arrolladas y distribuidas uniformemente por las que circula una corriente i.
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El vector intensidad del campo magnético H lo obtenemos usando la ley de Ampere
(8.16) generalizada en unacurvaderadiorcon R, — a/2<r<R +a/2

H.2zr = g H.dl = Ni (8.43)

C

Y empleando la relacion constitutiva, obtenemos el modulo del vector induccion
magnética:
Ni
B(r) = u— (8.44)
2xr

El flujo del vector induccion magnética lo obtenemos empleando:

Ry, +a/2 - .
. " Ni Ni R +al2
©,=[[BedS=| [ p——edrdz=pa—In(-"—>) (8.45)
s 0R, a2 27T 2r R, -al2

Queremos saber bajo qué circunstancias la expresion (8.45) puede aproximarse por
(8.42), para ello vemos cuanto es la diferencia relativa porcentual entre los flujos calculados

por ambas expresiones. Llamamos “diferencia relativa porcentual” de flujos A®,, a

D, D,
A®, =100.—2—" (8.46)
o

m
La figura 8.18 muestra cual es error cometido por considerar al toroide grueso como si

fuera delgado. Un posible criterio para decidir en qué situacion un toroide puede ser tomado
como delgado es decir que para una relacion R, /a > 3el error cometido es menor al 1 % (este
es un error mas que aceptable sobre todo teniendo en cuenta las aproximaciones realizadas).

En otras palabras, segun este criterio, se puede considerar un toroide como delgado si su radio

medio es al menos tres veces el lado de la seccidn a.

104

diferencia flujo A®.%

g
- .1‘"l~l—lf-—l—lfl—l—l—rl—rl—l
04 T T T T T T 1

1 2 3 4 5 6 7 8
Relacion entre el radio medio (R ) y el lado (a) x=R /a

Figura 8.18 Diferencia de flujos en funcidn de la relacion radio medio del toroide sobre lado

de la seccion.
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8.8.2. Toroide delgado con entrehierro estrecho

Usaremos las ecuaciones fundamentales (8.29) y (8.34) desarrolladas en el inciso 8.6
para resolver un problema simple donde se supone conocida la permeabilidad magnética
“equivalente” del material.

Un toroide de radio medio Ry y de seccion delgada cuadrada de lado a como el
mostrado en la figura 8.19 con entrehierro estrecho de largo e (e<<a), es alimentado por
medio de un arrollamiento de N vueltas de cable por el que circula una corriente l,. El toroide
se encuentra construido con un material ferromagnético con permeabilidad magnética
“equivalente” p. Se desea determinar los campos B y H en el interior del toroide y en el
entrehierro.

Las hipdtesis de este problema son:

a) El material magnético tiene una permeabilidad magnetica “equivalente” p, de

valor conocido, 0 sea se asume como relacion constitutiva la ecuacion lineal
(8.15).

b) El toroide tiene seccion delgada. En otras palabras, vamos a poder decir que en el
interior del mismo los campos B, y H._ seran uniformes a lo largo de la seccion
cuadrada (como se mostro en las secciones 8.7 y 8.8.1).

c) El entrehierro es “estrecho”, esto significa que el largo e del mismo es mucho
menor que el lado de la seccion del toroide (e<<a). De forma tal que las lineas de
campo magnético B no sufren una dispersion significativa al pasar por la region
del entrehierro, y vamos a considerar que la seccion donde el campo es no nulo, es
aproximadamente la seccion del toroide.

Como el toroide es de seccién delgada y considerando que el flujo del campo B debe

ser constante (ecuacion fundamental (8.34)) concluimos que los campos B, y H_ son

uniformes en todo en el interior del toroide en la zona donde se encuentra el material

magnético. Llamamos B, y H, a los campos en el interior del entrehierro.

A continuacion escribimos las ecuaciones fundamentales:

$H.di = H,.2zR, + Hoe = NI, (8.47)

C

O = j B.dS=B_.a’=B,a’= _[ B.dS = constante (8.48)
Sm So
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En la ecuacion (8.47) se usé para hacer la integral una curva C, circular de radio Rp,.
En la ecuacion (8.48) se empled que como el entrehierro es estrecho, se puede decir que las

lineas no se dispersan y el area de integracion es la misma que en el caso del material.

[

N D ‘
:Q R
—~

Figura 8. 19 Toroide de seccion delgada con entrehierro estrecho.

Reemplazando las relaciones constitutivas del material magnético y del entrehierro

B,=uH, (8.49.a)
B, = ,H, (8.49.b)
en la ecuacion (8.47):
B B
—27R, +—e=N.l, (8.50)
)7 u
Y podemos escribir (8.50) en funcidén del flujo usando (8.48):
27n.R
q{ k. P Z}N.lo (8.51)
u.a Hy-a

La ecuacion (8.51) permite obtener el flujo y luego, empleando (8.48) y las relaciones

constitutivas (8.49), podemos obtener los campos B y H en el interior del toroide y en el

entrehierro.
8.8.3. Circuito magnético delgado con entrehierro

Generalizaremos el ejemplo del ejercicio anterior para un circuito magnetico de

diferentes secciones delgadas formado por distintos materiales ferromagnéticos y con
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entrehierro estrecho. Seguiremos usando la hipotesis de la relacion constitutiva lineal para los
materiales ferromagnéticos (ecuacion 8.15).

Sea el circuito magnético de seccion delgada mostrado en la figura 8.20 con
entrehierro estrecho formado por dos materiales de permeabilidades magnéticas equivalentes
relativas pi1, pr2, Secciones diferentes (a® y a.b) y alimentado por dos arrollamientos distintos
de N; y N vueltas por los que circulas corrientes I; e I,. Las hipotesis geométricas son las
siguientes:

a) Seccidén delgada: esto es las dimensiones a y b son mucho menores que d; y ds.

b) Entrehierro estrecho: esto es el largo e es mucho menor que b y a.

Como fue expresado en la seccion 8.6, las expresiones generales que permiten plantear
este tipo de ejercicios son las ecuaciones (8.29) y (8.34), esto es:

$H.dl =i

Cc

®, = constante = ” B.dS = BS (8.53)
S)

(Ley de Ampere generalizada) (8.52)

r

La ultima igualdad en la ec. (8.53), tal como expresamos en la seccién 8.8.1, la
podemos hacer porque el circuito es considerado de seccion delgada.

Analizando la ecuacion (8.53), observamos que si el material y/o la seccion del
circuito no cambian, los campos B y H no cambian. En otras palabras, esto es, los campos
B y H cambian, si cambian el material o la seccién. Entonces el procedimiento que se

utiliza para este tipo de ejercicios es nombrar los campos B y H de la misma manera en

todo el tramo donde el material y la seccion son iguales.
Asi en el circuito de la figura, tendremos los campos I§1 y H, en el tramo horizontal
de abajo del circuito magnético, los campos B, y H, en los tramos izquierdo y horizontal de

arriba, los campos B, y H, en el tramo derecho y los campos B, y H, en el entrehierro.

Todos estos campos suelen ser las incégnitas del problema y estan vinculados por relaciones

constitutivas lineales del tipo (8.15), esto es:

|

) = Mot Hy (8.54.a)
B, = i, u,,H, (8.54.b)
B, = s, 11,,H, (8.54.c)
B, = 1,H, (8.54.d)
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Generalizando lo realizado en la seccidén anterior, se utiliza la ley de Ampere
generalizada sobre el circuito cerrado dado por la linea de puntos, como se muestra en la
figura, eligiendo arbitrariamente el sentido de las agujas del reloj. En este caso, con este
sentido de circulacion, la corriente I, que es entrante al plano del papel, tiene signo positivo,

mientras I; que es negativa. Esto es:

$H.dl =H,d, +H,.(d, +d,) + Hy.(d, —€) + H e = N,.I, =N, I, (8.55)
C

La ecuacion (8.53) la evaluamos en este ejercicio de la siguiente manera:

®,, =constante = [[B.dS= B a’ =B,a’ =B,ab =B, ab (8.56)
S

La ultima igualdad es valida si el entrehierro es estrecho.

Las expresiones (8.54), (8.55) y (8.56) forman un sistema de ecuaciones donde las

campos B y H son las incognitas. Para resolverlo, escribimos en (8.55), usando (8.54), los
campos H en funcion de B:

B.d,  By(did) Bid-e) Bee (8.57)

Hoky Hoko Hokr Ho
Y ahora usando (8.56), escribimos (8.57) en funcién del flujo, que es el mismo en todo

el circuito magnético:

d, 2+(d1+d23+ (d, —e) 4 €
Moy @™ Holp 8" foft, @0 pp.ab

()

m

=N,.l, = N,.I, (8.58)

La ecuacion (8.58) permite obtener el flujo magnético, y luego usando las expresiones
(8.56) y (8.54) se obtienen los campos B y H para los distintos tramos del circuito
magnético.

Es importante destacar que (8.58) es el mismo tipo de expresion que (8.40) donde:

a) La “fuerza magnetomotriz” fmm es
fmm=N,.I, = NI, (8.59)

b) La reluctancia total es la suma de la reluctancia de los cuatro elementos
“conectados en serie”:

d, , (d+d) (d-e) e (8.60)

R=NR+R, + R, +R, = ” ;
Mol 8" floflp @ foptp @b py.ab

8-28



= FACULTAD :
? FISICA 11 (2015; v.2015)
‘ DE INGENIERIA Electricidad y Magnetismo

Universidad de Buenos Aires

dz
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Figura 8.20 Circuito magnético de seccion delgada (las dimensiones a y b son mucho
menores que d; y d,) con entrehierro estrecho (el largo e es mucho menor que b y a) formado
por dos materiales de permeabilidades magnéticas relativas i Y p, secciones diferentes (a2
y a.b) alimentado por dos arrollamientos diferentes. Se utiliza la ley de Ampere generalizada
sobre el circuito cerrado dado por la linea de puntos.

8.8.4. Toroide delgado con entrehierro estrecho y material magnético con ciclo de
histéresis.

¢Como se resuelvan los circuitos magnéticos cuando la relacion constitutiva lineal
(8.15) no se puede emplear y tenemos como informacién del material el ciclo de histéresis
tipico como el mostrado en la figura 8.21. En este caso, como veremos, se puede emplear un
método gréafico para resolverlo.

La figura 8.21 nos muestra un ciclo de histéresis con sus caracteristicas tipicas, esto es:
la curva de primera imanacion los campos de saturacion Bs y Hs, B, = u,.(Hg + M) , el

campo coercitivo Hc y el campo de remanencia Bg.

Consideremos un problema simple como el desarrollado en la seccién 8.8.2, esto es,
sea un toroide de radio medio Ry, y de seccion delgada cuadrada de lado a como el mostrado
en la figura 8.20 con entrehierro estrecho de largo e (e<<a), que es alimentado por medio de
un arrollamiento de N vueltas de cable por el que circula una corriente l,. El toroide se
encuentra construido con un material ferromagnético del que no se conoce en qué zona se esta
trabajando vy, por lo tanto, no se le puede asignar una permeabilidad equivalente u (y esta es la

diferencia con lo planteado en la seccion 8.8.2), pero si es conocido el ciclo de histéresis de la
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figura 8.21 .Se desea determinar los campos B y H en el interior del toroide y en el

entrehierro.

Figura 8.21 Curva de histéresis B vs H de un material ferromagnético. En rojo se
_HpNA 4.27R

representa larecta B, = ™ H,, con sus posibles soluciones
[ e
comprendidas entre los puntos Ay D, mientras que en azul se representa la recta
27.R .
B, = —'uo—r”Hrn correspondiente al caso /,=0.
€

Es claro que el desarrollo es similar a lo planteado en la seccion 8.8.2, esto es:

llamamos B,, y H, alos campos en el interior del material que seran uniformes en todo en el
interior del toroide (como se mostro en las secciones 8.7 y 8.8.2) y ademas llamamos B, y
H, alos campos en el interior del entrehierro.

Las ecuaciones fundamentales son:

$H.dI=H 27.R +H e=N1I, (8.61)

C

O = I B.dS =B, .a*>=B,a’= _[ B.dS = constante (8.62)
Sm So

En la ecuacion (8.61) se uso para hacer la integral una curva C, circular de radio Ry, y
en la ecuacion (8.62) se empled que el entrehierro es estrecho. Ademas la relacién constitutiva
del entrehierro es:
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B, = u,H, (8.63)
Para resolver este problema usaremos las expresiones (8.61), (8.62) y (8.63) para
obtener una Unica ecuacion donde tengamos B, y H, como incognitas. Esto es, usando
(8.62) obtenemos B, = B, y reemplazando H, en (8.61) por la expresion (8.63):
B,.e

H,27.R, + m” =N.I, (8.64)
Ho

Despejando B,,:

- Ho Ny w27 R, H (8.65)

€ €

B

La ecuacion (8.65) y el ciclo de histéresis de la figura 8.21 forman un sistema
“particular” de dos relaciones con dos incognitas, una de ellas es un grafico, por ello
tendremos una resolucion gréafica de este problema. La ecuacion (8.65) representa una recta en

- N.I . .
un grafico B vs. H_ donde Ho "0 65 Ia ordenada al origen y la pendiente de la recta es

e

27.R . . .
T B g figura 8.21 vemos en rojo la recta que representa la ecuacion (8.65). La

e
recta corta al ciclo de histéresis en tres puntos, la solucion para los campos dependera de la
historia previa del material. Por ejemplo el punto C representa la solucion para un material
que no esta previamente magnetizado mientras que el punto A representa la solucién para el
caso en el que el material haya alcanzado previamente la saturacion. Es importante destacar
que todos los puntos comprendidos entre los puntos A y D son posibles soluciones del
problema, que dependeran de la historia previa del material ferromagnético. También es
graficado en una recta azul el caso particular cuando la corriente de alimentacion Iy es nula.

Andlisis de los resultados:

Las soluciones representadas con los puntos A y F son dos soluciones emblematicas
de los circuitos magnéticos que correspondes a dos casos tipicos correspondientes al primer y
segundo cuadrante del grafico B vs. H respectivamente.

El primer caso (solucion A, primer cuadrante) corresponde a un circuito magnético

(que es alimentado por una corriente lp) cuyo material fue saturado previamente. En esta

situacion, los campos en el material magnético I§my I:|m, y el vector magnetizacién M ,
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tendrén la misma direccidon y sentido, sentido horario. En la figura 8.22 se muestran las lineas
de H en el interior del material y en el entrehierro. Vemos que si:
B, =B, 0seay,.(H,+M)=B,, =B, =x,H,,con H,, << M entonces
H << H, (8.66)
También notamos que como div(B) =0y B = y,.(H + M) entonces:
div(H) = —div(M) (8.67)
La ecuaci6n (8.67) nos muestra que las lineas de H nacen (mueren) donde las de M
mueren (nacen). En el polo de arriba de la figura 8.22 mueren lineas de M , esto es el polo

norte del electroimén y es donde nacen las lineas de H . Idéntico razonamiento se puede hacer

en el polo sur.

Figura 8.22 Lineas de H para una solucién en el primer cuadrante (del tipo
del punto A de la figura 8.20) correspondiente a un electroiman. Vemos que
H,, <<H,.

El segundo caso (solucion F, segundo cuadrante) corresponde a un circuito magnético

que es alimentado por una corriente I, que decrece hasta hacerse nula (cuyo material fue

saturado previamente). En esta situacion, el campo I§m en el material magnético y el vector

magnetizacién M , tendran la misma direccién y sentido, sentido horario. Sin embargo, como

la solucion se encuentra en el segundo cuadrante, el campo H debe invertir su sentido. En la

figura 8.23 se muestran las lineas de H en el interior del material y en el entrehierro. Vemos

que se verifica (8.66) y ademas usando la ley de Ampere generalizada con corriente nula:

$H.dI=H_ 27.R, +H,e=0 (8.68)
C
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La ecuacion (8.68) muestra también que H_y H, deben tener sentido contario, para

que el resultado de la circulacién sea nulo. Pero la ecuacion (8.63) (relacion constitutiva) nos

muestra que H, no cambia su sentido, o sea, tiene el sentido horario que es el del campo I§0 .
Por lo tanto H,, debe cambiar su sentido.

También notamos la validez de la ecuacion (8.67) y por lo tanto las lineas de H nacen
(mueren) donde las de M mueren (nacen). En el polo de arriba de la figura 8.23 mueren

lineas de M , esto es el polo norte del iméan y es donde nacen las lineas de H . ldéntico

razonamiento se puede hacer en el polo sur.

Hrm

Figura 8.23 Lineas de H para una solucién en el seqgundo cuadrante (del tipo
del punto F de la figura 8.21, correspondiente a un iman). En este caso H_
invierte su sentido. Vemos que H,_ <<H,. En el polo norte del iman nacen

lineas de H y en el polo sur mueren.

Como cierre de este capitulo, podemos decir que se ha mostrado la teoria necesaria y
los ejercicios mas representativos del tema de materiales magnéticos.

Ahora, a practicar.....!!!!
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Primera Parte: Ley de Faraday-Lenz-Maxwell

9.1. Introduccién

En el siglo XIX, después de haber comprobado que una corriente eléctrica | originaba un campo
magnético B (Ley de Ampere), los cientificos se preguntaron si los campos magnéticos eran
capaces de producir una corriente 1. EI conductor (1) de la figura crea un campo magnético porque por
él circula una corriente. ¢(Puede el campo I

magnético generado por la corriente | del

conductor (1) “arrastrar” los electrones del

cable (2)? ¢Puede producir una corriente en el M
cable (2)? ¢Y los campos magnéticos

(2)

generados por imanes podrian “arrastrar” los

electrones de un conductor? Pero sabemos que las corrientes son generadas por campos eléctricos E .
Entonces, la pregunta es:¢Puede un campo magnético B generar un campo eléctrico E ?

Después de muchisimas experiencias frustradas realizadas por muchos cientificos, en 1831 M. Faraday
descubrié que aparecian “efectos eléctricos” cuando “algo” estaba variando. Sus observaciones
llevaron a que eso podia ocurrir si la | del conductor (1) era dependiente del tiempo, i.e. si I=I(t) se
creaba o “inducia” una corriente 1" en el cable (2) . Pero eso ocurria también en otras circunstancias.
Tomemos un circuito de prueba que consta de una espira conductora y un amperimetro. Se observa
que:

« si se cierra 0 abre la llave L del circuito de la figura (bateria con resistencia) se genera una
corriente en la espira o circuito de prueba porque se mide una corriente en el amperimetro (se
llama corriente inducida).

» sicon la llave L cerrada del circuito, el circuito de prueba se traslada (se acerca o aleja), se
mide una corriente (inducida) en el amperimetro.

« Siuniman se traslada se detecta en el amperimetro el paso de una corriente inducida.

V
— c,
Circuits | Ii Circuito
o de prueba de prueba
Circuito

de prueba

Observemos que usamos un circuito de prueba, es decir, un conductor por lo que podemos medir una

corriente bajo ciertas condiciones.
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Unos afios después de las experiencias de Faraday, James Clerk Maxwell generalizo la observacion de

Faraday, lo que dio lugar a la ley de Faraday-Maxwell, que es una de las cuatro ecuaciones
fundamentales del Electromagnetismo. Pero antes de formalizar esta ley, estudiaremos algunas
situaciones que nos ayudardn a entender, no solamente su formulacidn, sino también algunos

fendmenos experimentales que la describen directa o indirectamente.

9.2. Ley de Faraday-Lenz: Regla del flujo

Vamos a interpretar los resultados de las experiencias que hemos presentado. En todas ellas algo
cambia, algo varia. Analicemos cada una de ellas:

1) En el caso del conductor donde I=I(t) , va variando en el tiempo el campo magnético generado
por ella (Ley de Ampere)

2) Cuando se cierra o abre la llave del circuito pila-resistencia comienza a circular o deja de
circular corriente por él. En consecuencia, cambia el campo magnético en el tiempo.

3) Cuando se aleja o acerca el circuito pila-resistencia (con | constante), el campo magnético que
él genera es constante pero el campo magnético en el lugar del circuito de prueba va
cambiando a medida que el circuito pila-resistencia se traslada.

4) Cuando el iman se traslada, el efecto es analogo al de la situacion presentada en 3).

En todas estas circunstancias, por un motivo o por otro, varia el campo magnético “en el circuito de
prueba”.
Otras variaciones de estas experiencias son:

a) Cambiar la forma del circuito de prueba y realizar las mismas experiencias.

b) Cambiar la orientacidn del circuito de prueba y realizar las mismas experiencias.

c) Dejar al iméan o al circuito pila-resistencia inmoviles (con la llave cerrada), y girar la espira sin
cambiar su forma.

d) Varias mas......

Faraday resume estos comportamientos proponiendo: “En el circuito de prueba aparece una
corriente transitoria porque se produce en él una fuerza electromotriz inducida (fem)”. Y esta
fem es proporcional a la variacion del flujo de B que concatena el circuito de prueba. Es decir,
(0]
fem =k oty (9.1)
dt

Donde el flujo se define (como ya lo hicimos en Electrostatica) como ® = ” BLdS . Pero, jcuidado!

En Electrostatica usamos el flujo del campo eléctrico o del vector desplazamiento a través de una

superficie cerrada. En Magnetostatica (y Magnetismo en general) no podemos usar una superficie
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cerrada porque siempre daria cerol. Aqui la superficie debe ser abierta (pero, por supuesto, se necesita

una curva cerrada para tener una superficie!)
Esta regla (porque explicaba todas las situaciones experimentales que Faraday habia provocado) se
llama Regla del Flujo y k es una constante a determinar. Y esta variacion se puede producir por
varios motivos
1. Varia el campo magnético
2. Varia la superficie en el tiempo.
3. Variael angulo entre el campo y la superficie
4. De alguna manera varian los limites de integracion (ya veremos como)
Podemos encontrar situaciones muy complicadas dificiles de analizar cuantitativamente. Hay otras
situaciones donde la regla del flujo no es valida'. Pero para comenzar, a comprender esta Regla es
suficiente?. En las experiencias realizadas se observo que el sentido de circulacion de la corriente
dependia del crecimiento o decrecimiento del flujo. Es decir, si el flujo aumentaba a cierto ritmo
se inducia una cierta corriente con un cierto sentido. Si, en cambio, el flujo disminuia al mismo
ritmo, se inducia una corriente con el mismo valor pero de sentido contrario. H Lenz resumio lo
observado alrededor de 1833: La corriente inducida produce campos magnéticos que tienden
a oponerse al cambio del flujo magnético que produce tales corrientes inducidas. Es decir, la
Ley de Lenz manifiesta que si el flujo del campo est4d aumentando (por algin motivo), el campo
magnético inducido (producido por la corriente inducida) sera tal que tienda a disminuir el flujo
resultante.

Para redondear veamos un ejemplo donde solo varia en el tiempo

wn,

el campo magnético. Supongamos que tenemos una espira A

conductora circular indeformable de radio R como la de la
figura. Hemos definido el diferencial de curva di acorde al

sentido arbitrario con que hemos definido la superficie S . Esta

espira esta inmersa en una zona donde existe un campo

magnético que puede variar en el tiempo pero no varia con la A

posicion. La fem inducida, segun la Ley de Faraday, en estas a
circunstancias, estara dada por

fem = k—_k—” BrdS = k” —EdS 9.2)

S(C) S(C)

1 Recordar que nunca se encontraron monopolos magnéticos, por lo que [ﬂ. BLdS =0 es una ley experimental
S
2 Después veremos una generalizacion de la Regla del Flujo que llamaremos Ley de Faraday-Maxwell.
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Supongamos que el campo externo B= I§(t) forma un Z

B

angulo # con la superficie (como se indica en la figura). Sin

pérdida de generalidad, podemos escribir @zdSéZ y

B(t)=B, ()€, + B, (t)e, por lo que

dB(t) dB,(t) N dB, (t) _
dt  dt dt  ° X di

9B 9B: (1) g[S = 9. (1) o5 y

dt dt dt

dB_ = dB, (t) dB, (t) _,
fem=k [[ =S =k [[ —2dS =k—-2zR (9.3)
L dt
8, 1)

¢Cuénto vale k? ¢(Es una constante positiva o0 negativa? ¢Depende de como sea

B, 1)
dt

corriente inducida debe ser tal que el campo por ella generado se oponga al cambio. ¢Cual seria su

Supongamos que el campo crezca con el tiempo, i.e. > 0. Volvamos a la Ley de Lenz: la

sentido en este caso? Como la componente del campo aumenta, el campo generado por la corriente

debe intentar que no lo haga (que no aumente el flujo, que en este caso corresponde a que no aumente
el campo). (Cémo? Creando un campo de sentido contrario, o sea, en el sentido —€,. Para ello, la

corriente inducida deberia circular en el sentido contrario a di . Es decir, en sentido contrario al que
consideramos “positivo” al elegir el dS. Es por este motivo que debe ser k < 0. Como todas las
constantes de la Electricidad y Magnetismo, su valor depende del sistema de unidades elegido. Por
suerte, en el SI, es muy sencillo: su valor es unitario y resulta k = —1.

Podemos escribir, entonces, la Ley de Faraday-Lenz

do d = o
fem:——t:—— J‘J' BdS (9.4)

Nosotros vamos a comenzar con la Ley de Faraday-Lenz® y postular que la fem es independiente
del sistema inercial de referencia elegido y que la expresion (9.4) es valida en todos los sistemas
inerciales de referencia.

Podriamos representar el problema planteado con las siguientes figuras: se induce una corriente del

sentido indicado y es como si hubiera una pila ubicada como se indica en la figura a la derecha:

3 Decidimos partir de esta ley experimental porque asi fue enunciada por Faraday. En algunos libros se parte de
esta expresion y en otros el tema se desarrolla de otra manera. Por ahora no decimos cuél es esa otra manera.
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inducida

8, (1)
dt

inducida seréa tal que el campo magnético inducido

< 07 La corriente

1) ¢Qué hubiera ocurrido si

“trate” de que el flujo no disminuya. (Como?

Creando una corriente inducida que produzca un
campo en el sentido de +€, .

2) Como el sentido del dS es arbitrario, podriamos
haberlo elegido “hacia abajo”. La situacion fisica es
idéntica a la 1) por lo que la corriente inducida debe

tener el mismo sentido que en 1). Hagamos la

cuenta:

B(1)_dB,(1) dB.(1),

dt d Y dt

3 - dB B

98 s - 9B ()5 g g ) - Bell)gs

dt dt dt
d ¢f 5. 9B (1) _,

fem=—-— S=+——"%7R" <0 porque
all i

ds, (t)

< 0. Que el resultado sea negativo significa que la

corriente inducida tendra sentido contrario al del di. Nos
fijamos en el dibujo: esa corriente inducida creara un campo
dentro de la espira “hacia arriba” que ayudara a que el flujo

no disminuya tanto.

FISICA 11 (2015)
Electricidad y Magnetismo

a, >0

inducida

<0

inducida

A

\ Z

inducida

\ Z

§ Iinducida =777
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3) Nos quedaria esta situacion que deben resolver ustedes con detalle.*

En lugar de dibujar un campo magnético, vamos a aplicar lo que vimos a una disposicion experimental
gue podemos hacer en el Laboratorio (0 en el aula). Vamos a ver qué ocurre cuando un iman

rectangular se acerca y luego se aleja de una espira circular conductora. Supongamos que el iman cae

a una velocidad \70 (que no varia en el tiempo) pasando por el

centro de la espira circular. Podemos distinguir tres instantes

caracteristicos.

- N
1. Como vemos en la figura el campo magnético comienza “~ -
a aumentar sobre la superficie determinada por la espira A
(aunque solo importa que aumente la componente
perpendicular a la superficie de la espira). Por la Ley de ) X \4
Faraday-Lenz, se va a inducir una corriente que trata de 2
o *

que el flujo no aumente. Es decir, la corriente inducida PETTINN 1
= =

. . . > i
tendra sentido horario y nos acercamos a la situacion 2. ( \)

- -

~[TN - 2. Una vez que el iman esta dentro de la espira, el flujo va

7, cambiando a una menor “velocidad” porque el campo

magnético ya no varia tanto sobre la superficie de la espira. La

N/ corriente inducida con sentido horario va disminuyendo hasta

1s que el flujo llega a un méximo (Ilamamos t=0 cuando el centro

y . del iman esta justo en la superficie de la espira). Luego el flujo
dAddabny 2

comienza a disminuir por lo que la corriente inducida intentard

gue no disminuya. ;Como? Circulando en sentido antihorario y
acercandonos a la situacion 3

3. Cuando el imdn va saliendo de la superficie de la
espira, el flujo va disminuyendo por lo que la corriente

inducida  tendra  sentido  antihorario  (como

adelantamos). Cuando el iman esta muy alejado de la

4 Para estos casos tan sencillos seguramente que es innecesario hacer tantas cuentas. | fs adelante no
encontraremos con situaciones que son mas complicadas y no habra otra posihilidasd quej bien la cuenta |
tener un poder de abstraccion mas que importante. 15 p \4

‘ v 9-7
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espira, ya no sentird su efecto, i.e. no cambiard el flujo por lo que la corriente ira

disminuyendo hasta anularse.

Podriamos hacer un gréafico cualitativo de esta experiencia donde graficamos el flujo, la fem y la
corriente inducidas en funcion del tiempo. Este dispositivo es un generador de corriente eléctrica. Y
como esta corriente cambia de signo a través del tiempo (i.e. los portadores de carga tienen una
velocidad media que va cambiando de sentido en el tiempo) se llama Generador de Corriente
Alterna o simplemente Generador de Alterna.

Algunas observaciones:

1)En este generador por Induccion, el
flujo varia en el tiempo porque el campo
O - magnético lo hace.
I 2)Hemos tomado como positivo el

t sentido de circulacion antihorario para todas
las situaciones de este dispositivo.
3)Si estuviéramos en un sistema de

coordenadas solidario al iman y con la espira

moviéndose, la situacion fisica seria la misma

y el resultado seria el mismo. Asi debe ser porque ambos son sistemas de referencia inerciales.

4) Podemos asociar a la espira con corriente inducida a un momento magnético inducido M

(Ver Capitulo 6) perpendicular a la espira y cuyo valor es|q|=l;,q 7R?. Su sentido
cambiaen t =0.
9.3. Un generador primitivo de corriente alterna

Veamos un tipo muy elemental de generador que proviene o™ % s & o &

del movimiento de una espira conductora en un campo

1

! 1

! 1

: 1

magnético constante y uniforme. La espira rectangular de V'e o e o o o :

- - ﬁ I

lados a'y b entra a una zona de campo magnético uniforme e @ © © © ® !

~ ! 1

B, (perpendicular a la superficie de la espira) y se mueve : ° ° ® % %

|

. le © © © © o]

con velocidad constante paralela al x g - —————-
plano de la espira como se indica en la e ©® ©® © @ ol
- - Ve o I
figura. Para poder determinar como es la Bﬂ I
a ® ® ® ® © ®©,
fem inducida & vamos a establecer un A [
. / v ® I
sistema de coordenadas (que nos ' "
3 @& — :
| E @ @ @ @ @ @ :

® @ © ® ® ®© 98
I

@ 4

g
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permitird hacer las “cuentas” correctamente) y comprobaremos que los resultados son
cualitativamente compatibles con la Ley de Faraday-Lenz.

Tenemos, entonces,

—_—

B=B,¢,; dS=dS¢,; V=V, €.

Supongamos que en t=0 la espira esta ubicada entre Y, (menor que cero)y Yo —a;yentre X5 y

X, +D.
h X
. — — — — — —
Mientras se mueva fuera de la zona donde @ e e e @ 9:
B
. o . . . — [
existe el B, el flujo no cambia (es nulo) por lo a @ @ I
. [
que no hay fem. [ & y© © ® ©® ®)
b '
, ® ] ® ] ® |
g . [
Supongamos que la espira comienza a entrar en I
_ _ ® ® !
la zona de campo magnético en el instante |
2 2 ®; ¥
. . £
t —_ Y. En un instante t, la superficie b 7
v

“dentro” de la zona de campo corresponde a X Vj (t —tl) . Calculemos la fem

Xorb  v(tt)

fementrar:_dd_(il:)z_% J‘J. é'd_gz_% _U Boéz'dx dyézz_BO% I dx J- dy:
Xo 0

espira espira donde
es B#0

=—B()%[bv(t—tl)]=—80 bv<0

Que resulte negativa significa que la corriente circulara en el sentido contrario al elegido como

positivo. Observemos que el flujo va aumentando a medida que la espira entra en la zona de

—

campo y la corriente inducida es tal que crea un campo en sentido contrario a By, i.e. la corriente

tendré sentido antihorario. También es de notar que

esta fem no varia en el tiempo mientras que la
espira entra en la zona ya que @ = "'Bo ab.

Durante el tiempo que la espira estd inmersa
totalmente en el campo, el flujo no cambia. En
consecuencia, durante ese intervalo de tiempo no
hay fem inducida.

Cuando la espira comienza a salir de la zona (en el

instante T, =t +VL), el flujo comienza a

disminuir. Calcularemos la fem pero antes
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pensemos en qué sentido circulara la corriente inducida en este caso. Como el flujo comienza a

disminuir, la corriente inducida “tratard” de crear un campo del mismo sentido de B, para

compensar la disminucion del area con un aumento del campo magnético total (original méas
inducido). Esto solo es posible si la corriente circulara en sentido horario por lo que la fem debe

resultar positiva. En efecto,

femg,, = il ” H B,€, -dxdy €, =—B —Xdex T dy =
esplra espira donde a-v(t-t,)

es B#0

:—Bc,%[b(L—a+v(t—t1))]:+B0 bv>0

Una vez que la espira sale totalmente de la zona, el flujo no varia y la fem inducida resulta nula.

Grafiquemos el flujo del campo magnético y la fem inducida en funcién del tiempo.

Bpab| - ___
| : : |
ty t, t
&
+BOVb ———————————————————————————————— T
l el
b 1 |
t, : t t
“Byvb |t 2

Una vez determinada la fem, podemos calcular la corriente que circularia por una espira rectangular
en el caso en que fuera conductora y que su resistencia fuera R. La corriente resulta constante (de

distinto signo) mientras la espira entra o sale de la zona de campo magnético (cambiando el sentido de

circulacion), siendo su valor | = Bo"% y la potencia entregada en forma de calor estd dada por

B vb
P= durante cada intervalo donde la corriente no es nula. La corriente inducida sera nula

9-10
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cuando la espira esta totalmente “sumergida” en la zona de campo magnético o totalmente fuera de

ella®.

9.4. Generadores de corriente alterna sinusoidal

Vamos a ver un tipo muy especial de generador porque es el de mayor importancia para nuestra vida
cotidiana. Si bien la tecnologia es el producto del
trabajo de muchos ingenieros y fisicos, no podemos
dejar de destacar el papel que tuvo Nicolas Tesla en la
implementacion de generadores de CA a gran escala.
Es realmente muy interesante conocer la historia de
este genio mas que excéntrico™ - Vv,

Habiamos visto en el Capitulo 6 que si aplicdbamos

una corriente a una espira inmersa en un campo

magnético B, ésta experimentaba un torque gue Generadores de CA de Tesla

hacia que su momento magnético m se alineara con el

campo externo. Este es el principio de funcionamiento de un motor: la corriente eléctrica se

transforma en mecanica. El torque 7~ =mx Bext resultaba proporcional a la corriente. Ademas,

m aumentando el nimero de espiras,
ext aumentaba  ‘linealmente” el
torque, i.e. el trabajo mecénico
podia incrementarse sin aumentar

la corriente.

Ante

Veremos ahora que podremos hacer el camino inverso, es
decir, convertir energia mecanica en energia eléctrica: obtener

una corriente moviendo una espira 0 conjunto de espiras

conductoras inmersas en un campo magnético B, . Como

campo magnético externo puede usarse el generado por un

iman permanente.

® VVamos a volver sobre este dispositivo porque nos permitira explicar el funcionamiento de los frenos

magnéticos.

® Podriamos hacerla girar gracias al agua que cae con fuerza en un embalse, por ejemplo.
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Vamos a analizar paso por paso como es la fem inducida (o la corriente inducida) en funcién del

tiempo cuando la o las espiras se rotan alrededor de un eje de simetria de la espira con velocidad
angular constante. Como vemos en la figura, al ir rotando la espira, variard el flujo del campo
magnético y se generara una fem. Esa fem provocara la aparicion de una corriente que generara un
campo magnético inducido (que se opondra al cambio de flujo sufrido por la espira). Construiremos
asi un generador mucho menos primitivo que el anterior.

Vamos a elegir una sola espira conductora rectangular de lados a y b como la de la figura’.
Establecemos arbitrariamente un sentido de circulacion positivo, el que establece univocamente cuél el
sentido positivo de la normal a la superficie. Podemos también hacer una vista lateral del generador
para visualizar mejor la geometria. En la posicion 1 el campo magnético es perpendicular al area

determinada por la espira y su sentido coincide con el de la normal a la superficie por cdmo se definid

la misma.
a —

i B

4> ai / } o
B,® / |/ >

® ® i ‘- e

b T -2 >

® ® ‘." K45 /I ’

® ® - 7 I S >
S L |

r ] >

Posicion 1 Vista lateral

Analicemos ahora paso a paso. Tengamos en cuenta que al rotar la espira alrededor del eje x la normal

a la superficie siempre estara contenida en el plano yz e ira girando alrededor del eje x .

A

z En esta posicion @ =+B,ab

Cuando comienza a girar, el flujo de B (positivo)

D= ” BdS = J'J' B &, dS comienza a

espira espira

A\

> Y disminuir. Mientras tanto se creara una fem tal

que trate de aumentar el flujo para que no

disminuya como calcularemos en 2

7 Fuera de la espira rectangular, el campo magnético puede ser nulo. Los cables paralelos marcados con dos
puntos (rojo y celeste) estdn muy préximos y el area que determinan es despreciable. El circuito se cierra con,
por ejemplo, un amperimetro.
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Como la superficie efectiva (su proyeccién sobre
la direccion del campo) disminuye, debe aumentar
el campo para tratar de que el flujo no disminuya.
Entonces se “crea” una corriente en el sentido
positivo de circulacion.

®=B[S ii=Babcosat

d—(D =-wBabsen wt

fem = +wB absen wt

En esta posicidn el flujo es nulo.

El flujo comienza a aumentar pero con signo
negativo, es decir que, en realidad esta
disminuyendo. Se inducira una | tal que trata de
que el flujo siga siendo nulo, es decir se creara un
campo con flujo positivo. Esto corresponde a que
el campo sea de sentido contrario al original. Se
logra con una corriente en el sentido que habia

sido definido positivo para la circulacién

Llegamos a la posicion en que dS tiene sentido
—éy .El flujo ®=-B, ab, es decir, tiene un

minimo.
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4+, El flujo comienza a disminuir en modulo. El

campo debe aumentar para que no deje de ser un

> campo original. Asi, la corriente debe ser como en

/7 minimo. l.e. debe ser del mismo sentido que el
7 - a

7/

/

la figura (sentido negativo de circulacién)

6

7,8y 9 guedan como |ejercicio

Es muy facil de comprobar que las expresiones
® =BS5S n=Babcosat

do
dt

fem = +wB absen wt

=-wBabsen wt

reflejan cada uno de los pasos. Si en lugar de una espira, fueran N espiras idénticas, el flujo total sera
N, espira (POT €l principio de superposicion). Si, ademas, el flujo no es maximo en el instante inicial,

las expresiones del flujo y de la fem corresponden a

® = NBabcos(at +g¢,)
fem =+NwBabsen (ot +¢,)

Observar que ambas cantidades estan desfasadas en % :

o €

NBab | — NBabg

/2 3n/2 2¢m

=T
S

ot ot

12 3456 12 3456
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9.5. Intentando explicar microscopicamente la generacién de las corrientes
inducidas

Vimos en el Capitulo 5 que las corrientes
constantes se producian por accién de un
campo eléctrico sobre los portadores de
carga. Y el campo eléctrico era provisto por
las baterias o pilas. ;Como podemos explicar

la aparicion de las corrientes inducidas?

Vamos a intentar explicarlo a partir del
generador primitivo que estudiamos en 9.4.

Al entrar en el campo magnético, los {

portadores de carga libres g (consideremos

que son las cargas positivas) que estén bajo la influencia de B, sentiran una fuerza dada por

F.=qVxB,=q Ve, x By €, =quB, € por lo que los portadores positivos iran de P hacia Q en el

tramo PQ. (En el tramo SR no hay fuerza y en los tramos SP y RQ (dentro de la zona de campo) podra
haber una migracion de cargas positivas hacia arriba). El déficit de cargas negativas en Q atrae
portadores libres de RQ y asi circulard una corriente en sentido antihorario (como habiamos obtenido a
través de la Regla del Flujo). Cuando la espira esta totalmente sumergida en la zona de campo
magnético, también en el tramo SR habra una migracion de portadores positivos hacia R. Esto hara
que cese la migracién de portadores positivos de P a S y deja de circular corriente. Cuando la espira
comienza a salir de la zona de campo, no habra fuerza sobre los portadores del tramo PQ); solamente
sobre los del tramo RS por lo que comenzara a circular una corriente en sentido horario.

Si bien este modelo es muy crudo, nos ayudara a entender la produccion de corrientes parésitas, la
generacion de fems en dispositivos donde aparentemente no hay variacion de flujo magnético a través

de la superficie de la espira conductora y también el principio del freno magnético.

9.6. Principio de funcionamiento de los frenos magnéticos

En los dos generadores de corriente que estudiamos con cierto detalle, la velocidad lineal y la
velocidad angular se consideraban constantes.

En el generador primitivo suponiamos que la espira se movia a través del campo con velocidad
constante. ¢Es posible que lo haga en todo el trayecto? Hay varias maneras de atacar el problema. Por
un lado hemos visto que al entrar en la zona de campo magnético (con cierta energia cinética) aparece
una fem y, por lo tanto, si la espira es conductora comenzara a circular una corriente determinada por
los valores de la fem y de la resistencia de la espira R. Por lo tanto habra energia disipada en la

resistencia. Esta energia en forma de calor, ¢de donde proviene? De provenir de la energia cinética
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original de la espira, ésta debera disminuir

su energia cinética... Es decir, se deberia
frenar. Veamos que es asi.

Estudiemos la fuerza sobre la espira cuando
comienza a circular corriente inducida. La S
fuerza sobre la espira aparece solamente en
el tramo PQ ya que no existe campo en el
tramo fuera de la regién de campo, y en los
lados paralelos al eje y se compensan las

fuerzas.

Asi

z

Xg+b Xg+b

= - = B,vb

F= [ 1dlxB, = [ —dxe xB,¢ =
Xo X0 R

Vemos que tiene sentido contrario a la velocidad por lo que esta fuerza es de frenado. Por lo tanto,

para mantener constante a la velocidad debera aplicarse una fuerza

- Bivb? _
aplicada i R ey
La potencia (trabajo realizado/unidad de tiempo) necesaria para mantener esta velocidad sera
N B2v2b?
P = I:aplicalda[v T R .

Como puede verse, la potencia disipada en la resistencia
BV BV
R® R

es igual a la potencia aplicada para mantener el movimiento con velocidad constante.

P = I°R

disipada
enR

Podemos calcular como variaria la velocidad si no se aplicara esa fuerza a partir de la Ley de Newton

- ~ dv ijbz ks A
F=ma=m—=- € Vv
dt R
rdv LB v BZb’
—=—[2—dt SIh—=-———t
vo V o MR Vo mR
L v
v=ve ™ =vye " T= donde zes el tiempo caracteristico de frenado.

2182
B,b
Como vemos, cuanto mayor es la resistencia al paso de corriente, mayor es 7y mayor el tiempo de

frenado, tarda més en disminuir la velocidad. Podemos calcular qué distancia puede recorrer en el

tiempo t:
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y t
jdy = J‘voef%dt = vor(l—e% ) =V, mR (1—e%)
0 0 Bozb2

Nota: observar que si hubiéramos igualado la potencia disipada en la resistencia a la variacion de
energia cinética (con signo menos), también hubiéramos determinado la velocidad en funcion del
tiempo.

En conclusion: este dispositivo (circuito mévil en campo magnético estatico) sirve como fuente de fem
si se mantiene la velocidad constante o como freno (usualmente el circuito es estatico y el campo
magnético, o lo que lo produce, se mueve). Hay una gran cantidad de dispositivos que usan frenos

magnéticos: balanzas (;donde estan?), reeles (esto es para pescadores), “montafias rusas”, trenes, etc.

9.7. La fuerza electromotriz®

Si pensamos en un circuito eléctrico tipico (una pila con una lamparita) aparece una pregunta que nos
puede dejar perplejos. La corriente es la misma a lo largo de todo el circuito en todo momento aunque
la inica “fuerza de empuje” esta en la pila. ;No seria esperable tener una corriente maxima en la pila 'y

nada en la lampartita? ;Quién empuja a los portadores de carga en el circuito? ;Como es este empuje

8 Esto esta basado en el tratamiento dado en Introduction to Electrodynamics de Griffiths
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gue hace que la corriente sea la misma siempre en todos los puntos del circuito? Es mas: como vimos

en el Capitulo 5, los portadores de carga se mueven a paso de caracol. ¢Por qué no lleva media hora a
que las noticias alcancen la lamparita? ;Cémo saben los portadores que deben comenzar a moverse en
el mismo instante?

Respuesta: Si la corriente no fuera la misma en todo el circuito, la carga se apilaria en algun lugar, y

(acé esta el punto crucial) el campo eléctrico que produciria esta carga acumulada trataria de nivelar el

flujo de cargas. Supongamos (ver figura) que en la curva la corriente entrante es mayor que la

N\

Figure 7.7 Figure 7.8

saliente. De ser asi, se acumularia carga positiva y crearia un campo eléctrico saliente (de la curva).
Este campo se opone al flujo de corriente entrante (y va a disminuir la corriente entrante) y va a
incentivar a la corriente saliente, lo que hara que disminuya la cantidad de cargas positivas acumuladas
en la curva. Cuando se acabe la acumulacion, las corrientes (entrante y saliente) seran iguales: se
llegara al equilibrio. Es un hermoso sistema que se autocorrige automaticamente para mantener la
corriente uniforme. Y en la practica lo hace tan rapido que podemos asumir que la corriente es la
misma en todo el circuito (aun en sistemas que oscilan a radiofrecuencias).

El resultado de todo esto es que existen en realidad dos fuerzas asociadas a la corriente circulante: la
fuente (en nuestro caso es la pila) y la fuerza electrostatica (que sirve para uniformizar el flujo de
portadores y comunica la influencia de la pila a lugares distantes de la pila en el circuito). Escribamos

la fuerza total por unidad de carga como

+E

— —

f=f»

fuente

Independientemente de cual sea el mecanismo por el cual la fuente produce esa fuerza, el efecto neto

serd
fem = Dj fodl = m( f.fuente + E)EH[ = Uj f’fuente[d_li

porgue la circulacién del campo electrostatico es nulo. Asi, la fem puede ser interpretada como el

trabajo realizado por unidad de carga por la fuente sobre el circuito. OJO!!! No es una fuerza...
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Apliquemos esto a nuestro generador primitivo de la Seccién 9.3. Como vimos, la fem producida al
entrar en la zona de campo magnético era

fe mentrar =

Y en la seccion 95 vimos que la fuerza sobre cada portador positivo es

=

=0 Vx I§0 =q ve, xBy€, =quB, €,. O sea, la fuerza por unidad de carga (la que produce que

—

los portadores se muevan) es f. =B, VE€ . Esta “fuerza” es ahora nuestra fuente. Probemos:

p
fem = [f] Fiene 0 = [f] B, v &[0T = [ B, v &l =—B, vb
Q

De todo el circuito rectangular, solo hay fuerza magnética en el segmento PQ por lo que la

circulacion es nula escepto en ese tramo. E integramos desde Q a P porque habiamos definido como
positivo el sentido de circulacion horario. Llegamos al mismo resultado que habiamos obtenido a
través de la Regla del Flujo. Si bien esto es tan solo un ejemplo, vamos a generalizar el resultado para

casos como el del circuito que se mueve en una zona de campo magnético gque no varia en el tiempo:

fem:[ﬁ(VXEO)Emz—% J.J. B,[dS :_dd_ctD
C

s(C)

9.8. Dispositivos generadores de fem donde no parece haber variacién del

flujo.

Comencemos por un tipo de generador que histéricamente
trajo muchos problemas en el siglo XIX porque no se podia
entender su funcionamiento: el disco de Faraday o de Arag6".

Esquematicamente podemos representarlo por un disco

metélico de radio a que rota a velocidad angular o alrededor

de un eje vertical en un campo magnético uniforme B
paralelo al eje de rotacion. Se hace un circuito
conectanto un terminal de una resistencia al eje y el
otro terminal al borde del disco (deslizante).

Calculemos la fem inducida a partir de:

fem:@(Vx éo) I

Esta integral se debe hacer pensado en los portadores

de carga que se mueven con una Velocidad V=wp€
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Vxéozwpé¢x80é2:wp80ép. Esto significa que los :
Bn & VB

portadores positivos se dirigirdn hacia al borde del disco (por eso el
sentido de la corriente es el indicado en la figura). La integral sera nula [

en todo punto fuera del disco®. En  consecuencia,

a 2
femzﬂja)pBoép[dl=J-a)pBOdp:a)BZOa y la corriente R ._JI
C 0

fem @Bja® - _ _ _ _
:T: R si suponemos que la resistencia del disco es despreciable. Si no, la corriente

también va a depender del material con el que esté hecho el disco.

¢En qué hubiera cambiado el calculo si en lugar de un disco hubiéramos colocado un trozo del mismo
(por ejemplo, uno en forma de sector circular) y el terminal hubiera estado adosado al borde exterior?
El célculo de la fem hubiera sido el mismo, el resultado de la fem hubiera sido el mismo... Lo
diferente hubiera sido la corriente si no pudiéramos despreciar la resistencia del sector circular. ;Sera
mayor o menor la corriente que en el caso de utilizar el disco completo? De lo que vimos el el
Capitulo 5, la resistencia a la corriente que presenta un conductor cilindrico es mayor cuanto menores
son las posibilidades que tienen los portadores positivos de moverse. Esta claro que las posibilidades
de moverse son mayores en el disco completo, por lo que su resistencia seria menor si pensamos en
este aspecto. En consecuencia, seria de esperar que la corriente fuera mayor cuando usemos el disco

completo.

9.9. Corrientes parasitas o corrientes de Foucalt o corrientes de torbellino o

“eddy currents”

El disco termina siendo como una pila sin pila (este es el primer generador “homopolar”). Fuera del
disco, claramente la corriente circula por el conductor del circuito. Pero en el disco la corriente se
desparrama por toda su superficie. Por eso se hace complejo pensar en la Regla del Flujo.,Como se
distribuye la corriente en el disco? Calcular esto es una de las
dificultades mas grandes que existen. Pero es relativamente facil
de verlo en forma cualitativa. A estas corrientes se las denomina
corrientes de Foucault o parasitas o de torbellino.

Ahondemos un poco mas en el ejemplo de la seccion anterior.
Supongamos que el campo magnético solo “ocupa” una porcion

de la superficie y la velocidad angular se mantiene constante. Los

° No importa como sea la forma del circuito, el tramo sobre el disco lleva a una integral igual a la integral sobre
un segmento de largo a
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portadores de carga que van a sufrir el efecto de la fuerza magnética serdn los que estén en esa

porcidn. Y, segin la disposicion del esquema los portadores positivos se dirigiran “hacia abajo”. Por
supuesto que los portadores positivos no siguen las direcciones indicadas con las flechas (piensen que
en cada instante cambia la direccion radial para cada portador positivo). Pero, en promedio, podemos
esquematizarlo como en la figura.
¢Qué ocurre si se gira el disco con la manija y luego se deja
evolucionar al sistema? Pensando en nuestro generador primitivo,
podemos determinar que se va a frenar. Es decir, también en este
caso aparece una fuerza de frenado (de sentido contrario al del
movimiento). Pero, en este caso, resulta imposible hacer el
calculo analitico.
mR
B2b?

Como vimos, el tiempo caracteristico de frenado es 7 =

para el generador primitivo. Para otros generadores mas complicados, no podremos determinar este
tiempo pero podemos pensar que serd proporcional a la resistencia. Cuanto menor sea la resistencia,
mayor serd la fuerza de frenado y menor el tiempo que tardara en frenarse. Aplicando este resultado al
disco de Foucault, llegariamos a la conclusion que si no mantenemos la velocidad angular constante,

el disco completo se frenaré antes que el sector circular.

9.10.¢Usamos Regla del Flujo o la “Fuerza Magnética” para determinar la

fem inducida?

Esta pregunta esconde en realidad a otra: ¢son lo mismo la Regla del flujo y el trabajo que realiza la
fuerza magnética sobre el circuito? En el ejemplo del generador primitivo, vimos que podriamos
calcularlo de las dos maneras. En el caso del disco de Foucault, pudimos entender cémo se induce la
fem a pesar de que no cambie el flujo (aunque sea asi aparentemente; si no serian contradictorias
ambas formas). Uno puede forzar a aplicar la Regla del Flujo (eso hacen la mayoria de los libros) al
disco de Foucault y a otros dispositivos inventando circuitos (curvas) y superficies ficticias (que a
algan cientifico se le ocurri6 usar y nosotros repetimos su metodologia). Sin embargo, aparte de estos
casos forzados, la Regla del Flujo no resulta siempre valida™.

En conclusion, nosotros utilizaremos la Regla del Flujo o el trabajo de la Fuerza Magnética sobre el
circuito para calcular la fem (segiin nos convenga mas). De todas maneras, con lo que vimos hasta
ahora podemos describir el funcionamiento de muchos dispositivos (como los generadores y los frenos
magnéticos) y explicar otros muy pintorescos (como el “tubo magico”, el anillo de Thompson y los

“péndulos magnéticos”).

10 Hay dos ejemplos en el libro de Feyman
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Podemos deducir tedéricamente que “las dos formas” de calcular la fem son solo eso: dos formas.

Veamos como se puede demostrar esa afirmacion. Cuando escribimos

dijimos en la Seccion 9.2 que el flujo podia cambiar por varios motivos:

1. Varia el campo magnético B : en el ejemplo de la espira circular de la Seccion 9.2

2. Varia la superficie en el tiempo S =S (t): podria ser una espira que se achica o agranda

3. Varia el angulo entre el campo y la superficie 6 = H(t) . es el caso del generador de alterna

4. De alguna manera varian los limites de integracién: es el caso de nuestro generador primitivo

(se mueve la espira con V)

¢ Como se relaciona esto con la fuerza magnética F, =qV xB?

Si el circuito C se mueve con velocidad V en cierta direccion sin deformarse, en la derivada total de la
expresion de la fem debemos tener en cuenta este movimiento'™. Asi podemos reducir las causas del
cambio del flujo a

1. El flujo en un punto cambia al transcurrir el tiempo

2. El circuito se traslada
En lo que sigue, solo nos limitaremos a hacer una esbozo de la demostracion matematica (Este paso
pueden pasarlo rapidamente, solo esta para justificar la expresion final). Después le daremos sentido

fisico. La derivada total y la derivada parcial de un vector respecto al tiempo de una funcién vectorial
G=G(r,t)=G(x,y,zt) donde las variables x, y, z son también funciones del tiempo, estan
ligadas por la expresién
G G ,_ .=
= -2 (VV)G
dt ot

donde llamamos V al vector velocidad que esta dado por v = (;_: kil

Esta ecuacion puede ser escrita de otra manera a partir de la identidad vectorial
Vx(GxV)=G(VV)-V(VIG)+(VIV)G—(GIV)v

El primer y cuarto término del segundo miembro son nulos porque consideramos que la velocidad es
uniforme (no varia ni punto a punto en el espacio ni varia en el tiempo). En consecuencia
Vx(GxV)=—V(VIG)+(VV)G

0

(VIV)G =V (VIG )+ V= (G xV)
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G o6 ,_ .~ oG _,_ - -
En consecuencia E=E+(V )G=E+V(V[G)+V><(G )
p lenoidal G =0 It aG aé+V><((§><\7)
ra cam n r —
ara campos solenoidales (Vv ), resulta —— o
fem———” B[dS——” [us ”VX(BXV)EUS

Aplicando el teorema de Stokes al segundo término del miembro derecho y considerando que la

superficie de integracion S delimitada por la curva C no varia en el tiempo, se obtiene

fem———”BEdS——_U Bys [[j( B)di

S(C) S(C)

Asi, esta ecuacion es valida para “circuitos” rigidos que se mueven a bajas velocidades respecto de la
velocidad de la luz de forma tal que las transformaciones de Galileo se puedan considerar validas. Se
interpreta, entonces, que el flujo magnético a través de un circuito C puede variar a causa de que el
campo cambie en un punto al transcurrir el tiempo o porque el circuito se traslada con velocidad
constante. Como puede verse, el segundo término del tercer miembro corresponde al trabajo de la
fuerza magnética sobre el circuito por unidad de carga.

Observacién: habiamos dicho en el Capitulo 6 que la fuerza magnética no realizaba trabajo. {No hay

contradiccion con lo que acabamos de decir sobre la fem inducida? La respuesta es NO. En el Capitulo

6, consideramos la fuerza magnética sobre una carga que tenia una velocidad inicial V inmersa en un

campo magnético externo By. Y calculamos el trabajo realizado por dicha fuerza sobre la carga:

B —
W = qj(v X |§O )[ﬁ donde estan relacionados V y dif por v = :I_: Por eso el trabajo realizado por la
A

fuerza magnética cuando la carga se traslada es nulo (tanto entre dos puntos como en un camino

cerrado). En cambio, al calcular la fem cuando el campo no varia en el tiempo, fem = Dj(v x E)Eﬁ,

V es la velocidad del circuito C y dI indica sus caracteristicas (su “forma”) y no esta relacionado
directamente con la velocidad.

. . d = =
Moraleja: No podemos adelantar de antemano si usar fem=—— J‘J‘ BdS o
S(C)

fem = — ” —[dS + [ﬂ( é)[m para calcular la fem. La primera es general y la segunda solamente
S(C)

es valida solo cuando el circuito C no se deforma. A veces, la primera parece presentar mas
dificultad.
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9.11. Una nueva visidon de la fem y una nueva interpretacion de la Ley de

Faraday-Lenz
¢Coémo podemos relacionar lo que vimos en la Seccién 9.7 con la fem inducida? Habiamos visto que

fem :Dj frdi = m< fronte + E)Em =Eﬁ fremeldl donde la circulacion del campo eléctrico era nula

por tratarse de un campo electrostatico. Asi la fem podia ser interpretada como el trabajo realizado por
unidad de carga por la fuente sobre el circuito. En los ejemplos que vimos hasta ahora, ;cuél era la

fuente? Vimos que era el flujo variable en el tiempo del campo magnético (por cualquiera de los

-

mecanismos posibles). Podemos asociar f a un campo eléctrico no conservativo. De esta manera,

fuente

la fem representaria el trabajo que realiza el campo eléctrico total (conservativo y no conservativo) en

un circuito completo por unidad de carga. Es decir,

fem =[] E,.dl' =[f)( E, +E)[d|—[ﬁ|5mI =
C C

C

Y solamente contribuye el campo eléctrico no conservativo. La fem proviene de campos eléctricos no
conservativos. Y si la fem es inducida, esa fem también debe provenir de un campo eléctrico no
conservativo. Fue J.C. Maxwell quien dio esta otra interpretacion a la Ley de Faraday-Lenz, haciendo
un razonamiento matematico sencillo y fisicamente sutil. Para Maxwell la Ley debia ser una propiedad
de los campos y que no tenia nada que ver con la presencia o ausencia del circuito por el que circula
la corriente. Es decir, Maxwell se liberd del circuito real. Maxwell postulé que la variacién del flujo de
B en alguna zona del espacio (limitada o no) produce en todo punto del espacio (exista o no circuito
de prueba) una campo eléctrico inducido por el cambio del flujo de B . A esta se llama Ley de
Faraday-Maxwell.

Y la fem . sobre un circuito C se define como la circulacion del campo eléctrico E~ a lo largo del
circuito, observado desde un sistema de referencia solidario al circuito. Es decir, en un sistema donde

vV = 0. En consecuencia,

g:ECf]E'[ul_—jj B s
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donde hemos primado los campos para dejar en claro que estan medidos desde un sistema inercial

solidario al circuito. De esta manera, usando el Teorema de Stokes llegamos a la ecuacion diferencial

ot
Pero como todos los observadores inerciales miden la misma fem (es un postulado) sobre un circuito,

la Ley de Faraday-Lenz se cumple para todos los sistemas inerciales. Entonces

o Desde un sistema en reposo respecto del circuito

e Desde un sistema de referencia desde el cual se ve al circuito moverse con velocidad V

jj B ys +[Jj(v>< B)di

S(C)
Nota: No nos cabe duda de que lo expuesto en esta seccion puede resultar algo oscuro. Nuestra
intencion es dar una vision superficial sobre la Ley de Faraday-Maxwell. Dejamos “oculta” la
relacion entre campos eléctricos y magnéticos vistos desde sistemas inerciales que se mueven a
velocidades donde se puedan despreciar los efectos relativistas (de Einstein). Este tema podran verlo
con detalle en la materia “Electromagnetismo”. Si quieren adelantarse, recomendamos leer el

Capitulo 8 de “Ingenieria Electromagnética” del Ing. Juan Carlos Ferndndez.

9.12.Un ejemplo: espira que se mueve en un campo magnético variable en el
tiempo y en el espacio

Calcular la fem inducida en un circuito conductor rectangular indeformable de lados ay b que se
aleja (a una velocidad v constante) de un cable muy largo por el que circula una corriente variable en
el tiempo I(t) fijada por una fuente externa . El cable y el circuito son coplanares. Discutir la

polaridad de la fem si se sabe que la corriente aumenta al transcurrir el tiempo.

I Como primer paso, recordamos la expresion del campo

z generado por un conductor rigido por el que circula una

corriente | a partir de la Ley de Ampere. El sistema de
coordenadas elegido corresponde al de la figura.
Expresado en componentes y coordenadas cilindricas

P,¢,Z , el campo generado por el cable en todo el

Y]
I(t) b —
X
>

espacio estd dado por
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= _H 1.
Blpgzt) =52 1(1) ¢,
Como el movimiento se produce en el plano xz, la coordenada p corresponderd a la coordenada x y la
coordenada ¢ a la coordenada cartesiana y. En consecuencia, en el plano xz el campo magnético esta
dado por

= 7 1_
B(x,t):ﬁl (t);ey

Vamos a resolver este problema desde dos sistemas de coordenadas. El sistema S solidario al cable

(sistema Cable o Laboratorio) y el sistema S’ (sistema Circuito) solidario al circuito (que se mueve con

velocidad V =Véx respecto al sistema S). Debido a la geometria del problema, la coordenada o esta

=

identificada con la coordenada x mientras que el versor é(p corresponde al versor cartesiano €, .

Vamos a partir de

d e = -
=—— ([ BrusS
“T J(l)
o=~ [] Beus + (v B)a
S(C) C

Podemos usar el tercer miembro la segunda ecuacién porque la espira no se deforma y se mueve a
velocidad constante. En el sistema de referencia Laboratorio se puede calcular la fem tanto a partir de
la primera como de la segunda ecuacion, mientras que desde S’ es mas sencillo calcularlo a partir de la

segunda ecuacién.

Sistema de referencia solidario al cable por el que circula corriente S
El célculo de la fem inducida desde este sistema de referencia tiene la dificultad de la determinacion de
los limites de integracion, y sobre todo poder distinguir las diferencias entre los limites a utilizar
cuando el calculo se hace a partir de a) la derivada total del flujo (primera ecuaciéon) 6 b) su

descomposicién en dos términos (segunda ecuacion)

a) Calculo a partir de la derivada total temporal del flujo concatenado

Para el calculo de la fem desde el sistema solidario al cable por el que circula una corriente I(t) se

plantea el flujo @ = J'J' BdS a través de una superficie delimitada por la espira, teniendo en cuenta

espira
la dependencia temporal del vector campo magnético tanto a través de la variacion de la corriente

como de la posicion de la espira.
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Al ser la velocidad de la espira constante, y suponiendo que en t=0 es x=Xo, la espira estara delimitada

. Xg + Vi 0
It t t)= t)=
al tiempo t por x(t) {x0+a+vt z(t) {b

Eligiendo como superficie al rectdngulo delimitado por la espira, la normal a la superficie en la

direccién éy , el flujo magnético resulta

b Xptatvt
o(t)=[dz | —ﬂol(t)ldeO'(t)bln(xﬁa“’tj
2r X 2r Xg +Vt

0 X+t

Derivando respecto del tiempo y multiplicando por (-1), la fuerza electromotriz inducida en la espira,

resulta
g(t):_yob[dl(t)ln[xo+a+vt}+I(t)v( My, 1 n
2z | dt Xy + Vi Xo+a+vt X +vt

b) Caélculo a partir de la derivada temporal parcial del flujo concatenado y del movimiento

de la espira

Cuando se calcula la fem a través de g=_”
S(C)

@EUST + [ﬁ(v x E?)Em . la fuerza electromotriz
8t ©

inducida puede pensarse como suma de dos fems: una debida a la variacion temporal del campo

magnético relacionada con un campo eléctrico inducido no conservativo a través de la Ley de

= oB
Faraday-Maxwell VxE = —E , 'y otra fem relacionada con el reacomodamiento de cargas en la

espira debido a las fuerzas (fuerza de Lorentz F = q( E +V x é)) que ellas sufren cuando la espira

cerrada esta en movimiento en un campo magnéetico no uniforme, es decir,
Bz £l v
5:—” —dS +[ﬁ(v>< B)Edl =& + &y
S(C) ot G
donde elegiremos como superficie de integracion el rectangulo delimitado por la espira. Como se

eligi6 como normal a la superficie de integracion la direccion éy , el diferencial de arco que le

corresponde tendré sentido horario, segun el esquema de la figura.

= b Xpt+at+vt
&g =~ .U a—BEU§=—IdZ ﬂ—al (t)ldx——'uOb d (t)ln[XOJraH/tj
0

o 27Ot X 2z dt Xo +Vt
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Para el calculo de &), la integral de linea se debe

I considerar como suma de 4 integrales, que corresponden
7 2 3 a cada lado de la espira. Como el campo magnético
generado por el hilo recto tiene sentido éy (si el sentido
dl de la corriente es el indicado en la figura), v x B tendra

1(©) b e _
sentido €,y el integrando sera positivo, negativo o nulo

> segun el segmento de la espira que se esté considerando:

1 a 4 de 1 a 2 serd positivo,de 2a3yde4alnulo,yde3a4

negativo. Sin embargo, si se circula la espira sera

di = dze, para los tramos paralelos al cable y
dl = dx €, para los tramos perpendiculares al mismo (los cuales no contribuyen a la integral de linea
pues vV x B no tiene componente en esa direccion). Consecuentemente, la fem inducida &), estara
dada por

_[ﬁ(vxs)[ul jvﬂ| )Xl—dz+jvﬂ°l )X—dz

El célculo de esta integral puede presentar dos dificultades: 1) considerar el signo de dos veces en el
tramo 3-4 (al hacer el producto escalar y al poner los limites de integracion), y 2) poner en cada tramo

el valor de x que corresponde al tramo. En el caso del tramo 1-2, el campo magnético debe ser

evaluado en X =X, +Vt  mientras que en el tramo 3-4 sera evaluado en X = X, +a+ VL. Entonces

b 0 0
v ()L dz 4 [vEer ()2 dz=v ot
M -([V27z ()X1—2 Z+-£V27r ()x“ Y () J.x +vt !: +a+vt

En consecuencia, la fem inducida “por movimiento” esta dada por

5M=vb§—;l(t)[ L. J

X, +Vt X, +a+vt

La fem total inducida asi obtenida, &g + &), coincide con la obtenida en a).

Sistema de referencia S” solidario a la espira
Como en el sistema solidario a la espira, las cargas contenidas en la misma estan en reposo con

respecto al sistema de referencia,

jj m5+gj(vXB)Ed|_gF+o_ jj B s

S(C) S(C)
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En este sistema (donde hemos considerado el origen de coordenadas en el vértice notado como “1” en

la figura) los limites de la espira estan dados para todo t por

cw-{s 0=,

La relacion entre las coordenadas (X, Y, Z) del sistema S y las del sistema de referencia inercial S’
(X', Y, ") que se mueve con velocidad V =V€,, est4 dada por

X=X+X+vt y=y =7
y el campo magnético en el sistema S” estara dado por*

1 -

=Y , ILlO
B(x,t)=—71(t)———
Ll ()x’+x0+vtey

27

En consecuencia

B s o0 1 ’
e=- [ Brus =—.([dx.(|;a(5—;l (t)m}jz=

espira

:_%de'jl{al ] gl v ]dz'

- - x 2
ol Ot X+X, +vt (X+%, +Vt)
Integrando respecto de las coordenadas se obtiene una expresion de la fem idéntica a la obtenida

anteriormente. Es decir,
di(t
g(t):—’uob ()In X, +a+vt St i 1
2z | dt X, + Vit Xg+a+vt X, +vt

Observaciones

La resolucion de este problema por distintos métodos presenta la ventaja de permitir hacer un analisis
de la validez de las distintas “formulas” que aparecen en algunos libros de texto. Ademas, la
expresion utilizada para la fem permite distinguir claramente los casos campo magnético variable en el
tiempo (debido a la corriente en el cable variable en el tiempo) y espira estatica, y el caso de campo no
dependiente del tiempo y espira cerrada mévil en un campo no-uniforme. Se puede hacer, de esta
manera, un analisis detallado de la polaridad de la fem dependiendo no sélo del sentido de la
corriente que circula por el cable infinito (es decir del sentido del campo magnético) sino también de
su variacion.

A partir de

11 Esto corresponde a que los campos magnéticos sean los mismos en los dos sistemas de coordenadas, lo que es
valido dentro de la consideracion v<<c,
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T —

27 dt Xo + Vt x0+a+vt_x0+vt

El primer término del segundo miembro de esta ecuacién muestra que cuando la espira permanece en
reposo, el signo de la fem estd dado por el crecimiento (o decrecimiento) de la corriente (0 sea del
campo magnético creado por el cable) pues el factor que contiene al logaritmo es siempre positivo. El
segundo término, en cambio, deja en claro que cuando la espira con corriente constante se aleja del
cable, el signo de la fem queda determinado por el sentido de la corriente. Por otra parte, es facil
extender este problema al caso en que la velocidad de la espira tenga una componente paralela al
cable.

Es conveniente en esta etapa hacer la consideracion de corriente constante y espira que se mueve
respecto al cable, donde el primer término del segundo miembro de la ecuacion es nulo. También se
puede considerar otro caso limite, es decir, espira en reposo y corriente que, por ejemplo, crece en el

tiempo, en cuyo caso la fem es negativa, lo que significa que si la espira fuera conductora, la corriente
inducida en la misma deberia crear un campo magnético en la direccion —éy . Asi la corriente

circularia en sentido antihorario. Entre estos dos casos, se pueden analizar distintas situaciones.

9.13.El campo eléctrico inducido (no conservativo)

Volvamos a la reintepretacion de la Ley de Faraday hecha por Maxwell. Maxwell asocié la fem
inducida a un campo eléctrico no conservativo (su circulacién corresponde a la fem). Asi, lo que
“impulsa” a los portadores libres de carga de un conductor cerrado a moverse es ese campo eléctrico
inducido. Y la existencia de este campo eléctrico es independiente de que exista 0 no el circuito

conductor. Si el circuito fuera dieléctrico, los dipolos se orientaran debido a ese campo eléctrico.

- oB _
Segun la Ley de Faraday-Maxwell en forma diferencial tendremos VxE=——=0y VIE =0.
ot

Recordando propiedades de las funciones vectoriales de Analisis 1, la solucion de estas ecuaciones

diferenciales lleva a un resultado no nulo para E . Es decir, existe un campo eléctrico (no
conservativo porque es rotacional'?) y solenoidal (divergencia nula) solo por la existencia de un campo
magnético dependiente del tiempo. Ese campo eléctrico inducido puede depender del tiempo (depende
de como sea la dependencia del campo magnético con el tiempo).

Lo mas notable es que si no existe ningan circuito, el campo existe igual. ;Con qué evidencia
experimental podemos afirmar esto? Comencemos que un experimento “pensado”. Pensemos un punto
del espacio (sin cargas ni corrientes) donde el campo magnético varie con el tiempo. Si colocamos una

carga de prueba inmovil en ese punto, ella sentira el efecto del campo eléctrico inducido. Y si, ademas,

12 Sj fuera irrotacional y solenoidal, la Gnica solucidn posible seria un campo eléctrico uniforme y constante.
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la carga de prueba se moviera, la fuerza total sobre ella estaria dada por la Fuerza de Lorentz
_ _ _ _ - oB
F ()= do (Einaucico (7) +V(F)x B(F, 1)) donde V x E;y = -

t

Vamos ahora a aplicar esta nueva concepcion de campo eléctrico a un ejemplo que, si bien parece
ideal, puede ser realizado en el Laboratorio.

Supongamos que en una zona del espacio sin cargas y en vacio (zona

cilindrica infinita) existe un campo magnético uniforme pero que

depende del tiempo. Segun la Ley de Faraday-Maxwell (en forma y

integral y en forma diferencial) >
- _il - - 0B

BjE[m:—iH BrdS VxE=-—

c dt sc) ot

donde, para generalizar, el campo eléctrico considerado es el total

(conservativo y no conservativo) aunque sabemos que el

conservativo no contribuye a ninguna de las ecuaciones porque es conservativo o irrotacional. Si el
campo magnético tiene direccion z, el campo eléctrico solamente puede tener componentes x e y (todo
deducido de la ecuacién diferencial). Como no hay cargas segin lo que postulamos, debe ser

VLE =0. Esto lleva a que las lineas de campo eléctrico deben ser cerradas. Y como las lineas son
cerradas el campo eléctrico solo puede tener solamente componente é¢ (si tuviera una componente

radial, la divergencia no seria nula). Por otra parte, por la simetria de la configuracion, el campo
eléctrico no puede depender en forma diferente de las coordenadas x e y; solamente puede depender de
p. Es decir las lineas de campo eléctrico inducido deben ser circunferencias.

Calculemos la fem inducida a partir de la Regla del Flujo. Pero... ;qué superficie y qué curva
elegimos? ;Va a depender la fem de la curva (que no es un circuito) y superficie elegidas?

Para eso vamos a considerar primero una curva en forma de circunferencia centrada (porque es muy
fécil calcularla). Como B=B(t)(-¢,) y dS=dS¢,, Ia

fem inducida vale:

q d d—Bﬂpz p<R
e=-= [[BuS=+= [[Bds={
dt s(C dt S(C) d_Bﬂ_RZ P >R
dt

Una vez determinado el sentido del diferencial de superficie,

el sentido del diferencial de longitud queda univocamente

determinado drzdléw. Definiendo EzE(p)éw, la X

circulacion del campo eléctrico inducido resulta
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Djﬁ[ﬂr =E(p)27p E, 4
c
En consecuencia,
B

Bre LR

E(N)=E(p)0,=1{ 4
4 dB R? _
— "¢ p>R
dt 2p

-V

El sentido del campo eléctrico depende de que el campo

magnético crezca o decrezca en el tiempo y tiene direccion tangencial (segin el sistema de
coordenadas elegido).

Si el campo magnético hubiera tenido el otro sentido, lo Gnico que hubiera cambiado es el producto

escalar entre el campo y la superficie (lo que es equivalente a considerar B(t)<0). Es decir,

hubiéramos obtenido que el campo eléctrico inducido tenia sentido —é(p si el campo magnético era

creciente. Resumiendo:

1) Si el campo magnético tiene sentido entrante y aumenta en el tiempo: E tiene sentido

antihorario.

2) Si el campo magnético tiene sentido entrante y disminuye en el tiempo: E tiene sentido

horario.
3) Si el campo magnético tiene sentido saliente y aumenta en el tiempo: E tiene sentido horario.

4) Si el campo magnético tiene sentido saliente y disminuye en el tiempo: E tiene sentido

antihorario.

Si hubiera colocaramos una carga en algun punto del espacio, ella se aceleraria. Si se colocara un hilo
conductor con la forma de la curva, apareceria una corriente (recordar del Capitulo 5 que el sentido de

la densidad de corriente coincide con la del campo eléctrico). ¢Es coherente esto con la Ley de
Faraday-Lenz? En el dibujo, si I§(t)aumenta con el tiempo, por la Ley de Lenz debe crearse un

campo magnético saliente para tratar de impedir que el flujo cambie, i.e. la corriente circularia en
sentido antihorario. Si el campo tuviera el otro sentido y disminuyera en el tiempo, por ejemplo,
deberia aparecer una | que aumentara el campo, i.e. que creara un campo magnético saliente. Asi
también seria en sentido antihorario. Asi se ‘piensa’ que ese campo eléctrico es el que hace que las
cargas circulen; es el responsable de la fem. Cuando en un circuito ponemos una pila, sabemos dénde
esta la responsable de que los portadores de carga circulen debido al campo eléctrico que ella genera.
Pero en este dispositivo, ¢donde esté la fem? La respuesta seria: en todos lados. Quizéa la pregunta sea

inadecuada ... Por eso Maxwell pensd solamente en campos eléctricos y magnéticos. Sin embargo,
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desde el punto de vista tecnoldgico, pensar en términos de fem es muy conveniente a bajas frecuencias

(que corresponde al dominio de los circuitos eléctricos).
Pero, de todas formas, el modelo de la fem inducida
acarrea varios problemas que a veces dificultan la
comprension de algunas situaciones experimentales
(iremos viendo varias de ellas de a poco). Comencemos
por una aparente paradoja: colocamos dos resistencias
R: y Rz en un circuito conductor (para la figura hemos

considerado que el campo magnético aumenta en el

tiempo). Es facil ver que | (Rl + Rz) # 0 a pesar de que

el circuito esté cerrado. ¢Es correcto? ¢Qué mediriamos con un voltimetro colocado sobre R; y sobre
R.? ¢Depende de como coloquemos el voltimetro? Es un problema bastante complejo (desde todo
punto de vista) pero ya fue resuelto experimental y tedricamente™.

Ahora supongamos que a una cierta distancia a del centro O, tenemos un hilo de forma circular de
largo L. Calculemos la circulacion del campo a lo largo del

triangulo circular OACO

pues el campo eléctrico inducido es acimutal. Si a>R, la fem

inducida resulta

2 2 2
fem =DjE[dT=d—BR—AC :d—BR_a¢:d_BR_¢

dt 2a dt 2a dt 2

Esta no es la Gnica forma de calcularla. Si aplicamos la Regla del Flujo, obtenemos

2
_d I 5as -+ Boac - dBRY
dt S(C) dt dt 2

ya que el area donde el campo magnético no es nulo corresponde a la del triangulo circular OA'C” .
Es decir, obtuvimos lo mismo. Observar que la fem es, en este caso, independiente de el radio a del
arco.
Si, en cambio, consideramos que a<R
E[dT+TE[dT+/fE[dT:TE[dT:d—BEAC _9B 2

c ) A dt 2 dt

Idéntico resultado se obtendria a partir de la Regla del Flujo. Hay que observar que, en este caso, la

fem :mE[dr =

> —y O

fem inducida depende de a.
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Podemaos explicar, ahora qué ocurre cuando se tiene una
espira conductora cerrada fuera de la zona de campo.

Por un lado, esta claro que ”’ BdS = opor lo que,

s(C)
desde el punto de vista de la Regla del Flujo, la fem
inducida es nula. Desde el punto de vista de la

circulacion del campo eléctrico, las contribuciones en

los tramos AC y PQ se compensan debido a que el

largo del arco es directamente proporcional a la
distancia al centro y el campo eléctrico es inversamente proporcional a ella. Entonces la fem inducida

es nula y no circulard corriente aunque el circuito sea conductor.
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Segunda Parte: Ley de Faraday-Maxwell aplicada a
los circuitos con corrientes dependientes del tiempo

9.14. Autoinductancia y fem inducida

Vamos a aplicar la Ley de Faraday-Lenz a una aplicacion tecnol6gica de muchisima importancia.
Consideraremos “circuitos eléctricos” alimentados con fuentes o fems dependientes del tiempo y con
elementos que generan campos magnéticos por el paso de la corriente como el de la figura. El o los
campos magnéticos generados dependeran del tiempo y, consecuentemente, el flujo del campo
magnético variard porque varia la corriente. Puede ser una corriente alterna (el vector densidad de
corriente J varia su sentido en el tiempo) o una corriente continua variable en el tiempo (el vector
densidad de corriente J no varia su sentido en el tiempo).

Supongamos que tenemos un generador Ve que genera una corriente alterna conectado a un solenoide
(de seccién A y largo ¢) con N vueltas de

alambre muy  densamente  arrolladas.

Supondremos gue el nucleo es de aire o de otro A + D

material lineal. La resistencia R tiene en cuenta
la resistencia de todo el circuito. Para
simplificar el modelo, vamos a considerar que I
podemos despreciar los efectos de borde y G L f

considerar que el campo magnético generado

por el solenoide se puede aproximar al que r

genera un solenoide ideal y de largo infinito: E

paralelo al eje del solenoide y de valor
K NI
B=H2 0 K =y = uiml
2 l

donde K representa la densidad superficial de corriente y n la densidad de espiras. Como el flujo

concatenado por cada una de sus espiras es (Dl =,Lln|A, el concatenado por las N espiras serd

(Dl: N,UnlA. En consecuencia, la fem inducida “en y por la bobina” (la llamaremos “fem

autoinducida”) sera

) | |
_d_:_ﬂnNAd—:—ynzz Ad—

dt dt dt

Recordemos lo realizado en el Capitulo 5 para definir la resistencia eléctrica de un material de forma

8autoinducida =

cilindrica de seccion Ay largo ¢&: vimos que la relacion entre diferencia de potencial y corriente era una

cantidad que dependia de las caracteristicas del material, de su largo y de su seccién. Y asi definimos
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resistencia. Aca tenemos algo parecido, excepto que en lugar de diferencia de potencial tenemos una

Eatoinduicica Y €N lugar de corriente | tenemos a Aprovechando esta semejanza, definimos

autoinductancia L del solenoide como
2 2 A
L=unNA=un¢ A=uN*"—
l
Para el solenoide con nucleo lineal la autoinductancia es directamente proporcional a su seccion e
inversamente proporcional a su largo y depende de sus propiedades magnéticas a través de la
permeabilidad. Observemos que si el material no hubiera sido lineal, hubiéramos podido calcular H

que no guarda relacion lineal con B, y, en consecuencia, no hubiéramos podido calcular su flujo sin

considerar la curva de histéresis.
Pero si el nlcleo es lineal (0 se trabaja en una zona que a los fines practicos es lineal) el campo B

siempre sigue una relacion lineal con I (y con H ). Bajo estas condiciones siempre resulta

€ autoinducida — _E = E

Y la definicion de autoinductancia en forma general es L = (o L

Por supuesto, el calculo de la autoinductancia lo hicimos en un caso ideal. Aungue la longitud del
solenoide sea muy apreciable frente al radio, no todo el flujo contribuye efectivamente a la gautinducida-
Lo que se hace medir la fem autoinducida y de alli determinar la autoinductancia L (como al
determinar experimentalmente una resistencia R). Es decir, lo que ocasiona el voltaje entre los bornes
del solenoide es la autoinductancia L. Por eso se dice que la caida de tensién en la autoinductancia esta

dada por

dl
AV, =-L—
dt
Determinar cual de los bornes es el que esta a mayor voltaje dependerd de que la corriente disminuya o
aumente con el tiempo. Esta claro

que si la corriente aumenta con el

_ di D 1+ D I’
tiempo es AV, =—Ld— <0 : la T
t 4 —
I I € oo o =AY =V
tension “es negativa” y cae la -
tension en la L. Podemos .
graficarlo de la siguiente manera E

o o - AV
13 Como con una resistencia R, que termina siendo definida como R = I
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Pensemos en el sentido de la corriente inducida I": Si la corriente | aumenta en el tiempo, por la Ley

de Lenz se inducira una corriente que trate de compensar este aumento. Es decir, debe ser de sentido

contrario (no importa como esté arrollado el solenoide). Entonces la & ypinduciza S€Tia equivalente “a

una pila” con la polaridad indicada.

Las unidades de L se obtienen a partir de su definicion:

Esta unidad tiene un nombre particular: Henrio o Henry (en homenaje a Joseph Henry)

-l _q L2 Tn7_Wo_,
[1] A [1] A A

Observacién: EIl propio circuito es una espira por la que circula corriente por lo que habra una fem

inducida “extra”. Pero, vamos a despreciar este efecto (se tiene en cuenta al construir los circuitos que

el circuito mismo puede influir)

9.15.Autoinductancia e Inductancia Mutua (un desarrollo méas formal)

¢Qué ocurre si tenemos mas de un solenoide por los que circulan corrientes distintas? Supongamos

primero dos circuitos por los que circulan corrientes dependientes del tiempo. Aplicaremos la Ley de
Faraday a este “dispositivo” y a partir del resultado podremos hacer una generalizacion.

" u Cada circuito genera un campo

Circuito 1 i magnético y concatena un flujo

debido a su propia corriente y a la

de su vecino. Supongamos que el

Circuito 1 produce un campo

magnético él(f,t) en todo el

espacio y el Circuito 2 genera I§2 (?,t) . Por lo tanto, cada uno de los circuitos concatena flujo debido

al campo que él mismo genera y al campo generado por el otro circuito. Asi podemos escribir los

flujos totales concatenados por cada circuito como

@, =”(I§1+I§2)Fd§=IfélEd§+J.J.l§2Bj§:dbll+qblZ
S, S S

D, = J-J‘(Bl +B, )Fd§ = J'J. I§1[d§+” B,tS =®,, + D,
S, S,

En consecuencia, apareceran dos fems inducidas (cada una proveniente del campo propio y el campo

generado por la otra). En el Circuito 1

do;  d(@,+®y,) do, do, _ do, dl, doy,dl,

dt dt dt  dt di, dt di, dt

& =—
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y en el Circuito 2

do, __d(q>21+c1>22) _ do, do,,  do, dl, do,dl,

82 = — =

dt dt dt dt dl, dt dl, dt
Se definen, entonces

I_1EdCI)11 MmEdCI)12

dI1 dI2

do do
M21 = 21 L2 = 22

dI1 dI2

Los coeficientes L1 y L. corresponden a la autoinductancia de cada circuito mientras que los
coeficientes M;; se denominan coeficientes de induccion mutua.

Es decir, la autoinductancia da la “rapidez” de cambio de flujo debido al cambio en la corriente que
circula por ella, mientras que la inductancia mutua da la “rapidez” con que cambia el flujo debido al
cambio de corriente en el otro circuito. Se puede demostrar que en circuitos donde no hay materiales

ferromagnéticos siempre Mjj= M;i (la demostracion excede el nivel del curso).

9.16.Célculo de autoinductancias e inductancias mutuas

Ejemplo 1: Veamos un ejemplo relativamente sencillo si hacemos algunas consideraciones. Son dos
espiras concéntricas y coplanares. Las lineas de campo no son sencillas pero podriamos considerar
gue dentro de la espira mas pequefia el campo magnético |§1 (debido a la Il(t)) es uniforme y su

valor se podria aproximar al correspondiente al centro de la
. . I (t
espira. Es decir, B(0,0,z)= L()evz .
2R,
Tomamos el sentido indicado en la figura para la corriente

como positivo y, en consecuencia, el diferencial de superficie

k
1
1

1

1

1

e
N
TTom----a
os]}
e

asociado debe tener el sentido de €,. Vamos a calcular la

inductancia mutua M. Es decir, estamos considerando como

varia el flujo en el Circuito 2 debido al cambio de la corriente

1, ().

Como vimos,
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do, dl, do, dl dl dl
g=-—unln e _) Ty T

dl, dt di, dt dt dt
& :_dq)ﬂ%_dq)zz dL:_Mu%_de_l

di, dt dl, dt dt dt

En consecuencia,

L(t) - I (t
M, =3P ¢ jB[ds a4 j”“()éztdz _d4 ”“()nRg h 4R?
di,dl, dl,| % 2R dl,| 2R 2R,
Mﬂzﬂ”Rz2
2R,

Si el Circuito 1 tiene Ny espiras y el Circuito 2 tiene N, el campo generado por |, (t) sera N veces el

generado por una de sus espiras y el flujo concatenado por el circuito 2 serd N, veces el concatenado

por una de sus espiras. En consecuencia, en forma mas general

M,, = N,N, 22 7R?
2

¢Coémo calculamos M1,? La aproximacién de que el campo generado por la espira mas pequefa es

uniforme sobre toda la espira grande ya suena bastante descabellada. Entonces, habria que calcular el

campo por la Ley de Ampere sobre toda la espira grande debido a la corriente |, (t) o confiar en el

resultado le = |V|12 que dijimos se demostrara en Electromagnetismo.

Para calcular la autoinductancia Li, deberiamos considerar (como hicimos con el solenoide) que el
campo es uniforme en la espira 1 (o calcular el campo por la Ley de Ampere sobre toda la espira). En
ese caso
L1_ _Nz Ho R1 Nzluoﬂ,l:\,1

dI1 2R,
Idéntico procedimiento para calcular L, aunque para ser consistente con lo realizado hasta ahora
deberiamos hacer el tedioso trabajo de calcular el campo sobre toda la superficie de la espira.
Entonces, si originalmente circulaba una corriente por la espira 1 (variable en el tiempo) habra fems

autoinducidas en ambos circuitos

dl dl

& = _L1_1_ MlZ —2
dt dt

I I
52__|\/|21L |_2d_
dt dt
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Ejemplo 2. Pero hay otro dispositivo (toroide) donde podemos calcular (dentro de ciertas

aproximaciones) las autoinductancias y las inductancias mutuas. Consideraremos que: 1) el toroide

angosto 2) no hay campo fuera de los bobinados 3) el material del nicleo es lineal
Dentro de nuestro modelo, la corriente |, (t) genera un campo magnético

donde R es el radio medio. Como el segundo
bobinado estd abierto, no puede circular

corriente por €l y no genera ningin campo

magnético. Podemos escribir que las fems

autoinducidas en los bobinados 1 (primario) y

2 (secundario) son, respectivamente:

dl dl dl
& :_|-1_1_M12_2:_|—1_1
dt dt dt
& _leﬂ_ deL:_leﬂ
dt dt dt

Es decir, en el segundo bobinado se induce una fem debido a la variacién de la corriente en el primario

pero no circula corriente.

Si el segundo bobinado estuviera cerrado podria circular una corriente (aungue no tuviera un

] B = N,I,
generador) que llamaremos |, (t)y ésta produciria un campo B, =z,

€, = 1,1, (t)€,.

27R

El sentido se debe a cdmo esta enrollado

el conductor y al sentido asignado a la

corriente 1, (t).

Calculemos todos los flujos para luego

calcular las fems:

2
I a’ : » @
@, = [[B,rdS = N21, ()22 za? = 4 N2 21, (t es  decir, L =puN2—
11 J;_l[ 1 11()27Z'R 0 12R l() 0 12R
@y, = [ B,1dS = N,N, 1, (t) o ﬁaZ:yONlNza—zlz(t) es decir, |\/|12=,L10N1N2a—2
S, 27Z'R 2R 2R

En el segundo bobinado habra también un cambio de flujoy
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2
- a’ , a

®,, = [[B,dS = N21I, ()22 za? = 4 N2 21 (t L, = pNZ —

22 _[2 2 22()27[R 0 ZZR 2() 2 0 22R
5 NS H 2 a’ a’
(Dle-E-!Bl[dS:NlNzll(t)zﬁ; wa zﬂONlNZEIl(t) Mz]_:,LlONl NZE

VVemos que en este caso se cumple

My, =M, = \ LL,

Observemos que todo el flujo de uno es concatenado por si mismo y por el vecino. En la experiencia
eso no ocurre y usualmente M,, =M,, =k /LL,, donde k se llama factor de acoplamiento.

Dependera, fundamentalmente, de la geometria del sistema.

Si no hay pérdidas de flujo (factor de acoplamiento unitario), tendremos

dl dl dl dl
c :_|_1_1_|\/| _2:_|_1_1_ LL —2
' dt ot dt ? dt

dl dl dl dl
52=_L2_2_M21_l:_|-2_2_ |-1|-2_l

dt dt dt dt

dl,
%__81 LlLZE
dt L
g +4LL dl,

di di di -
g=-L,—2-JLL—t=-1,—24l,— Gt _ . 2_ "
2 24t 2 e 2 L 1 L 1Nl

resultado mas que interesante ya que se induce una fem inducida en el secundario que puede ser
relacionada muy facilmente con la fem inducida en el primario.

Pero avancemos un poco mas... ;Cuanto valen las corrientes? El circuito 1 tendra una resistencia Ry y
el circuito 2, R,.

En el circuito 1 tendremos: la fuente V(t),

la fem inducida €; Y la caida de tension +

en la resistencia Ri. En el 2 no tendremos  V (t)
fuente. En consecuencia, si bien podemos

pensarlo de varias formas, tendremos

dl dl
v(t)—|1(t)R1+gl=v(t)—|1(t)Rl—L1—1—M12—2=o
dt dt
dl dl
-IL(t)R, +&, =-I1,(t)R,—-L —2-M, —1=0
2()2 2 2()2 Zdt 21dt
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Tenemos 2 ecuaciones con 2 incognitas: |, (t) e l, (t) pero ambas funciones del tiempo. Pero estas
ecuaciones estan acopladas por lo que su resolucion no es trivial. Sin embargo, podemos determinar el
sentido de |, (t) dado el de I,(t)) y sabiendo si I, (t) crece o decrece en el tiempo. También es
necesario saber como estan bobinados los conductores. Segun la figura, el campo generado por la

corriente Iz(t) (con el sentido asignado en la figura) generaria un campo magnético del mismo

sentido que el originado por la corriente |, (t) Supongamos que la corriente |, (t) aumentara en el

—

tiempo, es decir, el campo B; aumentaria en el tiempo. Por la Ley de Lenz, la €, debe ser tal que la

—

corriente inducida produzca un campo magnético B, de sentido contrario a

B, . Entonces, la corriente |, (t) debe tener sentido contrario al dibujado. * .
—"VVV\ —
Podemos representar esa fem inducida &, como en la figura superior de la Epg —=— ’
derecha. = +
Si, en cambio, |1 (t) decreciera en el tiempo, la situacion en el secundario N 1 )
ind

estaria representada por la figura inferior de la derecha

9.17. Los campos magnéticos y las corrientes que los producen

Una de las dificultades con la que nos encontramos a menudo se debe a que se tiende a confundir el
sentido del campo con su crecimiento o decrecimiento. Vamos a analizar los campos magnéticos
generados en un “circuito magnético” como el de la figura. Por supuesto que vamos a utilizar todas las
aproximaciones detalladas en el Capitulo 8 y nos enfocaremos solo en la Induccién Electromagnética.

En el circuito primario se coloca una fuente de tensién que puede variar en el tiempo. El circuito

secundario esta abierto. Supongamos que la corriente es constante al comienzo de la experiencia. Se
establecera solo un campo magnético constante y uniforme B, en todo el circuito que proviene del

arrollamiento del primario Gnicamente (como vimos en el Capitulo 8) porque no circula corriente por

el secundario.
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() T B, (1) B, (1)
= > >
@ —] > >
> >
= > >
R )
B (1) B,(t)
Ahora consideremos que la corriente comienza a aumentar. Eso significa Il(t)T

que el flujo a través de la bobina 1 comienza a aumentar (porque aumenta

B, ). Este aumento de flujo lleva a la aparicion de una &; en el primario

—

que genera una corriente tal que aparece un campo By, que trata de

compensar el aumento de flujo. Podemos esquematizar el primario como

en la figura.

¢Qué ocurre en el secundario? EI campo magnético en el secundario sera el mismo que en el primario,
es decir, B, + By; . Por el secundario no puede pasar ninguna corriente porque el circuito esta abierto.

Pero eso no impide que se induzca una fem que (de estar el circuito cerrado) haria aparecer una

|

corriente de sentido tal que el campo generado fuera como el B,;. Pero hasta que no se cierre el

—

circuito, esa corriente no va a aparecer y no habra campo B,; .

Lo B Ba ()

O £

V

B, (t)

W

J
i

¢Cual deberia ser el sentido de la corriente inducida? Eso va a depender de como esté hechos los
arrollamientos. Lo que es seguro es que los campos deben tener los sentidos indicados. Tal como estan
dibujados, si el circuito secundario se cerrara, la corriente inducida en el secundario deberia circular en

sentido antihorario. Es decir, podemos representar al

. 1
secundario por -

AT
NN

r===-=--=
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Pero si cambiamos el sentido del arrollamiento del secundario, el sentido de la corriente inducida que

se generaria seria “horario” si la corriente del primario aumentara

--------- »>
—> _ -
1,0 T 8 (1) P (1 1,(t)
A
P __‘_I “i“~
C) > e
> <
> S —
> N I —
v _—E’
By, (t)
En este dispositivo, podemos pensar que en el secundario tenemos
un equivalente a e ¥ T
g2 — s

Pero, independientemente de cdmo esté hecho el arrollamiento del

secundario, si la corriente Il(t) aumenta, la corriente en el

secundario 1, (t) deberia ser tal que se oponga a ese aumento de flujo.

Esta claro que si se cerrara el secundario, circularia una corriente que induciria en el primario otra fem
inducida y asi sucesivamente. Parece el cuento de nunca acabar. Pero no es asi. Podremos aplicar las

ecuaciones circuitales (que estan acopladas) y que tienen en cuenta todos los procesos al mismo

tiempo
dl, dl,
V(t)-1(t)R+& =V (t)-I,(t)R -L—-M,—2=0
dt dt
(DR, + 5, :_lz(t)Rz_LZ%_Mﬂ%:o
t

Pero, como ya dijimos, este sistema no lo trataremos analiticamente en esta materia.

9.18. Los bornes homologos

Hasta aca hemos visto como aplicar la Ley de Faraday-Lenz-Maxwell para entender “qué esta
pasando”. Ahora vamos a ver como podemos sistematizar esta ley basica del Electromagnetismo para

poder aplicarla a casos de interés tecnoldgico. Cuando se tienen circuitos con inductancias no
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podremos darnos cuenta cual es el sentido del arrollamiento de las inductancias. Seria bastante tedioso.

Se usa entonces una convencion: las inductancias se marcan con puntos definidos como bornes
homologos.

Los bornes homélogos son aquellos por los cuales corrientes simultaneamente entrantes (o salientes)
producen flujos magnéticos aditivos en el interior de cada bobina. Si ocurre lo contrario los flujos

resultan sustractivos. Los bornes homdlogos se indican con un punto.

Por ejemplo, si se tienen dos bobinas puestas una a  I(t)

—_— -
continuacion de la otra y se disponen como indica la ——/-O_OU\———/-O_O_O-\———

figura,
I(t)
—_— L L
Por la convencion, la corriente “entra” por los ambos — ( H H ) b ( H :lt ) —
bornes homologos. Eso significa que el campo L, L
2

generado por I(t) en la primera bobina tiene el

mismo sentido que el generado en la segunda bobina (no dice qué sentido tiene el campo). Entonces,
en ambas bobinas el campo sera “la suma” de los dos campos (pensando que todas las lineas estan
confinadas al interior de las bobinas.. Si... es una aproximacion!).

Si la corriente saliera por los bornes homdlogos, el efecto seria el mismo. En ese caso el dibujo seria el
de la derecha.

En ambos casos, el flujo total sobre la bobina L, se puede escribir como
D, =_|‘J'(I§1 +B, JdsS =”I§1Ed§+_” B,[dS = ®,, + D,
S $ S

Y ambos flujos serdn del mismo signo. Entonces, como la corriente por ambas bobinas es la misma,

podemos escribir que la fem inducida en la bobina L

dl di dl
g =—L— M, —=—(L+M,)—
' dt O dt ( 12)dt

Anélogamente, y por la igualdad entre M12 y M21, la fem inducida en L es

&, = _Lz d_l_ led_l = _(Lz + M12)d_I
dt dt dt
Si las bobinas se hubieran dispuesto con los bornes homdlogos en forma diferente (como se indica en
las figuras)
I(t) It)

L, L, Ly L,
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Los flujos se hubieran restado, por lo que
dl dl dl
g=-L—+M,—=—-(L-M,,)—
' dt ot ( ) dt

dl dl dl

&, :_L2_+ le_ :_(Lz - MlZ)_

dt dt dt

Estas no son las Unicas disposiciones posibles para las bobinas. Vamos a combinar bobinas y

resistencias y determinaremos cuales son las caidas de tension.

9.19. Combinando Inductancias

Cuando hay inductancias en el mismo o distintos circuitos, dependiendo de la geometria de ellos y de
las caracteristicas de las inductancias, el campo magnético generado en alguna de ellas puede o no
interactuar con las otras. Es por eso que debemos tener en claro si los circuitos son independientes o
estan acoplados

o Circuitos magnéticamente independientes: cuando los dos circuitos se encuentran lo
suficientemente distantes, de modo que el campo magnético de uno es despreciable en las
proximidades del otro, entonces no se considera el factor de inductancia mutua y el Unico efecto
importante para cada circuito seré el de su fem autoinducida.

o Circuitos magnéticamente acoplados: cuando los dos circuitos se hallan muy préximos de modo
gue cada uno de ellos encierra una parte significativa del flujo generado por el otro, los coeficientes de
inducciéon mutua son comparables en magnitud con los de autoinduccion.

Vamos a considerar distintas combinaciones de inductancias

1. Dos inductancias “en serie”
Vamos a considerar las dos posibilidades de bornes homélogos (marcados con puntos verdes). Como

sabemos, los portadores positivos se mueven hacia zonas de “menor potencial”. En ambos casos

V,>Ve.
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Al Al
+eolt +e b
=5 ="
B - B
+ +
%R‘- %RI
- M - M
c c
_.l[ + _l[
=, =
L +' D
2 g, S &,
"l E " g
& == d_I_Md_I & =— d—l—l—l\/ld—l
dt dt dt dt
gz——de—I—Md—I 5;2:—L2d—|+Md—I
dt dt dt dt

(V,~Ve)+&-IR +&-IR,=0
VoV =L b2 L dl g somdl w1 (R+R,
Vy-Ve=(L+L+2M)d A +1(R +R,)

VA _VE = Lequivalente d%t +1 (Rl i RZ)

L, =L+L+2M

(V,~Ve)+& - IR +&-IR, =0
VoV =L a2+, dl g —omdlZ 1 (R +R,
Va—Ve =(L+L,-2M)d2 + 1(R +R,)

\Y

A

_VE = Lequivalente d%t +1 (Rl + RZ)
=L +L,-2M

Dependiendo de las caracteristicas del circuito, las bobinas pueden concatenar todo, algo o nada del

flujo generado por el campo magnético de la otra. Si concatena todo el flujo, sera M =

LL ;si

concatena parte de él sera M =K,/L L, (con k<1) y si no concatena nada, serd M=0.

2. Dos inductancias no conectadas por cables
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(Vo—Ve)+&-1R =0

(Vo =Vi )+ —1,R, =0
di di
V, -V, =L, /dt+|v| /dt+llR1

dl dl
Vo -V, =L, /dtﬂw %t+ R,

Dy
iy,
_ =
-l-%BR\—J‘i‘ E
- ! M %RJ
C oF
& == %—Mdi 81:—L1%+M%
dt dt dt dt
gzz—LZ%—Mﬂ 6‘2=—L2%+M%
dt dt dt dt

(Vo—Ve)+&-1R =0

(Vo —Vi )+&-1,R, =0
dl dl
Vo Ve =L, 0 M 4R

dl di
Vo -V, =L, /dt—lvl /dt+ IR,

ARREGLAR

dl dl
Como g=-L—LFM -2

dt dt

eliMdL
a,_~  dt
dt L,
dl
gtM—=

&, =- zﬂiM%:— zdiiM
dt dt dt L

&, =— Z%TrM
dt dt

dl,

Si el acoplamiento es perfecto, como M = /Ly, , resulta que % _ /%
&

3. Dos inductancias “en paralelo” con resistencias despreciables
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D D
2, I + l. | 4 lIQ
=1, = = L =1
L e B\ JHE
3 A 2 » 3z,
C F & | F
V, -V, =V, -V, =V V, -V, =V, -V,

dl dl di di
V, -V, =L, /dt+|1R1+|v| /dt V, -V, =L, /dt+I1R1—M %n

dl dl di di
V, -V, =L, /dt+|2R2+|v| /dt Vo -V, =L, %jtJrIZRZ—M /dt
siR =R,=0 R =R, =0

V = Ly, d—':L 4l +15) V=L d_|:|_ d(l+1,)

equivalente dt €e( dt equivalente dt e(

le%[jLMdl%jtzLZdl%jt+Md%= dll/t_Mdl%tzLdl%t_Mdl/dt=
ELeqd%t:Leqd(ll—i—IZ% =L, /t_L |+I/

M
N AL :dl/mz(t;fM))dl%ﬂ
FM
d%t (E;M)d%t
le%tiMm%jt:Leqd%t Ny :A/I dl/tiMdI/t Leqd/t
LFM
3[L1((Llim))+M]d%t_Leq%
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L di dl, L1+M dI di
e T
(L1+|V| dl,
- (|_ M) e /t ~ /t
Entonces
dl dl di
/t {Ll L_M)iM] /t [ |—1_ )iMJ At
(LFM) , FM
Sumando miembro a miembro
Leq Leq
. - - =1
(L-M) (LFM)
(LFM) . (%1% 1
(L(ILFM)EM(LFM)) (L(LFM)EM(LFM)) L,
(LFM) | (LFM)  (LFM)+(LFM) (L+LFoM) 1

T
Y B (W V) R WU V) R (WU V) R
Por lo tanto
L
Y L+LF2M
Observar que si las inductancias estan desacopladas, se obtiene una expresion semejante a la de

resistencias en paralelo.

' Feynman, Richard “Lectures on Physics” Vol. 2

" http://www.paginal2.com.ar/diario/suplementos/futuro/13-648-2003-12-07.html

iii http://www.teslasociety.com/biography.htm

WV http://theoatmeal.com/comics/tesla

v http://innovem.cat/fisica-relativista-experimento-0-el-disco-de-arago/

vi Jackson, John “ Classical Electrodynamics” Willey & Sons (1999)

Vil Eernandez, Juan C. “Ingenieria Electromagnética I Modelos estaticos y circuitales” EUDEBA (2013) pag. 382
vili Santald, Luis “Vectores y Tensores” EUDEBA (1968).

* R.H. Romer, What do “voltmeters” measure?: Faraday’s law in a multiply connected region, Am. J. Phys, 50,
1089-1093 (1982)
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10.1. Introduccion

En toda la parte previa de Fisica II consideramos que, o bien las cargas estaban quietas
(electrostatica), o se movian con velocidad constante, brindando corrientes de magnitud estable
en el tiempo.

Ahora vamos a acometer el estudio de lo que sucede cuando conectamos o
desconectamos un circuito. Vamos a responder a la pregunta: Cémo evoluciona una corriente
desde cero hasta un valor determinado? Cuanto tiempo toma? Qué sucede con la energia?

Como en otras circunstancias comenzaremos con circuitos simples e iremos
complicandolos lentamente para terminar contando cualitativamente coOmo operan algunos

circuitos que hacen uso de lo que vamos a estudiar.

10.2. Cargando capacitores

El antecedente mas antiguo viene del momento en que estudidbamos capacitores y
deciamos cosas tales como: Un capacitor C es cargado con una pila Vp...

Cuando sacamos el capacitor de la caja estaba descargado y entonces al conectarlo a la
pila tuvimos un flujo de cargas entrante al capacitor hasta que la carga Q almacenada en el
mismo alcanz6 el valor conocido Q=CV,,. Si hubo un flujo de carga existi6 una corriente. Es
importante destacar que esta corriente fue transitoria, es decir que existio6 durante un rato y
luego ces6 porque al alcanzar la condicion en la que la cantidad de carga en el capacitor es

estable ya no hay corriente (/=dQ/dr).

7 AN
Manos a la obra. La figura muestra la consabida I
, R
pila, el capacitor y, reconociendo que los cables no son @
perfectos, incluimos una resistencia R que represente las cC ——
: I
pérdidas en el cable. 2 ©

Figura 1. Capacitor cargado por medio
de una pila a través de una resistencia
Si la corriente / y la polaridad del capacitor son los que muestra la figura aplicamos la

segunda ley de Kirchooff *( estara bien deletreado asi?) para obtener:

2No... Es Kirchhoff, Gustav Robert
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V —IR—2=O I—d—Q
’ C

dt
_d_QR_QZO (D
P dt C
a0 , 09 _
dt C B

El segundo sumando es la caida de tension sobre la resistencia y el tercero el
correspondiente a la caida sobre el capacitor (F=Q/C). El ultimo rengléon es una ecuacion
diferencial sujeta a la condicion inicial Q(0)=0 puesto que inicialmente el capacitor se
encuentra descargado.

Resolver la ecuacion (1) nos puede resultar simple, complicado o desesperante segun
haya sido nuestra experiencia en el tema (mejor no recordar esas vivencias no?). Formalmente
la (1) es una ecuacion diferencial lineal de primer orden no homogénea. Con tantos adjetivos es
obvio que nos sentiremos asustados y nos quedaremos paralizados.

Pero para nuestra suerte es una ecuacion simple, en la que el miembro de la derecha es
una constante. Primero aislamos el término en dQ/dt

0 _1(,,-2) o
d RU" C

El miembro de la derecha contiene una tunica variable (Q) y todo lo demds son

constantes, entonces hacemos el siguiente cambio de variable:

1 0 -1
=—|V, —-—=|=dw=—d 3
v R[ v CJ V=2 ®)
Ahora reemplazamos en la (2) y obtenemos:
_rRC_ aw_-1 4 (4)
dt w  RC

Integramos miembro a miembro: el de la izquierda desde w(0) hasta w y el de la derecha

desde cero hasta ¢

[ ﬂ:;ljdt
w(0) w RC 0
w —t
log| —— | = —= 5
S EolR: ©

RC

W= W(O)exp(_—tj
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Volvemos ahora a las variables originales. Primero notamos que w(0)= V,/R puesto que

0(0)=0.
R\U" C R RC

oot

El anélisis de las (6) nos dice que a =0 resulta O=0 (bien) y que para valores de ¢

(6)

tendiendo a infinito tenemos Q=CV/, (también correcto).

Vamos a representar la (6) con unos pequeiios cambios. Primero notamos que el término
CV, corresponde a la carga final del capacitor pero que depende de los valores especificos de C
y ¥V, que usemos. Vamos a representar entonces Q/(CV),), cuyo valor maximo serd uno. Ademas
no utilizaremos al tiempo ¢ como la variable independiente sino #/(RC) para evitar puntualizar
en valores especificos de R y C. Antes de pasar a los valores es importante notar que el
producto RC tiene dimensiones de tiempo (verificarlo) y menos mal que es asi porque de lo

contrario la (6) seria dimensionalmente incorrecta. Este producto RC lo denominamos

constante de tiempo 7. Vamos a la gréafica:

1

09r b

e 1 Figura 2. Carga normalizada

07k A

al valor maximo versus el
06} -

0sf 1 tiempo normalizado a T

QAC Ty

0.4r b

03r A

02r b

01 r b

D 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 05 1 1.4 2 25 3 35 4 45 g

iiT

Al observar la grafica notamos que para ¢t = 7 la carga del capacitor es el 63 % del valor

final, cuando /= 3 7 obtenemos el 95% y para =5 7 mas del 99%. Aqui se nos plantea la
pregunta: cuando termina de cargarse el capacitor? La respuesta formal es que jamas termina de
cargarse porque la funcion que hemos computado tiende asintoticamente al valor final. Lejos de
sentarnos y esperar un tiempo infinito hasta llegar al valor final pensamos que un 99% es un

resultado muy bueno y nos contentamos. Declaramos entonces que un capacitor puede ser
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considerado como cargado cuando ha transcurrido un tiempo igual a cinco constantes de
tiempo.
Ahora que tenemos la carga almacenada en el capacitor en funciéon del tiempo podemos

calcular la corriente que entreg6 la pila simplemente derivando con respecto al tiempo:

v, —t
I =—exp| — (7)
R RC
La corriente maxima (V,/R) se obtiene en =0 y tiene sentido porque en ese momento,
cuando la carga en el capacitor es cero, la caida de tension en éste también es cero.

Para representar graficamente normalizamos la corriente al valor maximo V,/R, asi

tenemos un resultado independiente de la pila y la resistencia.

nat .

08r i Figura 3. Corriente de

07T i carga normalizada a la
> Bl i maxima versus el tiempo
-~
& 05F il ;
= normalizado a T

04t .

03t .

02t .

01t .

D 1 1 1 1 1 1 1 1
o o5 1 15 2 25 3 35 4 45 5

Podemos plantearnos una pregunta ahora. Dado que para cargar el capacitor circuld una
corriente a través de una resistencia tuvimos que disipar algo de energia. ;Cuanto fue?
La energia E entregada a la resistencia es la integral en el tiempo de la potencia disipada

en ella.

2
V -2t 1

El resultado es correcto pero extrafio. La energia disipada al cargar el capacitor es

exactamente igual a la almacenada en el mismo. Esto quiere decir que la pila debe entregar el
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doble de la energia que vamos a almacenar en el capacitor. El resultado es independiente del
valor de la resistencia, no importa si es grande o chica, simplemente no aparece en la expresion.
Entonces viene la espantosa duda. Qué pasaria si tuviera un cable perfecto? No deberia ser nula
la energia perdida?

Esta duda es dificil de responder, queda pendiente para los que sigan electromagnetismo.

10.3. Descargando capacitores

Vamos ahora al problema inverso. Tenemos un capacitor inicialmente cargado con una
carga inicial Qy (con la polaridad que muestra la figura) y lo conectamos sobre una resistencia
R para descargarlo.

I R Figura 4. Capacitor inicialmente cargado
—_—

que es descargado sobre una resistencia

=]
—s
=

Volvemos a aplicar la segunda ley de Kirchooff.

g—IR:O ]:_d_Q
C dt
Rd—Q+g:O

da C
__0 do_-di

dt RC Q RC
Qo |_-t
10g£QOJ—RC

-t
0=0, eXp(Ej

©)

El primer renglén es en apariencia erroneo. Previamente hemos definido la corriente
como la derivada de la carga con respecto al tiempo y ahora lo precedemos de un signo menos;
(,coémo es posible?

La solucion estriba en reconocer que con el signo propuesto para la corriente positiva, la
carga en el capacitor decrece a lo largo del tiempo y por eso es necesario el signo menos.

La grafica de la (9) la tenemos en la figura siguiente
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09t -
Figura 5. Carga
08t -
normalizada a la inicial
07t -
versus el tiempo
0B -
- ;
S el i normalizado a T
G
04t -
03t -
0zt -
01t -
D 1 | 1 | | 1 | 1
o 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5

ST

Podemos ver que tanto la carga como la descarga tienen aspectos en comun. Estan

regidos por leyes exponenciales y el proceso dura aproximadamente 5 T.

10.4. Conectando inductancias

Vamos a ver ahora un problema parecido al primero. Una pila V), alimenta una

inductancia L a través de un cable de resistencia R.

T R Figura 6. Inductancia conectada a
' ®
| una pila a través de una resistencia.
___]'_z % L
P o
Atacamos de nuevo con nuestra herramienta favorita, la segunda ley de Kirchooff.
dil
V —IR-L—=0 10
f 7 (10)

El segundo sumando es nuevamente la caida de tension sobre la resistencia y el tercero es
la fuerza electromotriz inducida en bornes de la inductancia (ley de Faraday-Lenz).

Para resolver la (10) aplicamos el mismo método, aislamos el término en dl/dt:

a1

o L(Vp —IR) (11)
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Nuevamente vemos que el miembro de la derecha contiene a la incognita (/) y una serie

de constantes (¥, L, R). Hacemos entonces el mismo cambio de variables.
w=%(Vl, ~IR)= dw=%dl (12)

Reemplazamos en la (10)

dt (13)

(14)

Notamos que /(0)=0 (esta bien) y que para grandes valores de t la corriente tiende a V,/R,
que es lo que esperamos puesto que cuando la corriente alcanza el valor estacionario
desaparece la fuerza electromotriz inducida en la inductancia.

Observamos también que la constante L/R tiene dimensiones de tiempo (verificarlo) y

siguiendo con la idea anterior la nombramos constante de tiempo 7.

Como podemos observar la (14) y la (6) son funcionalmente idénticas por lo que la
grafica es la misma. El unico cambio importante es el cambio en la definicion de la constante

de tiempo.

10.5. Desconectando inductancias

Hacemos ahora el camino inverso. Consideramos una inductancia L por la que

inicialmente circula una corriente / y sobre la que conectamos una resistencia R.
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—/—"VV"V—

R Figura 7. Inductancia con una corriente
I 0 ‘ % L

inicial conectada a una resistencia

La ecuacion de mallas nos dice:

24 _1r—0
d

a__R

da L 15)
ﬂ = —Edt

1 L

I R R
log| — |=——t¢t = [I=1[exp| ——t
g(loj : Joro %1

La evolucion de la corriente es nuevamente una exponencial.
Ciertamente el comportamiento de los capacitores o inductores en ambos casos es muy

parecido a menos de la definicion de la constante de tiempo para cada caso.

10.6. Mezclando capacitores e inductores

Vamos a considerar una situacién con capacitores e inductores que es ilustrativa de un
circuito eléctrico que semeja un oscilador mecanico como un sistema masa-resorte.
Consideramos un capacitor C inicialmente cargado con una carga Qy que es descargado

sobre una inductancia L por la que no circula corriente alguna en el momento inicial.

Figura 8. Circuito con un capacitor
® —"

inicialmente cargado y una inductancia
~ 1 « L
o | C

Atacamos de nuevo con la ley de mallas

Q ,d_y ;- %

c Tt di

o 40 (15)
21152 =0

c
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Nuevamente debemos escribir /=-dQ/dt porque con el sentido propuesto para la corriente

el capacitor pierde carga.
Esta ecuacion es mas compleja porque involucra derivadas segundas. Suponemos que la
solucion es de la forma Q=exp(Af) donde A es una constante a determinar (no tiene nada de

malo proponer una solucién y ver si es satisfactoria). Reemplazamos la solucidon propuesta.

expél t) +L 2 exp(i t) =0
1
A= 16
IC (16)

1
A=xi| L
Nre

En el Gltimo renglén j es la unidad imaginaria (j° = -1). En los cursos de matematica es
usual utilizar la letra i, pero en nuestro contexto esa letra la reservamos para la corriente
eléctrica. Entonces, en muchas ramas de la ingenieria usamos j para la unidad imaginaria.

La solucién propuesta satisface la ecuacion diferencial si A tiene el valor dado por la
ultima ecuacion.

Dado que la ecuacion (15) es de segundo grado, la solucion es una combinacion lineal de
la forma:

Q:Aexp(jﬂt)+Bexp(—j/1t) (17)

A primera vista la (17) parece mal porque esperamos una solucion real para la carga. La
solucion es simple si recordamos la identidad: exp(jx)=cos(x)+jsen(x) . Podemos llevar la (17) a
la forma real:

Q= Ccos(At)+Dsin(A t) (18)
donde las constantes C y D quedan dadas por las condiciones iniciales. En nuestro caso
tenemos Q(0)=0y e 1(0)=0, por lo que resulta C= Qy y D=0.

Dadas las dimensiones de 4 (1/seg) es costumbre renombrarla @ para que coincida con la
nomenclatura usual:

Q=Ccos(wt)+Dsin(w?) (19)

. . 1 1
La carga entonces oscila a una frecuencia f =—

1 )
=—, |— y esta afirmacion merece
T 2z \VLC

una explicacion lenta. Veamos una grafica que representa la evolucion temporal de la carga y la

corriente. Graficamos en funcion de ¢ / T para independizarnos de los valores de L yC.
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Figura 8. Carga y corriente en un circuito L C

Para comprender la tendencia de las dos curvas es importante recordar dos reglas simples.

Sabemos que la carga en un capacitor es O=C V,, si derivamos con respecto al tiempo
tendremos la corriente, es decir I.=C dV./dt. Si las corrientes han de ser finitas entonces el
término dV./dt también lo debe ser. Por lo tanto la caida de tension en el capacitor debe ser una
funcion continua (sin saltos) porque de lo contrario tendriamos corrientes infinitas.

Algo semejante sucede con la inductancia. A partir de la ley de Faraday sabemos que la
fuerza electromotriz inducida en la inductancia vale (en modulo):V;=L (dl/dt). Nuevamente,
para valores finitos de V; necesitamos que asi lo sea dl/dt, es decir que también la corriente
debe ser una funcion continua. En sintesis la tensién sobre un capacitor no puede variar
discontinuamente, asi como tampoco lo debe hacer la corriente sobre una inductancia.

Con estas ideas simples podemos comprender el comportamiento cualitativo de la figura
8. En el momento inicial (A) el capacitor estd totalmente cargado y por la inductancia no
circula corriente. Conforme el capacitor se descarga, la corriente por la inductancia aumenta
hasta que llegamos al punto B. Aqui el capacitor estd descargado pero por la inductancia circula
una corriente (la que no puede extinguirse abruptamente). Por la ley de Faraday la fuerza
electromotriz inducida en la inductancia es tal que intenta mantener la circulacion de corriente.
En estas condiciones el capacitor vuelve a cargarse, pero esta vez con polaridad opuesta hasta
llegar al punto C donde adquiere la misma carga que la inicial pero de polaridad opuesta. Ahora

el ciclo se repite pero con los signos opuestos., el capacitor se descarga y la corriente sobre la
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inductancia aumenta pero en sentido opuesto. Al llegar al punto D el capacitor nuevamente
estd descargado y la corriente es maxima (en sentido opuesto al inicial). El circuito recorre
continua evolucionando hasta repetir la situacion inicial en el punto E.

Esta secuencia se repite hasta el infinito porque tanto el capacitor como la inductancia
son sistemas conservativos, asi que la cantidad total de energia del sistema se mantiene y todo
lo que tenemos es un traspaso ciclico de energia del capacitor a la inductancia y viceversa. Por
este motivo decimos que el circuito formado por un capacitor y una inductancia se comporta de
manera semejante a un oscilador formado por una masa y un resorte. Periddicamente se
transfiere energia del campo eléctrico en el capacitor al campo magnético en la inductancia. En

el sistema mecénica la energia es transferida del resorte (potencial elastica) a la masa (cinética).

10.7. Ahora mezclamos los tres componentes R, L y C

Asi como en el sistema mecéanico que acabamos de mencionar tendremos inevitablemente
pérdidas de energia por roces, lo mismo sucede en nuestro circuito del punto anterior. Los
cables no son perfectos y tienen pérdidas asociadas con la resistencia de los mismos. Vamos a

alterar el circuito para tomar en cuenta estas resistencias:

I
@ g Figura 9. Circuito con un capacitor
R inicialmente cargado, una resistencia
| C L vy una inductancia.

Una vez mas (qué saturados que estamos!!!!) usamos la ley de mallas

(20)

Volvemos a ensayar la misma solucion O=exp(A¢)

W+Rl exp(A1)+LA% exp(A1)=0

(21)
LA+ RA+A=0 = A= ~REyR -4L/C
C

2L

Ahora tenemos que interpretar las soluciones posibles.
Posibilidad 1: Si R>>4L/C tenemos dos raices reales y distintas (1; y A,) que nos dan una

solucion:
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0= Aexp(/ll t)+ Bexp(/l2 t)
22
1 :—a;l—?: —A, Aexp(, t)- A, exp(4, ?) )
Las dos raices son negativas (mirar los signos) y entonces la solucion es la combinacion
de dos exponenciales decrecientes. En tal situacion recibe el nombre de régimen
sobreamortiguado

Donde las constantes 4 y B se determinan por las condiciones iniciales del problema
(0(0)=0Qy e 1(0)=0) las que brindan:

Q(O):Q0:A+B I(O):O:—A&—B/lz

4Ok o Ok (23)

b= A4

Vamos a un ejemplo, tomemos R=100 Q2, L=0.2 Hy y C= 100 pF. Encontramos los
valores A;= -138.2 1/s y A,= -361.8 1/s. Representaremos la carga (suponiendo Qp=1 )y la
corriente en funcion del tiempo (sin normalizar a ninguna constante).

1

R=100 0
0.8 L= 0.2 Hy 1
C=100, F
0.6 ,
o

0.4+ |

0.2+ i

O L L L L L T L L
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

t (ms)

80

60 .
401 1

20 .

0

_20 L L L L L
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

t (ms)

Figura 10. Descarga de un circuito RLC en régimen sobreamortiguado

Posibilidad 2: Pasamos ahora a la segunda posibilidad. Si R*=4 L/C las dos raices son
iguales (discriminante nulo) la solucion es de la forma (repasar libro de andlisis o dlgebra segun

corresponda)

O=(4+ Bt)exp(ﬂ t)
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Esta situacion recibe el nombre de régimen critico
Para nuestro problema las constantes resultan 4=0Q y B=-1 Qo
Vamos a repetir el ejemplo manteniendo L y C en los valores anteriores pero reduciendo

R hasta anular al discriminante de la (21), esto resulta en R= 89. 44 Q.

1

0.8 R=89.44 ]
L=0.2 Hy

0.6 i
S C=100u F

0.4

0.2

0 | | . ! ! ! ]
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

t (ms)

250

200 q
150 |- q
100 - q

50 q

0 1 ! T ) ) I . .
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

t (ms)

Figura 11. Descarga de un circuito en régimen critico

Posibilidad 3: Por ultimo, si R’<4L/C los valores de A son complejos conjugados, es

_ [R*-4L/C]
decir que tienen partes imaginarias & y £ que satisfacen 4 :Zi Jj 2 =a+jpf.
Este régimen se denomina subamortiguado. La solucion correspondiente es (luego de largos
factoreos)

0= exp(a t)[A cos(ﬂ t)+ Bsin(ﬂ t)]

Tarea para el hogar: encontrar los valores de 4 y B que satisfacen nuestro problema.

Repitiendo nuestro ejemplo bajamos la resistencia a 5 Q (valor arbitrario) y obtenemos

o=-12.5 1/s y /=223 1/s. La grafica la vemos en la figura siguiente
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1 ‘
R=50
0.5+ L=0.3 Hy i
C=100u F
S ot
-0.5- .
_1 I I | I
0 50 100 150 200 250
t (ms)
0.4

0 50 100 150 200 250
t (ms)

Figura 12. Descarga de un circuito RLC subamortiguado

El caracter de la solucion ha cambiado drasticamente. En los casos anteriores teniamos
una que la carga evolucionaba de forma monétonamente decreciente y que la corriente
presentaba el aspecto de una “joroba”.

Ahora tenemos una grafica que parece oscilar (debido al término en coseno y seno de la
solucion) pero que se extingue exponencialmente a lo largo del tiempo. Esto decrecimiento se
llama amortiguamiento y estd directamente relacionado con las pérdidas. De no existir la

resistencia retornamos al caso en que teniamos solamente un capacitor y una inductancia.

Podriamos intentar ahora un problema mas dificil y es el de comenzar con un capacitor
descargado, una resistencia, una inductancia por la que no circula corriente y conectar todo el
conjunto a una pila y nos preguntamos entonces como se carga el capacitor.

Podriamos resolverlo pero es un ejemplo que estd un poco mas alld de nuestro objetivo
porque involucra resolver una ecuacion diferencial no homogénea lo que es un poco mas dificil
y por eso lo vamos a dejar de lado.

En resumen hemos visto el comportamiento transitorio de carga y descarga de los

circuitos RC y RL. El circuito RLC so6lo lo analizamos en la fase de descarga.
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Mas alla de la complejidad de cada caso vimos que TODOS se resuelven comenzando
con la ley de suma de las tensiones en una malla y que en cada caso se generaba una ecuacion
diferencial. En los circuitos RC y RL teniamos ecuaciones de primer orden, mientras que en los

circuitos LC y RLC la ecuacion resulté de segundo orden.

10.8. Analisis de los primeros 45 minutos y repeticion de los goles.

Podriamos continuar ad-infinitum analizando casos porque el nimero de ejemplos no se
agota nunca. Es prudente extraer algunas conclusiones como para tener una herramienta
general.

Notemos que siempre recurrimos a la ley de mallas como herramienta principal (no
tratamos en esta materia casos con nodos). En dicha ley escribimos con cuidado la caida de
tension en cada elemento: /R en la resistencia, L dI/dt en la inductancia y Q/C en el capacitor.
Los signos aparecen segiin haya sido la convencion que tomamos. Luego conectamos carga con
corriente (cuidado signos) y obtenemos inevitablemente una ecuacion diferencial. Resolvemos
la ecuacion diferencial con las condiciones iniciales del problema. Este es el método general
que se repite sistematicamente. La idea es siempre usar la ley de mallas, el tema de la dificultad

matematica de la ecuacion resultante es otro asunto.

Como ultimo ejemplo va la resolucion de un caso que algunas personas juzgan
“imposible de resolver” (;sera para tanto?)

Un capacitor Cj, inicialmente cargado (Q;1) se

_\/\fi‘/\_\_

descarga, al cerrar la llave, sobre otro capacitor C5,
inicialmente descargado. La resistencia R engloba
todas las resistencias de los cables.

2 Proponemos, arbitrariamente, un sentido para la

@f 1
Cl — — C'\
E

corriente y las polaridades de los capacitores.

Asi escribimos la ley de mallas:

O g Q. d0__dO
G C, dt dt
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La primera ecuacion es la suma de caidas de

tension (acorde con los signos propuestos) y la

¢

segunda nos dice que la corriente / saca carga de C; y

pone carga en C,.

D) @D
c,— m—
=) =)

Si miramos bien nos falta una ecuacion, la

encontramos en el principio de conservacion de la

carga: en todo momento la suma de la carga de C; mas la de C; debe ser igual a la inicial de C;

Q1+Q2 :Qi

Con la ayuda de esta ecuacion en la anterior y obtenemos una en una unica incognita (Q;

arbitrariamente)
_'_%_FR&_QH_QI =0
C dt C,
Q] L + L +R @ = %
¢ G, d C,

@ZL{&_Q{;LH
dt R|C, ¢ G,

El miembro de la derecha tiene una tnica variable (Q)), aplicamos entonces el mismo

método que usamos antes pero antes definimos 1* :CL+CL y definimos una variable
1 2
auxiliar:
R N W
R C, C RC
—RC*dw:dQ,;—RC*d—W:w
dt
w t
dw_ 1 _dr; @:I— ! _dt
w RC Wy W0 RC

Volvemos para atras y notamos que

o-4{et

Tenemos entonces:
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Puff!!!! Llegamos!!!

Este es el clasico problema horrible. Todas las ideas se entienden desde el principio: El
capacitor C; se ira descargando a cierto ritmo sobre C, y a largo plazo la diferencia de potencial
entre los bornes de ambos capacitores sera la misma (ya hicimos ese problema en la parte de
electrostatica). Sin embargo, el problema tuvo demasiados pasos matematicos y nos aburrimos
0, peor, nos podemos equivocar en algun paso. Hay técnicas matematicas mas sutiles que

permiten resolver mas rapidamente el problema pero igual es tedioso.

Ahora vamos a analizar el resultado.
En =0 tenemos Q,=0; (bien). Si ¢ tiende a infinito obtenemos O,=0i; C,/(C,+C,) que, si
repasamos la carpeta, también veremos que coincide con la condicidon de equilibrio encontrada

hace mucho tiempo. Notemos que la constante de tiempo 7 estd ahora dada por RC*.

Hagamos algun grafico con C,=C,= 2 pF, R=1 kQ. Con estos valores tenemos 7= 1 ms.

Esta eleccion nos asegura que a largo plazo O1=0,=0;1/2.
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Miramos y vemos que C; se descarga (bien), que C; se carga (bien), que la suma de las cargas
da constante (bien) y que el fendmeno dura aproximadamente cinco constantes de tiempo,
como ya vimos antes.

Este ejemplo fue puesto a fin de ejemplificar el método.

NADIE DEBE PERDER TIEMPO MEMORIZANDOLO!!!

“Esto es todo lo que tengo que decir al respecto” (Forrest Gump, 1994).
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11.1. Introduccién

Cuando estudiamos distintos ejemplos asociados con la ley de Faraday en uno de ellos
tratamos el generador de corriente alterna, basado en la rotacidn relativa entre un campo
magnético de modulo constante y un conjunto de espiras. Dicho generador esta caracterizado

g
“generador”. Para cumplir con la norma deberiamos escribir vg(t) y no Vy(t) porque las

por una fuerza electromotriz: Vy4(t)= Vo cos(at). El subindice es por la palabra
variables dependientes del tiempo son escritas, por convencion, en mindsculas. Haremos una
excepcion porque las mayudsculas son mas faciles de seguir y no entraremos en
contradicciones importantes. La eleccion de la dependencia funcional con el coseno es
arbitraria, podriamos haber tomado seno igualmente porque es s6lo un cambio en la eleccion
del momento t=0. La pulsacion @ estd conectada con la frecuencia f por: @ =2xf. A nivel
mundial, en lo que hace a la distribucién domiciliaria o fabril, hay dos valores de frecuencia
empleados: f= 50 Hz para Europa y los paises que compraron a firmas europeas su
equipamiento (Argentina, Uruguay, Chile, Perd,...); f= 60 Hz para la esfera de influencia de
los Estados Unidos (Canada, México, Brasil,...) En el apéndice damos una breve resefia
historica sobre lo que se llamo “La guerra de las corrientes” que tuvo lugar hacia fines de los
1800.

11.2. Respuesta de resistencias, capacitores e inductancias a la corriente
alterna

11.2.1. Larespuesta de unaresistencia

La experiencia muestra que la ley de Ohm, encontrada originalmente para corrientes y
diferencias de potencial continuas, es valida para excitaciones variables en el tiempo. La
siguiente grafica muestra una resistencia conectado a un generador de alterna. El icono del
mismo es una circunferencia con un arco de sinusoide dentro de la misma. La grafica contiene
dos convenciones que utilizaremos en todo este capitulo. Dado que la polaridad del generador
varia durante cada periodo es imposible asignar un borne + (mas) y uno — (menos); o mismo
sucede con el sentido de la corriente. Para arreglar este problema pensamos que tomamos una
“fotografia” cuando el borne superior del generador es positivo respecto del inferior.

Esto se indica con la flecha vertical que esté a la izquierda del icono del generador. En

esta circunstancia la corriente circula en la direccion indicada.
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Figura 1. Resistencia conectada a

] R n generador de alterna

En base a lo dicho calculamos la corriente que circula por la resistencia y la potencia disipada

en la misma.
V. (t) V
Ix(t) :% =Ecos(cot) =1, cos(wt)
\ (1)
P (t) =V, (t) 1:(t) :—F°2c0 $(ot)
1
\m 0
1 90 180 270 360 450 600 630 720
ot
1
:n: 0
1 90 180 270 360 450 540 630 720
ot
1
> 05
D_D:
% 90 180 270 360 450 540 630 720
ot

Figura 2. Tension del generador (rojo), corriente en la resistencia (azul) y potencia
entregada por € generador (verde) versus wt. Los valores estan normalizados.

Graficamos dos ciclos (con uno habria bastado) y la variable independiente «t la

expresamos en grados sexagesimales porque no se venden transportadores graduados en

radianes (y los ingenieros no los entendemos de todas formas).

Como primer andlisis notamos que podemos superponer directamente la curva roja (tension)

con la azul (corriente), punto a punto coinciden. Decimos que la tension aplicada (roja) y la

corriente (azul) se encuentran en fase.

La curva de potencia disipada muestra que, a diferencia de lo que ocurre en corriente

continua, la potencia entregada a la resistencia no es constante en el tiempo. Surge entonces la
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pregunta: ;Qué valor de potencia es razonable reportar? Ciertamente no el maximo

(demasiado optimista) ni tampoco el minimo (demasiado pesimista). Se conviene en reportar
el valor medio de la misma calculado en un periodo. Integramos en un periodo porque incluir

mas no cambia el resultado.

17 1Tv?2 vV v )1
Poia =— | Ps(t)dt == | -2-cos’ (ot )dt ==%-=| —% | = 2
media T'([ R() T‘C[RCOS (CO) 2R [ 2} R ()

El ultimo paso de factoreo parece caprichoso pero tiene un significado importante. Si la

resistencia R fuera conectada a una hipotética pila de valor VO/\/E obtendriamos la misma

potencia media disipada que cuando la conectamos al generador de alterna. Para ser mas
especificos: la bombita iluminaria igual y la plancha calentaria igual. Entonces la cantidad

VO/\/E refleja lo que llamamos el valor eficaz de la tension del generador. Cuando decimos

que la red domiciliaria en la Argentina es de 220 V, éstos son eficaces. La amplitud V, es
denominada valor pico. En nuestro pais Vo= 311 V. Casi TODAS las preguntas importantes
gue nos haremos se responden en valores eficaces. En este apunte iremos migrando,

lentamente, de los valores pico a los eficaces.

11.2.2. Larespuesta de un capacitor

La capacidad C, como factor de proporcionalidad entre la carga almacenada y la diferencia de
potencial entre las placas del capacitor también es valida para cantidades variables en el
tiempo: Q(t)=C V(t). En la figura 3 conectamos el capacitor al generador de alterna y

computamos la corriente que circula.

Figura 3. Capacitor conectado a un generador

de alterna. Notar convencion de signos.

V(1)-Q(t)/C=0; 1c=dQ(t)/dt=C dV(t)/dt=-o C Vo sen(at)=-Iy sen(et) 3)

Repetimos la misma secuencia de graficos que presentamos para una resistencia (Figura 4).
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Figura 4. Tension del generador (rojo), corriente en € capacitor (azul) y potencia entregada

por e generador (verde) versus wt. Los valores estan normalizados.

Notamos diferencias importantes con lo obtenido para una resistencia. La curva de corriente
(azul) no puede ser superpuesta directamente con la tension (roja) porque estan desplazadas.
Nos preguntamos entonces cuanto deberiamos correr la curva de corriente para que la
pudiéramos superponer con la de tension. Como se trata de funciones periddicas tenemos dos
opciones que mostramos en la siguiente figura en la que la variable independiente «t tiene un

rango diferente para facilitar el analisis (entramos en los valores negativos) (Figura 5).

VIV

il @C¥,

Figura 5. Tension del generador (rojo) y corriente en el capacitor (azul) vs ot
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Podemos correr la curva de corriente 90° hacia la derecha hasta que el punto A llegue al
origen o bien moverla hacia la izquierda 270° hasta que el punto B lo haga. Con cualquiera de
estas dos opciones logramos que las curvas de tensién y corriente puedan ser superpuestas.
Para eliminar esta indefinicion convenimos en tomar la opcion de menor médulo, es decir la
que corre el punto A 90° hacia la derecha.

Si miramos la gréafica el evento asociado con el punto A (méaximo de la curva azul)
ocurre 90° antes que el maximo de la curva de tension, por lo que declaramos que la curva de
corriente adelanta 90° a la tension.

Volvamos ahora a la figura 4 y analicemos la curva de potencia entregada por el
generador. Basta una mirada para darnos cuenta de que el valor medio de la misma es nulo. El
resultado se puede comprender recordando que el trabajo realizado para cargar el capacitor,
puesto que es realizado contra fuerzas conservativas, es recuperado durante la descarga del

mismo. No hay transferencia neta de energia del generador al capacitor en un ciclo.

11.2.3. La respuesta de un inductor

El concepto del coeficiente de autoinductancia L fue presentado durante el estudio de la
Ley de Faraday. En la figura 6 mostramos una inductancia conectada al generador de alterna y
calcularemos la corriente. Al analizar la malla consideramos que la “fotografia” la tomamos

cuando dI(t)/dt> 0 (esto define los signos).

Figura 6. Inductancia conectada

aun generador de alterna

Vg(t)-L di(t)/dt=0
[[Vo (/L Jdt=[di_ =1, (t)=(Vs/wL)sin(at) = ,sin(wt) @

La integral anterior es indefinida por lo que falta la constante de integracién que

definiremos mas tarde.
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Figura 7. Tension del generador (rojo), corriente en e inductor (azul) y potencia entregada
por e generador (verde) versus at. Los valores estan normalizados.

Al observar las curvas de tension y corriente volvemos a notar que estan desplazadas. Si
volvemos sobre la misma idea que utilizamos en el caso del capacitor, notamos que debemos
correr la curva azul 90° hacia la izquierda para que las curvas roja y azul puedan ser
superpuestas. La otra opcion, mover la curva azul hacia la derecha, involucra un corrimiento
de 270° por lo que queda descartado. Notamos que el maximo de la curva azul que
desplazaremos ocurre 90° después que el maximo de la curva roja. En este caso declaramos
que la corriente atrasa 90° respecto de la tension.

En cuanto a la potencia entregada por el generador, nos encontramos con el mismo
resultado que en el caso del capacitor; la media es cero. El resultado es esperable; el trabajo
realizado para crear el campo magnético en el interior del inductor conforme crece la

corriente es recuperado cuando la corriente disminuye.

11.2.4. Combinando € ementos

Los tres analisis anteriores estuvieron dirigidos a estudiar la respuesta de los tres
componentes fundamentales ante una excitacion armonica. Vamos a considerar ejemplos mas
complicados para ir generando un método de andlisis simplificado.

Comenzamos un con un modelo muy simplificado del motor eéctrico de un

ventilador detecho.
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Figura 8. Modelo simplificado de un motor e éctrico. [ Ve

La inductancia L representa el arrollamiento de alambre necesario para conseguir el
campo magnético. La resistencia R representa a la de los cables y, segin se ensefia en
materias avanzadas, también da cuenta del trabajo mecanico realizado por el motor.

Computamos las caidas de tensién en la malla y obtenemos:

V, (t)—-Ldl (t)/dt—RI(t)=0 )

Ldi (t)/dt+RI(t)=V,cos(wt)

Esta es una ecuacion diferencial lineal de primer orden no homogénea (nombres
complicados para asustar).

La solucion de la misma se obtiene como la suma de la solucion homogénea (con el
segundo miembro igual a cero) con la solucién particular.

Declaramos, sin demostracion, que la solucion homogénea describe el comportamiento
del circuito durante los momentos posteriores a la conexion. Es un comportamiento transitorio
que se extingue rapidamente conforme avanza el tiempo. La solucién particular es la relevante
para tiempos grandes y es la que denominamos solucion de régimen permanente. Vamos a
encontrar dicha solucion.

Hay varios métodos pero uno simple es el que propone armar una soluciéon con la
misma dependencia temporal que el miembro de la derecha, asi como sus derivadas en la
medida que no sean nulas o repitan dependencias ya encontradas.

Esta oracion es mas dificil de decir que de implementar. EI miembro de la derecha
depende con cos(at), derivamos una vez y obtenemos sin(at), derivamos nuevamente y
obtenemos cos(«t) pero este término ya repite porque es igual al primero.

Proponemos entonces esta solucion:

[(t)=A cos(at)+B sin(at) (6)

Donde Ay B son constantes a determinar.

Reemplazamos la solucién propuesta en la ecuacién diferencial:

L[- @A sin(at)+wB cos(wt)]+R[A cos(at)+B sin(at)]=Vo cos(at) @)
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Para que esta igualdad se cumpla para cualquier t debe verificarse que:

-wLA+RB=0 (eliminamos los términos en sin(at)) (8)
wLB+RA=V, (igualamos los términos en cos(at)) 9)
De la primera obtenemos: B= wLA/R (10)
Reemplazamos en la segunda:

Al &’ LYR+R]=Vo (11)
A=(Vo R) / [&’L*+R?] (12)
Ahora reemplazamos en la solucién propuesta:

| = %cos(mtﬁ%sin (wt)= ﬁ[mos(a)th oLsin(ot) |

(13)

El dltimo término es de la forma a cos(awt)+ b sin(«t), la que puede ser llevada a ¢
cos(at+g) con c=(a2+b?)M? y g=tan’(-b/a).

Con este ultimo paso obtenemos:

1(O)=(Vo/[ R+a?L?] ) cos(at+ ¢); ¢ = tan™(-wL/R) (14)

Como ejemplo consideremos que el generador corresponde a la red domiciliaria de
nuestro pais ( 220 V eficaces, 50 Hz) y que L=1 H y R=628 Q.

o= tan™ (-owL/R)= tan™(-2n 50 Hz 1 H/62802)=-26.58° =-0.4639 rad

[RP+a’L?] Y2=[6280%+(2n 50 Hz 1H)*]¥?=702.2 O

1(t)=[220 V 2%? 1 702.2 Q] cos(2750 Hz t-0.4639)=0.4431 A cos(27 50 Hz t-0.4639)

Volvemos a nuestras clasicas gréficas, donde podemos observar que la corriente (curva
azul), esté corrida 26.58° hacia la derecha respecto de la tension (curva roja), es decir que la
corriente estd atrasada 26.58° respecto de la tension. Las curvas ahora estan graficadas en
funcion del tiempo t y no de wt como antes. Asimismo, los valores de tension, corriente y
potencia no estan normalizados a los respectivos maximos como antes.

La curva de potencia (verde) nos muestra que su media es positiva, es decir que hay una
transferencia neta de energia del generador hacia el circuito, esto se debe a la potencia
disipada en la resistencia que calcularemos mas tarde. También se puede notar que la potencia
transferida toma valores negativos durante algunos intervalos de tiempo. Esto es energia

retornada al generador.
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Figura 9. Tension, corrientey potencia para Vq= 220 Vef., R= 628 2, L=1H y f= 50 Hz

Como segundo ejemplo consideraremos un circuito que es un “primo” del anterior: un

capacitor en serie con una resistencia.

Figura 10. Circuito serie RC

Al hacer la circulacién en la malla encontramos:

g

Q(t) _
V, (t)-=27-1(t)R=0 )

ép (t)d 1 (t)R=V, cos(at)

El segundo renglon se obtiene recordando que la carga es la integral de la corriente a lo
largo del tiempo. Falta la constante de integracibn como mencionamos en otro caso que
tuvimos una integral.

¢Como hacemos para resolver esta ecuacion? Se trata de una ecuacion integral que no
hemos tratado nunca, pero en este caso se puede transformar en una mas simple si derivamos
miembro a miembro con respecto al tiempo:

%4‘ R%=—a)vo Sin(a)t) (16)
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Ahora estamos en la misma situacién que el caso anterior. No vamos a proceder en

detalle porque lo dejamos como un ejercicio. S6lo daremos el resultado final para poder

verificar (jjjHaganlo!!!):

|(t)=LCOS(af[+¢)); goztanl(%j (17)
w

11.3. Lanotacion complga

Los desarrollos anteriores no ha sido particularmente dificiles, pero si muy largos y
aburridos. Es un método lento y proclive a errores. Intuitivamente sentimos que los circuitos
no se deben analizar asi porque el céalculo de la instalacion de una casa demoraria una vida.

Efectivamente, existe una forma mas simple pero debemos enfrentarnos a una de
nuestras malas experiencias: 10s nimer os complej os.

Compleax numbiens for dummies™

Vamos a hacer un repaso de lo minimo que necesitamos sobre nimeros complejos y nos
limitaremos a hacer las cuatro operaciones elementales.

Sin pretensiones de rigor matematico definimos la unidad imaginaria como el nimero,
obviamente no real, tal que su cuadrado es igual a -1. Habitualmente la unidad imaginaria se
designa con la letra i, pero como dicha letra la hemos utilizado para la corriente emplearemos
la letra j. En ingenieria el uso de j es muy habitual, de hecho sirve para saber si el docente
estudié ingenierfa u otra carrera. En resumen j*=-1.

Un namero complejo z se conforma con una parte real y una imaginaria: z= a+j b,
donde a'y b son numeros reales. La suma anterior es simbdlica, sélo indica la combinacion de
una parte real y una imaginaria. La representacion anterior de un ndmero complejo se
denomina cartesiana y es facil de llevar al denominado plano complejo que queda

determinado por los ejes real (Re) e imaginario (Im).

Im

Figura 10. El plano compleo
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Dados dos nimeros complejos zi=ay+j by y z=a,+j by, su suma o resta queda dada por

la suma o resta de las partes reales e imaginarias respectivamente:

2t =(aytap)+ (it by) (18)

El producto es un poco mas tedioso; debemos multiplicar término a término recordando
que j*=-1.

z1°2=(a12-b1 1) +j (aubr+byia;) (19)

El cociente es ain mas tedioso y requiere del uso de lo que Ilamamos el conjugado de
un numero complejo. Denominamos conjugado (z*) del numero complejo z al que se obtiene
cambiando el signo de la parte imaginaria de z z*=a-jb

Podemos notar que zez*=a’+b’

Podemos calcular el cociente de dos nimeros complejos como:

212=(2112)*(z:*] 2*)=(z2*2)/ (32" +by°) (20)

Ciertamente el producto y cociente son operaciones de complejidad creciente y veremos
otras formas més simples.

Un auxiliar muy importante que utilizaremos es la denominada formula de Euler que

establece que para un nimero real « se cumple (sin demostracion):

e =cos(a)+ jsin(a) (21)

A partir de la formula de Euler podemos representar al nimero complejo z de otra forma
(hacer el dibujo):

z=a+ jb=+a? +b? & =|Ze"

b (22)
tan (o) =—
a

Las relaciones anteriores aparecen automaticamente con la formula de Euler, la
observacion de la figura 10 y el teorema de Pitagoras.

Con la ayuda del editor de texto y de ecuaciones no es dificil escribir subindices o
supraindices. Muy distinto era en la época de la maquina de escribir, por lo que se generd una
notacion idéntica a la anterior pero adaptada a esos tiempos:

=4 €27 la (23)

El miembro de la derecha utiliza la notacion de angulo dada por la barra de dividir y la
tecla de subrayar. Con esta notacion el angulo o lo podemos dar en grados, lo que es mucho
méas comodo. Esta es la Ilamada representacion polar porque damos el modulo del nimero

complejo y el &ngulo que forma con respecto al eje real.
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Con la formula de Euler y lo que hemos expuesto sobre producto y cocientes de

nameros complejos podemos dar una variante menos trabajosa para estas operaciones

o tay

22, =|z[|z]e" " =[z]|z| /o +a,
z12,=|z|/|z|e"" " =|a|/|z]| /& -a,

Ahora las operaciones de multiplicacion y division son mucho mas simples. En sintesis

(24)

la suma o resta conviene efectuarla en la representacion cartesiana y el producto o la division
en la representacion polar.

Para pasar de una a otra tenemos varias herramientas. En las calculadoras Casio ® (las
mas habituales al momento en que escribimos este apunte) existen dos teclas Ilamadas Rect y
Pol que permiten pasar de un formato al otro (aunque parezca mentira hay que leer el manual
de la calculadora). Para quienes utilizan dispositivos Android ® hay una aplicacion gratuita
Ilamada Droid48 ®, la que simula el comportamiento de una calculadora Hewlett-Packard
HP48 ®. Esta calculadora realiza todas las operaciones con numeros complejos en cualquier
formato.

Este es el repaso elemental. Siempre quedan Google y Wikipedia como fuentes extra de
conocimiento.

El problema del ventilador desde otra Optica (de 11.2.4.)

Retomemos el problema del modelo equivalente del motor eléctrico del ventilador.
Sabemos que bajo una excitacion de la forma Vy(t)=Vo cos(at) la corriente que circula es
[(t)=1p cos(awt+ @) (Io y @ fueron desarrollados més arriba).

Parece obvio que si reemplazamos I(t) en la ecuacion (5) vamos a obtener una
identidad. Vamos a hacerlo pero en una forma demencial: toda vez que aparezca una funcién
armoénica la expresaremos con la férmula de Euler prestando atencién a las siguientes
identidades que se siguen de escribir la formula de Euler para ¢ y —a y recordando que

coseno es una funcién par y seno una impar (cos(-a)=cos(a); sin(-a)=-sin(«)):

e +e
cos(a):T
o i (25)
Siﬂ(a):—ji
2
eja)t+efja)’[
v, ()=y, &
(26)

ej(wt+<p) n e—j((ut+(p)
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Vamos a la Ec. (5)

L R =V,

dt
ja)ej(a}t+(p) _ ja)e—j(wtﬂp) ej(wtﬂp) +e—j(wt+(p) ej(wt) +e—](wt) (27)
LI, +Rl, =V)| ————
2 2 2

Cancelamos el divisor com(n y separamos los términos en €' y e’“*

1, (R+ joL) = 1,e7e') (R+ joL) =V, (28)
le " (R-joL)=1,e%e " (R- joL)=V,e (29)

Procesemos primero la (28). Como € nunca es nulo podemos cancelarlo en todos los
términos.

1,e (R+ joL) =V, (30)

La Ec. (30) es una ecuacion simple pero que merece ser analizada porque tiene la clave
de lo que viene mas tarde.

Tanto 1o como Vp son nimeros reales porque son las amplitudes de la corriente y de la
tension. Por otra parte, tanto €% como (R+jwL) son niimeros complejos.

Cuando analizamos la Ec.(30) observamos que el angulo que forma el niimero € en el
plano complejo debe ser opuesto al de (R+jwlL) puesto que es la Gnica forma en la que el
producto del miembro izquierdo de la (30) devuelva un namero real.

Vamos a graficar €2y (R+j L) en un mismo dibujo a pesar de que no tienen las mismas

unidades porque nos interesa ver el tema del angulo.

Im

Figura 11. Parte dela (30) en forma gréfica oLl __

Es importante notar que so6lo si cumplimos las condiciones de la figura entonces
podemos satisfacer la Ec.(30).

De pérrafos anteriores conocemos el valor de ¢, pero ahora lo podemos calcular de una
manera mucho mas simple: es el opuesto del angulo formado por el nimero (R+j wl).

Algo similar sucede con Iy, nos basta despejar de la Ec.(30):
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v, V V

— 0 _ 0
I°_e"<”(R+ja)L) [1/¢][|R+joL|/-p]| |R+joL]

(31)

La conclusion extrafia es que los valores de ¢ e Iy fueron calculados de una manera
diferente pero obtuvimos el mismo valor que antes.

Hasta aqui trabajamos con la Ec.(28); pasemos ahora a la Ec.(29).

Si reemplazamos en ella observamos que obtenemos exactamente la misma informacion
que con la Ec.(28). La Ec.(29) no aporta informacidn extra y la podemos descartar.

Entonces nos encontramos con que la Ec.(28) es nuestra herramienta. La copiamos para

analizarla.

1, (R+ joL) = 1,e7e') (R+ joL) =V,

Aparecen dos “objetos” que tienen semejanza con sus contrapartes del mundo fisico
pero que no son iguales, de hecho son numeros complejos:

Vo €

o (@t (32)

El primero es la funcion “asociada” con el generador y la segunda con la corriente.

Estos “objetos” son denominados fasores (http://en.wikipedia.org/wiki/Phasor) y son muy
utilizados en el andlisis de sistemas sometidos a una excitacion arménica. Los fasores son
numeros complejos que “rotan” en el plano complejo a una velocidad angular w.

Reescribamos la Ec.(28) yendo un paso para atras, aplicando propiedad distributiva.

Rl + jolLl @) =\,

El primer sumando es la parte “asociada” con la caida de tension en la resistencia y el
segundo es el analogo correspondiente a la inductancia. Recordemos esto porque en poco
tiempo sacaremos una conclusion.

Pasemos ahora a analizar, con esta técnica, al circuito de la figura 10 y que se
encontraba descripto por la ecuacion 15.

1

c I(t)d +1(t)R=\V,cos(amt)

1 ej(wt+(/)) +e—j(wt+gp) ej(wt+<p) +e—j(wt+(p) e]((ot) +e—](a)’[) (33)
=1 dt+1, R=V,|———

C 2 2 2

Separemos los términosen jat y - j wt.
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[ i(ot+e) | —i(at+e) j(ottp) | o i(et+e) i(wt) | 5-i(at)
ljlo € *° dt+1,| S *° R=V,| &%
C 2 2 2
1 _ej(a)tﬂo) ej(wt+(p) ej(wt)
< [l |l | = [R=Vo| =
— 7j(a)t+(p) —j(a)tJrga) *j((ut) (34)
201, & dt+1,| S R=V,| 2
C 2 2 2

Trabajemos sobre la segunda ecuacién (términos en j at).

1 ej(wu.(p) ej((ot-Hp) ej(wt)
EI"’{ 7 || T RV

i j(ot+p) j(wt+p) j(wt)
1-jlee +Ioe2 R:V{e }

Cow 2 2

| eiteto)| o |y gile)
0 Q)C 0

i j
|oej(¢) |: —Ej| :Vo

La Ec.(35) se parece mucho a la Ec.(28) y todos los razonamientos que hicimos pueden

(35)

ser repetidos para encontrar los valores de Iy y ¢.

Ahora nos encontramos con que el numero R-j/wC pertenece al cuarto cuadrante, por lo
tanto ¢ pertenece al primero y concluimos que la corriente adelanta a la tension.

Repitiendo lo hecho anteriormente hallamos que:

.0:‘ el ol

J -

Si ahora desarrollamos los términos de la ecuacién en —j ot nos encontramos con que el

ﬁj (36)

resultado es exactamente el mismo que la Ec.(36). No hay informacion extra.

11.4. Venciendo en & campo complgo

Es interesante repasar lo que hemos hecho hasta el momento. Entre las ecuaciones de
(5) a (14) nos permitieron resolver el comportamiento en régimen permanente de un circuito
RL serie por los métodos tradicionales de ecuaciones diferenciales.

Analizamos, por el mismo método, un circuito RC serie en las ecuaciones (15) a (17),

pero no hay que engafiarse; el nimero de pasos es menor porgue no lo hicimos en detalle.
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Por otra parte, con la ecuacion (28) resolvimos el primer circuito y con la Ec.(34) el

segundo por un método algebraico, en apariencia, muy distinto.

La discrepancia no es tal y se puede comprender al analizar los pasos dados.

Al calcular la caida de tension sobre la inductancia (L di/dt) cuando usamos la forma
“auxiliar” de la corriente Ec.(32) inevitablemente tendremos un término jwlLl.

Anélogamente, si tratamos con un capacitor, la caida de tension esta dada por
Ycfldt=-j/wC1.

La conclusion es que en el mundo “auxiliar” podemos computar las caidas de tension en
una inductancia o en un capacitor multiplicando a la corriente por el factor jelL (inductancia)
0 por -/ aC (capacitor).

Con estos auxiliares podemos armar una pseudo Ley de Kirchhoff con nimeros
complejos que nos permiten resolver el problema en el campo auxiliar.

Nos falta mencionar a la resistencia, pero su papel es trivial porque al calcular la caida
de tension sobre ella sélo debemos multiplicar la resistencia por la corriente, con lo que no
obtenemos ningun objeto nuevo.

Podemos entonces sintetizar diciendo que a la resistencia fisica R le asignamos en el
campo auxiliar el nimero real R. Anadlogamente a la inductancia fisica L le asignamos el
namero complejo jwL. Finalmente, a la capacitancia fisica C le asignamos el nimero
complejo —/aC.

Estas tres cantidades son validas en el mundo “auxiliar”, no en el mundo fisico. De
hecho dos de ellos son complejos.

Sin embargo, estas cantidades nos permiten armar una pseudo-ley de Kirchhoff con la
gue podemos resolver rapidamente el problema.

La cantidad L recibe el nombre de reactancia inductiva X, y 1/@C es conocida como
reactancia capacitiva Xc. Ambas cantidades son definidas sin la unidad imaginaria y sin el
signo menos en el caso del capacitor.

Veamoslo con un ejemplo porque es mucho mas facil. Consideremos el siguiente

circuito
R

e
_{

C

Figura 12. Circuito RLC serie
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Escribimos la pseudo-ley de Kirchhoff en el campo “auxiliar’:

Rloej(wt+<0) i ja)uoej(wtw) —j/aC |Oej(wt+¢>) :Voej(wt) 37

[R+ joL - j/wC]1,€"" =v,e/

Una vez més cancelamos el término com(in no nulo € para obtener:

[R+jol-j/aC] 10€= V, (38)

Esta Ultima ecuacion es operacionalmente idéntica a la Ec.(30) por lo que poco podemos
agregar. El angulo que forma el namero complejo [R+jwlL-j/@C] DEBE ser igual a -¢ para
satisfacer la igualdad. EI nimero I, se obtiene por simple despeje.

Si meditamos un poquito notamos que la Ec.(37) contiene un paso que puede ser
omitido porque siempre se repite: cancelar el término comtin € y pasamos directamente a la
Ec.(38) (més simple).

El altimo paso es simplemente dividir ambos miembros de la Ec.(38) por V2, asi
conseguimos que la Ec.(38) quede expresada en valores eficaces en lugar de pico. Nuestra
“obsesion” con los valores eficaces estriba en que, aunque no lo hemos mostrado aun, todos
los calculos relevantes corresponden a valores eficaces.

[R+]wL-j/@C] I €= Ve (39)

Hagamos un ejemplo numérico. Tomemos que la alimentacion corresponde a la red de
nuestro pais (220 V eficaces, f=50 Hz) y sean R=300 2, L=1 H y C=50 pF.

Obtenemos:

Xi=2 750 Hz 1H= 314 Q; Xc=1/(2 750 Hz 50 uF)=63.7 Q (revisar que las unidades
de X_ y Xc son Ohms)

[300+j 250.5] Q 14 €%=220 V.
Primero calculamos ¢ como el opuesto del angulo que forma el nimero [300+j 250.5]
¢=- tan™(250.5 /300 Q)=- 39.86°

Habiendo obtenido un angulo negativo concluimos que la corriente atrasa con respecto a
la tension.

Ahora despejamos lg= 0.56 A y entonces decimos que en el circuito circula una

corriente de 0.56 A atrasada -39.86 grados.

El valor R+ j(wL—1/wC) representa, en nuestro dominio auxiliar, el efecto combinado

de la resistencia, la capacitancia y la inductancia. Recibe el nombre de impedancia Z.
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Hemos resuelto un problema que, en el mundo fisico, involucraba operaciones

algebraicas, diferenciales e integrales. Lo resolvimos en un dominio “auxiliar” de nameros
complejos pero mucho mas simple.

La experiencia nos muestra que en este punto la media de los lectores se encuentra
confundida, cuando no definitivamente enojada. Muy probablemente tal emocion se deba a la
poca familiaridad con el uso de los nimeros complejos. Para solucionarlo vamos a seguir con
ejemplos.

Vamos a atacar uno de los errores mas comunes pero antes lo vamos a poner en
contexto.

Hasta el presente hemos utilizado voltimetros de corriente continua (DC). EI mismo
voltimetro puede medir valores de alterna (AC) luego de apretar un boton (no decimos qué
pasa pero si es importante ver el display porque aparecen las leyendas DC y AC).

Los voltimetros estan calibrados en VALORES EFICACES vy registran la caida de
tension eficaz entre los dos puntos del circuito que estamos midiendo. La lectura es siempre
positiva (no tiene sentido hablar de mas o menos en el caso de alterna). Estos son los
voltimetros comunes que utilizamos en el laboratorio y en la industria “comdn”. Unos pocos
voltimetros son capaces de medir el valor eficaz de la caida de tension y el angulo de
desfasaje con respecto a una referencia. Estos son denominados voltimetros vectoriales (seria
mejor llamarlos fasoriales). Son muchisimo mas caros que los comunes (miles de dolares) y
en la Facultad hay uno solo (dificil de conseguir). Bien, usaremos voltimetros comunes
entonces.

Calculemos los valores eficaces de las caidas de tension del problema anterior:
Vr=lg R= 0.56 A 300 0=168.87 V

Vi =lg X =0.56 A 314 O=176.84 V

Ve=lg Xc=0.56 A 63.7 2 =35.84 V

Ahora nos viene una tentacion del demonio que nos condena al ultimo circulo del
infierno: es obvio que los componentes estan en serie por lo tanto la suma de las caidas de
tension debe dar la del generador. Si hacemos la suma de los valores anteriores obtenemos
381.55 V, muyyyyyyy lejos de los 220 V del enchufe.
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Donde esta el error/horror? Podemos asegurar que todas las cuentas estan bien a menos
de pequerios errores de redondeo que de ninguna manera pueden dar cuenta de semejante
discrepancia.

El GRAVE ERROR reside en que hemos sumado las caidas de tension en modulo sin
tener en cuenta que son nimeros complejos.

Repitamos todo pero ahora bien.

Vr=lgR= 0.56 /- 39.86° A 300 /0° (2=168.87 /- 39.86° V = (129.62 — j 108.24) V

Vi=lg X =0.56 A /-39.86° 314 /90° O=176.84 /50.14° V= (113.34 +j 135.74) V

V=l Xc=0.56 A /- 39.86° 63.7 /-90° O =35.84 /- 129.86° VV=(-22.97 -j 27.57 ) V

Si ahora sumamos obtenemos un resultado muy proximo a 220 V. La suma de tensiones

y/o corrientes DEBE ser hecha recordando que son numeros complejos (en este formalismo).
Es interesante notar que, al hacer los productos, hemos agregado un angulo de 90

grados a X, (por el factor j que esta adelante) y de -90 grados a Xc (revisar las definiciones).
En la siguiente grafica representamos los fasores donde mostramos la tension del

generador (rojo), la caida en la resistencia (azul), idem en la inductancia (verde) y en el

capacitor (magenta). La suma VECTORIAL de los tres ultimos es igual al primero

T T T T T T
100 -
50 -
0 >
-50F b
-100 . . . -

Il Il Il
-50 0 50 100 150 200 250

Figura 13. Los tres fasores* sueltos”
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40 T T T T T T

-80 VgV, B

-100| .

_129 I I I I I I
20 140 160 180 200 220 240 260

Figura 14. Los tres fasores sumados

La conclusion es que el método es rapido pero nos obliga a trabajar con ndmeros
complejos. La experiencia muestra que muchos errores vienen de querer evitar el uso de
numeros complejos. Ese no es el camino; es preferible aprender la operatoria con dichos
ndmeros.

Para seguir practicando estaria bueno dar otro ejemplo para practicar algo distinto y
variar un poco. Sin embargo, vamos a analizar un poco mas en profundidad el ejemplo que

venimos siguiendo para aprender cosas importantes.

11.5. Larespuesta en frecuencia

En el ambito hogarefio o fabril la frecuencia del generador de corriente alterna es fija
(ya mencionamos los valores tipicos). Algan lector mas avanzado podrd argumentar que
existen los variadores de frecuencia y tiene razon, pero ese es un tema mas dificil que no
trataremos.

Por el contrario, en el ambito de la electronica es muy comun tener sefiales de
frecuencia variable. Asi que ahora estudiaremos nuestro circuito considerando frecuencia
variable.

De la resolucion obtuvimos:
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V, o a)L—l/a)C)j
I, = _ _tanY| 2= TY) 40
“ Rr@L—vacy o ( R 0

Tenemos cinco variables: Vg, R, L, Cy w. Demasiadas para graficar. Arbitrariamente
fijemos Vg, L y Cy dejemos variar oy R

Primero notamos que si la combinacion de valores asegura que wl=1/@C encontramos
que ¢=0 y que la corriente eficaz es la mas grande de todas las posibles porque el
denominador es el mas pequefio posible.

La condicion ¢=0 nos dice que el desfasaje entre la tension de alimentacion es nulo.
Esta condicion se denomina de resonancia. Ademas, notamos que lg=Ve/R. Los efectos de la
inductancia y el capacitor se han desvanecido para el mundo exterior. Llamaremos «x a la
pulsacién a la que ocurre esta situacion (lar es por resonancia). Es facil obtener &°=1/LC.

Si o> tenemos <0, es decir que la corriente atrasa a la tension y entonces decimos
que el circuito tiene comportamiento inductivo. Cuando w<a resulta ¢>0, la corriente
adelanta a la tension y el circuito es capacitivo. En cualquiera de las dos situaciones anteriores
la corriente es menor que la que obtuvimos en resonancia puesto que el denominador de la
(40) es mas grande que para la condicién de resonancia.

Vamos a graficar para Vg= 1V, L= 1mH, C= 1 nF y R=[100, 1000, 10000] €.

Con los valores previos obtenemos ax=1 M/s y f,= 159.15 kHz.

90

60

30

¢ (grados)
o

-60

_ 1 1 1 T
9050 100 150 200 250 300

Frecuencia (kHz)

Figura 15. El desfasaje ¢ en funcion de la frecuencia para distintos valores de resistencia.
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20 T T T I

— R=50Q

— R= 100Q

— R= 200Q

18

16

14

=
N
T

Corriente (mA)
=
o
T

| | | |
050 100 150 200 250 300

Frecuencia (kHz)

Figura 16. El modulo de la corriente eficaz en funcion de la frecuencia para distintos valores
deresistencia.

Podemos observar que en todos los casos la frecuencia de resonancia es independiente
del valor de R (obvio, sélo depende de L y C). La influencia de R es més sutil. Notemos que a
medida que aumentamos R la corriente disminuye (a una @ fija). La curva de I parece
“ensancharse” y la de ¢ tiene menos variacion.

Puesto que hemos graficado en un rango de frecuencias alrededor de la de resonancia es
interesante analizar qué valores limite tenemos para frecuencias muy bajas y muy altas.

Si wtiende a cero en la (40) vemos que ¢ tiende a 90 grados (capacitivo) y la corriente a
cero. Por otra parte, si o tiende a infinito, ¢ tiende a -90 grados (inductivo) y la corriente
nuevamente tiende a cero.

Como préctica (aunque tiene una importancia que revelaremos mas tarde) vamos a
calcular los valores para los que gp==+ 45°.

Si = 45° debe ser X -Xc=R
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oL L R
o,C
2 p—
olLC-1_o

o/LC-w,RC-1=0

 RC#J(RC) +4LC
@ = 2LC

El discriminante es positivo (las soluciones son reales) y es facil ver que la solucion
correcta es la de la suma (la otra devuelve un resultado negativo sin sentido)
VVamos ahora a la otra situacion.
Si ¢g=- 45° debe ser X -Xc=-R
1

ol-—=-R
oC
2 —
o LC 1=—R
o C (42)

®’LC+@RC-1=0

~RC+,/(RC)’ +4LC
“- 2LC

Nuevamente la solucién correcta es la que corresponde al signo mas.

Notamos que la primera respuesta (as) esta por encima de ar (S es por superior) y la
segunda () esta por debajo (i es por inferior). La diferencia os ex=Aw se llama ancho de
banda del circuito y su verdadera relevancia sera analizada més adelante, por ahora fue sélo
un juego algebraico.

Dejemos por un rato estas manipulaciones que no son inutiles pero ya nos cansaron un

poco. Vamos a un tema importante.

11.6. Calculando la potencia

Cuando calculamos la potencia consumida (0 entregada) en un circuito de corriente
continua nos bastaba multiplicar la caida de tensién sobre un componente por la corriente que
circulaba por dicho componente. Como ambos valores no cambiaban a lo largo del tiempo
obteniamos un valor constante.

Ya mencionamos anteriormente que en circuitos de corriente alterna tenemos sefiales

que varian con el tiempo. Vamos a desarrollar despacio el caso general.
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Consideremos el caso en que un generador Vg(t)=Vocos(at) esta conectado a un circuito

por el que circula una corriente I(t)=locos(wt+ ). El producto de ambas cantidades lo

denominamos potencia instantanea.
Pins(t)= Vg(t) [(t)=Vocos(at) locos(at+ ¢)
Desarrollemos el producto recordando que cos(a+b)=cos(a)cos(b)-sin(a)sin(b)
P (1) =V41, cos(t)| cos(at)cos(p)—sin(at)sin(p) ]

P« (t)=Vol, [cos2 (ot)cos(¢p)—cos(amt)sin(wt)sin ((p)]

P (t)= ﬂ{[u cos (2at) Jcos(¢) —sin (2et)sin ()}
P (t):%%{[Hcos (20t) Jcos(p) —sin (2et)sin (¢)} (43)

P (1) =] Vy | i[o((p ) |[1+cos(2et) |-[ Vi 14 sin(p) ]sin(2at)
P (t) = P[1+cos(2at) |- Qsin(2at)
P=V,lqcos(p); Q=V Il sin(p)

Esta ecuacion nos dice que la potencia instantanea es la suma de un término que es
siempre positivo, el que vale [1+cos(2at)], con uno de valor medio nulo, el que vale sin(2 at).
El primer sumando es idéntico al que encontramos cuando estudiamos el comportamiento de
una resistencia, es decir que representa una transferencia de energia del generador al circuito.
El segundo sumando, que tiene valor medio nulo, semeja lo que obtuvimos cuando
estudiamos la respuesta de un capacitor 0 una inductancia; la energia va y viene mostrando el
caracter conservativo de estos elementos. La constante P recibe el nombre de potencia activa
0 media y, repetimos, representa energia que viaja del generador al circuito. La constante Q se
denomina potencia reactiva. Si bien P y Q se obtienen multiplicando una tension por una
corriente, sus significados son distintos. P representa trabajo genuino realizado y por eso la
medimos en Watts. Por el contrario, Q no representa un trabajo realizado. Para distinguir esta
situacion las unidades de Q se dan en Volt-Amper y, para mayor detalle, se las adjetiva como
“reactivos”. La abreviatura es VAR (Volt-Amper-Reactivo)

En la siguiente figura representamos los diferentes términos
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15

cos(w t) cos(w t+n/4)

1+cos(2m t)
-sin(2o t)
-1 | | | | | I I
0 90 180 270 360 450 540 630 720
ot (grados)
2 T T T T T T T
15F
= ir 7
EL.E
05F i
ok ]
.05 1 1 1 1 1 1 1
0 90 180 270 360 450 540 630 720
ot (grados)

Figura 17. Potencia instantanea para Ve= 1V, lg= 1Ay ¢p=45°

Como hemos realizado anteriormente, buscaremos el valor medio de esta Ultima
expresion. Al resultado lo denominamos potencia media o activa y la representamos como P
sin agregados.

Pero el valor medio es muy simple de calcular. Se reduce al término constante de la
Ec.(43) porque la integral del término variable con el tiempo a lo largo de un periodo es cero.

Obtenemos asi:

P=V, 1, cos(p) (45)
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Llegamos a un resultado no intuitivo. Todos habriamos jurado que, a la vista de lo

desarrollado mas arriba, el resultado seria Ve | pero el factor cos(¢) nos trae consecuencias
importantes.

Repasemos los tres casos elementales del principio para ver la consistencia.

Si solo tenemos una resistencia el angulo de desfasaje ¢ es nulo y tenemos P=Vg lg
(bien).

Si conectamos una inductancia (¢=-90°) o un capacitor (¢=90°) resulta cos(¢)=0y P=0
(bien).

La (45) es entonces consistente con lo hallado anteriormente para los casos simples.

El dltimo renglon de la Ec.(43) “invita” a dibujar un triangulo rectangulo cuya
hipotenusa es el producto Ve l&. Vamos a hacerlo, pero notando el signo menos que precede

a Q en la penultima ecuacion de la Ec.(43). Lo llamaremos tridngulo de potencias.

ng I e cos(®)

”
o ‘o
Ver 1 sin(®) Ve Ip sin@)

ng I g

I;{-_?_,I'“ I e cos(®)
@0 ©=0

Figura 18. Triangulo de potencias para los dos signos de ¢

Desafortunadamente el signo menos del penultimo renglon de la Ec.(43) nos pone a los
tridngulos “patas para arriba”.

La hipotenusa, de largo Vi |, recibe el nombre de potencia aparente S Los catetos son
los valores P y Q ya mencionados.

La potencia aparente es precisamente lo que “parece” que el generador esta entregando,
pero solamente la parte P es trabajo efectivamente transferido del generador al circuito. Ya
dijimos que Q representa energia que va y viene entre el generador y el circuito.

Las unidades de la potencia aparente son Volt-Ampere y, para mejor comprension, se

los suele adjetivar “aparentes”.
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Es facil notar que cos(¢) es la fraccion de la potencia aparente que es trabajo entregado
al circuito. Dicho valor, cos(¢), es denominado factor de potencia. Dado que coseno es una
funcion par es imposible, dado un valor del mismo, decidir si el argumento ¢ es positivo 0
negativo. Por eso se suele agregar la expresion “en adelanto” o “capacitivo” cuando ¢>0 o
bien “en retraso” o “inductivo” cuando ¢<O0.

La existencia de Q parece en principio inofensiva pero no es asi. A primera vista no nos
preocupamos porque pensamos que al tratarse de energia que va y viene no perdemos nada.
Esto no es cierto porque los cables no son perfectos y, en cada ida y vuelta, tenemos pérdidas
innecesarias de energia. Por otra parte el sistema debe ser dimensionado para entregar la
potencia aparente pero sélo utilizamos una fraccién. Esto es desventajoso desde el punto de
vista economico.

Resulta entonces conveniente tratar de mantener el factor de potencia en valores
elevados (obviamente siempre inferiores a la unidad). Incidentalmente, cuando ¢=0 tenemos
el mejor factor de potencia, pero esta condicion se da cuando el circuito es una resistencia
pura o cuando el mismo se encuentre en resonancia.

Para un mejor aprovechamiento del equipamiento, las empresas proveedoras del
servicio eléctrico “premian” o “castigan” a traves de la tarifa los consumos con factor de
potencia “bueno” o “malo”. El valor umbral que discrimina depende de la politica del
momento.

Por ejemplo, Edenor toma una cota inferior del factor de potencia de 0.85. Para valores
inferiores aplica una tarifa creciente con la disminucion del factor de potencia.

Esta facturacion dependiente del factor de potencia no se aplica al consumo hogarefio.
Una vivienda familiar paga por la integral de la potencia activa extendida al periodo de

facturacion que suele ser bimestral.

11.7. Lapotencia en €l circuito RLC serie

Apliquemos lo recién desarrollado al circuito RLC que describimos unos parrafos atras.

Con la definicién de potencia activa y la respuesta del circuito (40) tenemos:
V, R

JR +(0L-YaC) R +(oL—YaC)

R

P=V, 4 cos(¢p)=V,

(46)
Ve

P= 2
R’ +(wL-1/aC)
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Podemos notar que la maxima potencia activa ocurre en resonancia y vale P :Vef/R

(la r es por resonancia). Fuera de resonancia el valor de P es menor.

Grafiquemos P/P; para los mismos valores de las figuras 15 y 16.

1/

0.9

0.8

0.7

0.6

05

P/P

0.4

— R= 100Q
R= 1000 Q n
— R= 10000 ©

03

0.2

0.1

0 | | T
50 100 150 200 250 300

Frecuencia (kHz)
Figura 19. Potencia activa normalizada vs frecuencia

Como anticipamos la maxima potencia activa se da a la frecuencia de resonancia y para
otros valores de frecuencia disminuye. Puede observarse que cuanto menor es la resistencia
mas rapido disminuye la potencia activa al apartarnos de la resonancia.

Anteriormente calculamos las pulsaciones as y @ a las cuales el angulo de desfasaje

entre tension y corriente era de -45° y 45° respectivamente. Estos valores se obtenian cuando

R=|wL-1/«C|, lo que nos lleva a:

VA
g MR (47)

P(a)s,a)i)=2R2 zﬁ_ 2

Quiere decir que a las pulsaciones s y @ la potencia activa es la mitad de la que
tenemos en resonancia. Por eso se los llama puntos de media potencia. La zona entre osy @
se caracteriza por tener una potencia activa entre el 50 y el 100% de la obtenible en
resonancia.

En la figura 19 podemos obtener graficamente los puntos para los que P/P=0.5.
Notamos que para la curva de 10000 Q el cambio no llega a 0.5; las pulsaciones sy @ estan

fuera del rango graficado. La diferencia axs - es denominada ancho de banda Aw del circuito
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y nos dice cuanto nos podemos apartar de la resonancia y tener aln una potencia activa

superior al 50% de la maxima.

11.8. Ejemplos mas elaborados

Por razones historicas en el curso de Fisica Il se decidio que era conveniente no ir mas
alla del circuito RLC serie y dejar otros para materias mas avanzadas.

Creemos que es una lastima no usar un poco mas todo el material que construimos asi
gue vamos a dar otros ejemplos fuera de lo exigible pero que sirven para comprender mejor la

metodologia y no quedarnos encerrados en un dnico circuito.

11.8.1. El fantasma del circuito paralelo

Rompiendo con la tradicion que asegura que el analisis de un circuito con componentes

en paralelo es imposible de comprender, vamos a tratar uno.

L
— L0000 —

Figura 20. Un circuito con componentes en paralelo. i
P e UF

Consideraremos que el generador es la alimentacion domiciliaria de nuestro pais (220
V, 50 Hz) y ademés L= 1 H, R=300 Q y C= 20 uF.

Con los valores anteriores obtenemos X, = 314 Q y Xc=159 Q. Notamos que Ry Xc
estan conectadas en paralelo, con lo que obtenemos un valor equivalente:

1 1 3
T T =1 1 :(65.8—1124.1)9

+— +—
R —jX. 300Q -j1590Q

Ahora notamos que el paralelo de R con Xc esté en serie con X_ con lo que obtenemos

una impedancia total:

Z = j314Q +(65.8- j124.1)Q = (65.8+ j190)Q2 =201 /70.1 Q

Con estos valores calculamos una corriente eficaz l¢= 220 V/201 Q=1.095 A y un
angulo de fase ¢=-70.1° (atraso)

Esta es la corriente que circula por el generador y por L. Si deseamos saber cuanto
circula por Ry por C escribimos:
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[ =lgt+Ic (la suma de corrientes en un nodo es nula)

Ir R= -jXc I¢ (la caidas de tensidn en bornes de Ry C son iguales)

De la primera despejamos cualquiera de las incognitas y reemplazamos en la segunda:

I -lr=lc

Ir R= -] Xc (I-IR); Ir (RjXc)=-]Xc IL; Ir =jXc IL/(R]Xc)

[r=159 /-90° O *1.095 /-70.1° A/(300-j159)Q= 159 /-90° 2 *1.095 /-70.1° A/339.5/-
27.9°0Q

Ir=0.51/-132.2° A; Ic=1.-1g=0.96 /-42.9° A

Pasemos al tema potencias. La potencia aparente es: S= 220 V*1.095 A= 240.9 VA. La
potencia activa es: P=220 V * 1.095 A* cos(-70.1°)=78.94 W. La potencia reactiva
correspondiente es: Q= -220 V*1.095 A*sin(-70.1°)=227.6 VAR inductivos (el signo menos
de Q viene de la ec (43)).

11.8.2. Acoplamiento magnético. El transformador.

El transformador (https://en.wikipedia.org/wiki/Transformer) es una pieza crucial de la
distribucion de energia eléctrica y, posiblemente, haya sido una de las dos “armas” que
determinaron la victoria de los sistemas de corriente alterna por sobre los de continua (la otra

quizas sea el motor trifasico: https://en.wikipedia.org/wiki/Induction_motor).

El transformador esta basado en un viejo amigo: el nucleo toroidal con dos

arrollamientos llamados primario (conectado al generador) y secundario (conectado a la

carga).
— % —— 9 ———
L1 l_ I I
q_! 5 i b
+ d ] SR
Ol un B aw S|
i | S -
R T | 9 .
|
: ] ] A

Figura 21. Transformador con carga resistiva.
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Si suponemos que las corrientes que circulan por los arrollamientos tienen dependencia

temporal sinusoidal, asi también sera el campo By el flujo @, es decir:
B=By cos(at) y = ®, cos(at) (48)

Las fuerzas electromotrices inducidas en los bornes del primario (V1) y secundario (V>)
seran proporcionales a la derivada del flujo y al namero de vueltas de cada arrollamiento (no
le prestamos atencion al signo menos de la ley de Faraday ni al de derivar coseno):

V1=N; @ @ cos(at); Vo=N, @y @ cos(at)

Vi/ Vo= Ni/ N (49)

Esta relacion nos da la clave del funcionamiento del transformador, podemos pasar de
un valor V; a otro V, ajustando la relacion de vueltas de los arrollamientos. Esto brinda una
flexibilidad muy valiosa. El cociente Ni/ N, se denomina relacion de transformacion. El
transformador es simple, robusto y sin piezas moviles. Tiene gran rendimiento y es de bajo
costo. Sistemas similares en corriente continua son mas costosos y no estan tan difundidos.

La clave del funcionamiento del transformador esta en el acoplamiento magnético entre
primario y secundario, representado por el coeficiente de inductancia mutua M.

Analicemos primero el circuito de la figura 21 en el dominio temporal para luego
hacerlo en nuestro dominio auxiliar complejo.

Las direcciones de las corrientes I; e |, son arbitrarias pero, a tomarlas entrantes a los
bornes homdlogos, nos facilitan el estudio del signo del término de acoplamiento magnético

(coincide con el de L).

Vv, (t)-L dlait)—M dl;t(t) =0 (Primario)

(50)

di,(t) . di(t) B :
L, " M " RI,(t)=0 (Secundario)

La Ec.(50) es un sistema de ecuaciones diferenciales acopladas. No muy agradable de
resolver.

Tomemos el camino que involucra trabajar en el dominio complejo. Como ya hicimos
antes tomamos un “generador auxiliar” V =V,e'” y corrientes |, = |01ei(‘”‘+‘/’1> e

_ j(ot+py)
2 | 02e

I
Obtenemos:
V,e — jol 1€ — joMl ,e" %) =0

_J'a)L2|02eJ(wt+¢z) _ ja)'\/” Olej(wtwl) _RI Oze](thr(pz) -0
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Como en otras ocasiones cancelamos el término comin €.

joL 1, + joMl e =V, (52)
+joL,1,e" + joMl e + Rl ,e” =0
Si bien el método de eliminacion de Gauss es valido con coeficientes complejos, el
desarrollo manual es pesado, por lo que recurrimos al viejo recurso de despejar una variable
en una de las ecuaciones y lo reemplazamos en la otra.
Arbitrariamente despejamos el término de la corriente del secundario en la segunda

ecuacion:
(53)

Y reemplazamos en la primera

_ joMl e
R+ jol,

0

joL |, + jcoM(

e Yk
1,7 | jol, +——— |=V,
01 J Ll R+ ]CULzJ 0
(54)

i
|,

joL, (R+ joL, )+ @°M? Y
R+ jol, e

=V,

i
I 1€ 0

joLR-&’LL, +»*M?
R+ jol,

Recordemos la relacion entre el coeficiente de inductancia mutua M, el de acoplamiento
magnético Kk y los de autoinductancia L:
M =kyLL, (55)

Si tenemos acoplamiento perfecto (k=1) la (54) se transforma en:

|, (]a)—Lle =

R+ jol, (56)
| e _y R+ jol,
01 0 .
JoL,R
Reemplazamos en (53)
| e joM Vv R+ jol,
” R+jol, ° joLR -
57
e Y M_ Vol Vo [

RL R L R\ L
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Vv, [L,

De la (57) obtenemos ¢,= 180°¢ |, :EO :

Si recordamos que los coeficientes de autoinductancia son proporcionales al cuadrado

del nimero de vueltas de los arrollamientos damos el paso final:

2
|Ozej<ﬂz :_ﬁ i:_ﬁ OCN—ZZZ—V—O& (58)
R\L R\ N> RN,

La (58) nos dice que la fuerza electro-motriz del generador ha quedado escalada por la
inversa de la relacion de transformacion.

Pensemos que tenemos una alimentacion de 240 V como sucede en algunos paises de
Europa (usamos 240 V porque es un ndmero con mas divisores) y queremos encender
lamparas dicroicas de 12 V. Necesitamos una relacion de transformacion N;/ N,=240 V/ 12
V= 20.

Es obvio que hay infinitos cocientes N/ N, que dan un determinado valor. La eleccion
de los valores del numerador y denominador queda para materias superiores.

P (t)= VO—Zlo[COS((p)—i- cos (20t +¢) |
P (t)= ﬁl—°[cos(go)+ cos (20t +¢) |
V242

P () =V, 1y [COS((D) +cos (2wt + (p)]
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Capitulo 12

Ecuaciones de Maxwell

Un repaso de lo visto, algunas cosas faltantes y un camino

abierto a temas mas complejos

12.1. Lasecuaciones de Maxwell 12-2

12.1.1 Laleyde Gausspara el campo e éctrico

12.1.2 Laleyde Gausspara el campo magnético

12.1.3 Laley de Ampere (a modificar)

12.1.4 LaleydeFaraday

12.1.5 Un problema oculto y su solucion: la ley de Ampere-Maxwel |

12.2. La ecuacion de ondas 12-10

12.2.1 Lasolucién dela ecuacion de ondasy la velocidad de la luz
12.2.2 Ejemplo: ondas planas en el vacio
12.2.3 Lasondas transportan potencia

12.24 ¢COmo se generan las ondas electromagnéticas?
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12.1. Las ecuaciones de Maxwdl |

Mucho del tiempo empleado hasta el momento ha sido dedicado al estudio de los
campos eléctricos y magnéticos de los que hemos aprendido las propiedades mas importantes,

las que resumimos aqui para tenerlas en forma compacta.

12.2.1 Laley de Gausspara€ campo eéctrico

La primera es conocida como la ley de Gauss referida al campo eléctrico cuando no
hay medios materiales. Las cargas eléctricas son las fuentes (sin son positivas) o sumideros
del campo eléectrico (si son negativas). Las lineas de campo eléctrico nacen en las cargas

positivas y terminan en las cargas negativas. La mencionada ley establece que si

consideramos una superficie cerrada S entonces el flujo del campo eléctrico E a través de
dicha superficie es proporcional al total de la carga eléctrica encerrada (Qenc) €n el volumen
Vol limitado por la superficie S (usamos Vol para el volumen en lugar de V porque esta
ultima la reservamos para otra magnitud).
§E-d§:%=iL p dvol 1)
s & &

El factor g (permitividad dieléctrica del vacio) refleja Unicamente el sistema de
unidades empleado y no es relevante. EI segundo miembro de la derecha (el que involucra la
integral de volumen) corresponde al caso mas general de una distribucion volumeétrica de
cargas con densidad p.

La (1) puede ser transformada por medio del teorema del flujo (o también llamado de

Gauss-Ostrogradsky) el que establece que el flujo de un campo vectorial F a través de una
superficie cerrada S iguala a la integral de la divergencia de dicho vector extendida al

volumen Vol limitado por la superficie S

§ﬁ.d§=jv V-F dvol )
= ol
Comparando las expresiones (1) y (2) es facil encontrar:

V.E=£ (3)
€o

Las relaciones (1) y (3) contienen la misma cantidad de informacion respecto del
fendmeno fisico. La primera esta expresada en forma integral y en cierta forma (al menos en

nuestro caso) es mas simple de utilizar. La segunda forma involucra derivadas parciales (a
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través del operador divergencia) por lo que las técnicas matematicas para su resoluciéon son

mas complejas y conviene postergarlas para Analisis Il1. Sin embargo enfatizamos que ambas

contienen la misma cantidad de informacion.

Al tratar con medios dieléctricos nos resulté conveniente introducir dos vectores
extras. El desplazamiento D y la polarizacién P. El primero est4 asociado con las asf
Ilamadas “cargas libres” y el segundo con las de polarizacion. La relacion entre todos ellos la
sintetizamos como:

D=¢,E+P (4)

Si el medio es lineal entonces también lo es la relacion entre el campo eléctrico y la
polarizacion a través de la susceptibilidad dieléctrica y, en la forma P= SoleE por lo que la
relacién entre desplazamiento y campo eléctrico deviene en:

5=%E+5:%E+%%E=%@+LJE:%QE (5)

En estas condiciones la ley de Gauss (en forma integral y diferencial) queda dada

para una situacion general como:

@ [_5 ’ dé =~ Qlibre . IVOl plibre dVOl
S enc (6)

— —

V-D = pipe
donde p,,. se refiere a la densidad volumetrica de cargas “reales”, i.e. que no son de
polarizacién
El campo eléctrico generado por una distribucion estatica de cargas tiene la

particularidad de ser conservativo, es decir que si consideramos una curva cerrada C entonces

la circulacion del campo a lo largo de dicha curva es nula:

§EUF=0 (7

Todo campo vectorial conservativo admite una funcion potencial escalar de la que
deriva, en nuestro caso elegimos el potencial electroestatico V (cuidado: distingamos entre

volumen Vol y potencial V).

E=-VV (@)

Combinando (3) y (8) obtenemos:
_6.(@V):£:—V2V (9)

€o
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La (9) recibe el nombre de ecuacion de Poisson y es una ecuacion diferencial a
derivadas parciales de segundo orden que permite calcular el potencial V en una region si se
conoce la distribucion de cargas y/o el potencial en el contorno de la region a estudiar. No
estamos en condiciones de resolver esta ecuaciéon salvo para un par de situaciones muy
simples. Sin embargo es interesante mencionar que es la ecuacion que resuelven programas

como QuickField o FEMM por métodos numeéricos.

12.2.2 Laley de Gaussparad campo magnético
Por otra parte, los campos magnéticos tienen su origen en corrientes eléctricas, es
decir en cargas en movimiento. Una diferencia sustancial distingue al vector induccion
magnética B del campo eléctrico E, las lineas de Bson cerradas sobre si mismas, es decir

gue no tienen punto de partida ni de llegada. En tal situacion el flujo de Bsobre cualquier

superficie cerrada es nulo:

§B-dé=o:>v5=o (10)
S

donde la segunda igualdad se sigue del teorema del flujo. A esta ley se la llama también ley

de Gauss pero referida al campo magnetico.

12.2.3 LaleydeAmpere

Dado que las lineas de Bson cerradas sobre si mismas es razonable anticipar que la
circulacion de dicho vector sobre una curva cerrada ha de ser no nula. En efecto, la ley de

Ampereen el vacio nos dice que:

JBdl = ol o = 1, [ -0S (11)
C S

donde C es una curva cerrada, S una superficie cuyo borde es C, 1 la permeabilidad
magnética del vacio, lenc las corrientes que atraviesan la superficie Sy Jel vector densidad de
corriente, el cual para un medio de conductividad o queda dado por J = o E (ley de Ohm).
En el caso de estar presente un medio material es conveniente, a semejanza de lo
desarrollado con materiales dieléctricos, introducir dos vectores auxiliares: el campo
magnético H asociado con las llamadas “corrientes verdaderas” (las que circulan por cables) y

la magnetizacion M asociada con las “corrientes de magnetizacion” fruto de la respuesta de

los momentos dipolares magnéticos atdbmicos.
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La relacién vectorial entre estos tres vectores es: B=z,(H +M ). Si el medio tiene
una respuesta lineal la magnetizacion es proporcional al campo magnético a través de la

susceptibilidad magnética y_: M =y, H y resulta simple encontrar:

B:/Jo(l:i+M):ﬂo(H+ZmH):ﬂo(l+Zm)H:ﬂoﬂrl:i (12)
En estas condiciones la ley de Ampere queda dada para una situacion general como:

Cﬁ H.dl = = J- j|ibre -dS (13)
€ i S

donde J

ire Tepresenta a la densidad de corrientes “reales”, i.e. no corrientes de
magnetizacion.

Podemos recordar ahora el teorema de Stokes o de la circulacién, el que manifiesta
que la circulacion de un campo vectorial F alrededor de una curva cerrada C iguala al flujo
del rotor de dicho campo vectorial a través de una superficie Slimitada por la curva C:

§F o =[(VxF)-dS (14)
C S

En nuestro caso obtenemos:

VxH=J

libre

(15)

Veremos un poco mas adelante que esta ley fue completada por Maxwell

Notemos como en este repaso hemos expresado las propiedades fundamentales de los
campos eléctricos y magnéticos en dos formas: la primera es la integral (flujos sobre
superficies, circulaciones sobre curvas) donde damos relaciones de valores totales en una
region del espacio. En la segunda damos relaciones en las derivadas en puntos del espacio
(divergencias, laplacianos, rotores). Ambas formas contienen exactamente la misma
informacidn respecto del fendmeno fisico. Es s6lo una cuestion de conveniencia el decidir qué

forma conviene usar.

12.24 Ley deFaraday

Hasta aqui hemos dado las propiedades de los campos eléctricos y magnéticos
aisladamente y parece que ambos fendmenos procedieran independientemente, si bien se ve
cierta relacion porque H esta relacionada con J por la Ley de Ampere y J esta relacionada con
E por la de Ohm.
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Sin embargo esto no es asi. La ley de induccion de Faraday nos da el primer paso
para ver la vinculacion entre ambos campos.
Dicha ley establece que toda vez que el flujo magnético concatenado a través de una
superficie Sdelimitada por una curva C cambie a lo largo del tiempo, entonces aparecera una

fuerza electromotriz V inducida a lo largo de la curva C de valor:

vz—%%:—§j§d§:§édf (16)
S C
La ultima igualdad manifiesta que si existe una fuerza electromotriz, entonces debe
estar presente un campo eléctrico cuya circulacion a lo largo de la curva sea la fuerza
electromotriz inducida. Este campo es definitivamente no electroestatico dado que su
circulacion en una curva cerrada es no nula.

Al utilizar el teorema de Stokes en la (16) encontramos:

- - 0B
VxE=-—" (17)
ot
La ecuacion anterior nos dice que en una situacion estatica (sin variaciones en el

tiempo) el rotor del campo eléctrico es nulo y volvemos a las condiciones de la (6), es decir

que el campo eléctrico es conservativo. Si, por el contrario, existen cambios temporales de B
el campo eléctrico tiene asociada una fuerza electromotriz en un camino cerrado.
Hasta aqui hemos hecho un resumen muy acotado de un gran ndmero de clases. Las

ecuaciones (1) a (9) describen los vectores “eléctricos”, de la (10) a la (15) los
correspondientes “magnéticos” y la (16) y (17) nos vincula cambios temporales de B con

cambios espaciales de E .

12.25 Un problema ocultoy su solucién: laLey de Ampere-Maxwell

Sin embargo, es importante marcar que tenemos un problema oculto que debemos
resolver. Para explicarlo comenzamos recordando una idea béasica de la primera clase: la carga
eléctrica se conserva, no se crea ni se destruye. Con esta idea en principio consideramos un
volumen Vol con cargas dentro del mismo y lineas de corriente que atraviesan la superficie S
que limita a dicho volumen. Entonces, si las lineas de corriente son entrantes la cantidad de
carga se incrementa y si las lineas son salientes la cantidad de carga disminuye. Escribimos

entonces esta relacion:
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(18)

Esta es la llamada ecuacion de continuidad y es solamente una descripcion
matematica de la conservacion de la carga.

Aplicamos ahora esta ecuacion a la (15):

V.3=V.(VxH)=0 (19)

La expresion es siempre nula porque se sigue de una identidad matematica. Es decir
que tenemos un problema: la conservacion de la carga (principio fundamental) exige un
determinado valor para la divergencia de la densidad de corriente y de la ecuacion anterior
obtenemos un valor nulo. Dada nuestra confianza en la conservacion de la carga concluimos
que hay algo erréneo en la ley de Ampere como la expresamos. En realidad no es un error
sino una omisién que fue descubierta y enmendada por James Clerk Maxwell a mediados del
siglo XIX.

La primera aproximacion a la solucion que haremos es totalmente matematica y luego
mostraremos una situacién donde trataremos de entender el como la correccion de Maxwell
salva un problema.

Postulemos, arbitrariamente, una nueva forma para la ecuacion del rotor del campo
magnético:

VxH=J +aa_[t’ (20)

Si ahora volvemos a la ecuacion de continuidad resulta;

V(ﬁxH)50=6-5+%@—DJ=6-3+8V&D -9.3:2
t @)
v.j._9

ot

con lo que nuestro problema esta resuelto. La version corregida de la ley de Ampere
satisface la conservacion de la carga pero nos demanda comprender como opera. Un ejemplo

simple es el siguiente (figura 1):
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b

Figura 1. Laley de Ampere aplicada a la misma curva pero a dos superficies distintas

Un capacitor de placas planas paralelas esta siendo cargado con una corriente
constante I. La curva C es una circunferencia de radio R (puntos a, b, ¢ y d) con centro en el

cable y ubicada lejos de las placas del capacitor, de forma tal que podamos suponer que la

direccion de las lineas de Bson lineas circunferenciales como las que corresponden a un
alambre muy largo. Si por superficie tomamos a S, entonces es facil aplicar la (13). Pero si
ahora tomamos una superficie S que pase por dentro de las placas del capacitor y no
intercepte al cable parece que nos encontramos en un problema: sobre la curva C hay campo y
su circulacion es no nula, sin embargo la superficie propuesta no intercepta al cable y por lo
tanto el miembro de la derecha es nulo. La discrepancia estriba en que utilizamos la version
original de la ley de Ampere.

Utilicemos ahora la version corregida. Al tomar la superficie S, notamos que el cable
la intercepta en el punto Ay no tenemos problemas en identificar la densidad de corriente.
Ademas por estar los puntos de la superficie S fuera del capacitor descartamos el término
proporcional a la derivada temporal del desplazamiento porque éste es nulo sobre la
superficie. En cambio, cuando tomamos S; la situacion se invierte. No tenemos un término de
corriente, pero hay un campo eléctrico dentro del capacitor que varia.

La corriente que ingresa al capacitor es directamente la derivada de la carga
almacenada con respecto al tiempo y si expresamos a esta Ultima en términos de la densidad
superficial de carga o, las dimensiones del capacitor (area A y distancia entre placas d) y el

vector desplazamiento tenemos:
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dD

| =fggzzd&7A0::A£EZ::A,J_J
dt dt dt dt

La densidad de corriente “equivalente” resulta de dividir la corriente por el &rea de las

(22)

placas: jD Z(jj—[t) que concuerda exactamente con la nueva ley de Ampere, i.e. la Ley de

Ampere-Maxwell (20);
TxA=3+P2
ot
. Es importante recalcar que esta es una “falsa” corriente, no esta asociada con un
transporte de cargas, por eso la denominamos “corriente de desplazamiento” y le agregamos
un subindice para destacar esta situacion.
La figura 2 muestra un esquema de las lineas de campo magnético en las vecindades
de un alambre (asociado con una densidad de corriente) y las correspondientes al interior del

capacitor (asociado con la corriente de desplazamiento)

Figura 2. Una vision en perspectiva de las lineas de campo magnético.

Hemos trabajado tanto para solucionar un caso particular? Es esto un juego de corto

alcance?
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Pues no, esto es lo que distingue a la gente capaz de nosotros. La hipotesis de Maxwell
es que el término de corriente de desplazamiento debe ser incluido siempre y no Unicamente
en este caso particular.
¢ Qué sucedio entonces para que no notaramos esta falta de completitud? La respuesta
se encuentra en que primero la abrumadora mayoria de los problemas que estudiamos son de
caracter estatico o de régimen permanente, por lo que no habia variaciones temporales que
importaran. En el caso de la ley de Faraday teniamos campos magnéticos variables que daban
un acoplamiento con el campo eléctrico pero los ejemplos no demandaban tomar también en
cuenta la version completa de la ley de Ampere.

Podemos resumir ahora las ecuaciones de Maxwell en las formas integral y

diferencial:
Forma integral Forma diferencial
SB D-dS= Jplibre dv V-D= Plibre
S \Y
§B-dS=0 V-B=0
S
fE-d -2 [8.dS TxE__ B
c dtg ot
él:i dr:J.jllbre dé_"ij‘D dS §X|'_i :jlibre a—D
c s dt g ot

(23)

Veremos ahora que las mas interesantes son las ecuaciones en los rotores.

12.2. La ecuacion de ondas

El conjunto de ecuaciones (23) es simple “en principio” pero da respuestas a un
namero muy grande de problemas. Quienes estudien electromagnetismo tendran ocasion de
trabajar mucho con ellas, pero ahora quiero mostrar un ejemplo relativamente simple pero
importante.

Como ocurre muchas veces vamos a considerar un caso particular de las ecuaciones
que nos permita eliminar la mayor cantidad de términos para disminuir asi las dificultades

matematicas.
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Pensemos entonces en una region del espacio vacio (da lo mismo que sea aire porque
ya sabemos que difiere muy poco del vacio). Pedimos que dicha zona carezca de cargas (po=0)
y que por la misma no circulen corrientes (J = 0).

Las ecuaciones de Maxwell quedan entonces:

V.E-0 vxE=_B
ot
V-B=0 WH:%-? (24)

D=¢g, E B=g,H
Es interesante ver el papel entrelazado de las dos ecuaciones que involucran el rotor.
Parece que entre las dos se podria obtener una Unica en una sola variable y esto es cierto.
Para llevarlo a cabo recordamos la siguiente identidad del analisis vectorial:

Vx(VxE)=V(V-E)-v?E (25)

Aplicado al campo eléctrico tenemos (daria lo mismo con el magnético):

w(@xé):@x(_%

e - olvxB o°E

V(V-E)-v?E=- S = oty = (26)
- o’E

VZE:é‘oﬂoat—z

En el segundo renglén hemos utilizado V- E =0 ya que pedimos ausencia de cargas y

en la parte correspondiente al rotor de B anulamos el términos correspondiente a la densidad
de corriente.

La altima ecuacidn es nuestro objetivo ya que logramos reducirla a una Unica variable
pero su significado es totalmente oscuro dado que proviene de manipulaciones matematicas
gue efectuamos automaticamente. Ha llegado el momento de desmenuzarla un poco.

Para comenzar debemos enfatizar que se trata de una ecuacion diferencial a derivadas

parciales. En coordenadas cartesianas es:

9°E 0°E O°E ol =
o of o M @7)

Donde no parece que hayamos mejorado mucho. Reduzcamos aun mas la complejidad
del problema y consideremos uno unidimensional en el que sélo existen variaciones a lo largo

del eje x (la solucion es uniforme sobre los ejes y y 2).
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0’E 0°E
o fotho o7 (28)

Esta es una ecuacion que se llama Ecuacién de Onda. ¢Por qué?

12.2.1 Lasolucion delaecuacion deondasy lavelocidad delaluz

¢ COmo se resuelve ésta ecuacion? Pues bien, es conocida desde hace bastante tiempo y
se la conoce como ecuacion de onda y la primera vez que la vimos fue en Fisica | en conexién
con el movimiento transversal de una cuerda tensa. Pero Fisica | esta tan lejos en el recuerdo,
¢no?

Vamos a aplicar el viejo método de proponer una solucion (de hecho ya la
conocemos), la reemplazamos en la ecuacion diferencial y vemos que la satisface.

Sea entonces una solucion generica de la forma u=f(x+vt), donde f es una funcién no
especificada y v una constante cuyas dimensiones deben ser las de una velocidad. Definimos
previamente una variable auxiliar w=x+vt y efectuamos las derivadas indicadas.

ou_ oduow adu

X owox ow

o°u o (ou) oduow od°u
%‘&(a\_/\/)_ oW X oW
TOU oW

ot ow ot oW

o*u a( auj_ o%u J_ , 02U

=—|Vv— V=V

(29)

oz ot ow) | ow? oW
o’u  , %
e =V -
ot? OX*

La funcion propuesta es entonces una solucion de la ecuacién diferencial. Si alguien
siente sospechas que reemplazamos lo que ya conociamos estd totalmente en lo cierto.
Resolver ecuaciones diferenciales a derivadas parciales demanda temas avanzados y que estan
fuera de nuestro alcance. Nos limitamos a “mostrar” la solucion.

Si hacemos un poquito de memoria recordaremos que si el argumento de la solucion
era con signo menos obteniamos una onda que viaja hacia la derecha y que si tomabamos el
signo mas correspondia a una que viaja hacia la izquierda. En ambos casos la velocidad de
propagacion es precisamente v.

La funcion f puede ser cualquiera con derivadas continuas, pero la mas comun es de la

forma arménica, es decir con funciones seno o coseno. La forma usual es:
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u = sin(kx— ot) (30)
Esta solucion involucra al Ilamado nimero de onda k=2 =/ A donde | es la longitud de
onda (distancia entre maximos o minimos consecutivos) y la pulsaciéon o=2 /T siendo T el
periodo de la sefial (tiempo que transcurre entre dos maximos 0 minimos consecutivos).

Es bueno recordar algunas ideas basicas de las ondas. Veamos unas graficas:

T

0.5

0.6

0.4

0.2

a

Arnplitud

N2+

0.4

LA}

NEF

- n 1 1 1 | 1 1 1 1
0 0.1 02 03 D04 os 08 07 08 08 1
Tiempo (=)

Figura 3. Una onda armdnica a lo largo del tiempo en x=0

La solucion repite cada T segundos.

T

0.5

0.6

0.4

0.2

a

Arnplitud

N2+

0.4

OB

08F

- 1 1 1 | 1 I 1
0 0.1 02z 03 04 05 0B 07 D08 09 1
Fasicion (m)
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Figura 4. Una onda armonica en t=0
Lasolucion repite cada A metros.
El cociente A/T es la velocidad v de la onda que también es la razén aw/k
Si volvemos a nuestras ecuaciones (28) y (29) e igualamos términos encontramos:
, 1

vV = (31)
EoHg

Si reemplazamos &= 8.85 .10™** F/m y u= 47.10" H/m obtenemos (verificar que las
unidades son de velocidad!!!!) v~2.99 10° m/s. Este valor es demasiado préximo a otro que
deberiamos recordar de Fisica | y es la velocidad de la luz c. Es importante destacar que los
fendmenos oOpticos fueron considerados de una naturaleza autonoma hasta mediados del siglo
XIX cuando el estudio que acabamos de esbozar mostrdO que los campos eléctricos y
magnéticos respondian a la ecuacion de onda. Entonces, los fenémenos dpticos dejaron de ser
una rama aparte del conocimiento para pasar a ser un capitulo del electromagnetismo. Las
longitudes de onda del espectro visible son del orden de 0.5 micrémetros por lo que la
frecuencia es un nimero muy grande, del orden de 6. 10'* Hz, un valor que parecia imposible
para ser verdadero (aunque lo es). Las ondas electromagnéticas difieren notablemente de las
que aprendimos en Fisica I. No hay medio elastico alguno; nada se desplaza respecto de una
posicion de equilibrio. Durante afios muchas personas buscaron infructuosamente un
“soporte” para estas ondas pero fallaron. No hay necesidad de tal medio y de hecho las ondas
electromagnéticas viajan el vacio. De hecho, la luz del sol viaja 150 millones de kilometros en
el vacio hasta nuestro planeta sin inconveniente alguno. Son simplemente los campos
eléctricos y magnéticos que estan acoplados por las ecuaciones del rotor. En 1885 Hertz tuvo
el honor de ser el primero en generar, transmitir y recibir una onda de radio (de una forma
primitiva pero contundente) con lo que cerrd el circulo y mostré la realidad de las ondas

electromagnéticas.

12.2.2 Ejemplo: Ondasplanasen € vacio
Vamos a ver un ejemplo simple, el de una onda plana. Tomamos un campo dirigido a
lo largo del eje y y uniforme sobre el plano y-z
E,(xt)=E, cos(kx—w t) (32)
Si utilizamos la ecuacion del rotor de E obtenemos:

B oE
B_ E__B @)
ot OX ot

m

V x
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Integramos una vez para conseguir:
oE . k E
BZ=—'[a—xydt:—_[Eoksm(kx—a)t)dt=Eogcos(kx—cot):?y (34)
Observamos que E y B siguen la misma dependencia temporal y espacial, es decir que
se encuentran en fase. Los campos son perpendiculares entre si y a la direccién de
propagacion.
|BI=|El/c (35)
En el plano y-z las amplitudes de los campos son uniformes. Los puntos sobre el eje x
de igual fase son planos paralelos al y-z
VVeamos un dibujo:

LI
- [
T ! -
- I
- =i i ! e
-7 ! ! k
~1 1 ! .."-r‘\ |H"“
1" 1 ! L P ' -
T 1 1 -1 ! - | -
1 =" ! R s
1 -~ 1 ~ ~
P 1 ! 1 L
L " |--H |
05 T ! ' bt '
=T | | 1 . - 1
1 1 | ~.
| " K
- b 1
04--. | '
' :
1
1 - T
- 1
5. |
D.EH__-’ 1 1
1 !
1 1
1 - b
I
A 1
1
1
1

12.2.3 Lasondastransportan potencia.

Comenzamos recordando los conceptos de densidad de energia de los campos
eléctricos y magnéticos en el vacio:

1

B’ (36)
241,

U —1E.B=f0g? u -1B.A-
2 2 2
Si recordamos la relacion entre los modulos de los campos (35) nos queda:
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E=cB= U, =U, = U=¢,E? (37)
Es decir, que la cantidad de energia almacenada en los campos eléctrico y magnético
es la misma y entonces la cantidad total es el doble de cualquiera de ellas.
Analicemos ahora la siguiente figura:
Una onda avanza en la direccion de

A la flecha roja. Cruza primero el plano de

g entrada A y después de un tiempo t cruza el
de salida B (la onda avanza una distancia
L=ct).

Si aislamos un prisma de seccion
L=ci \ transversal S resulta que el volumen del

mismo es: SL=Sc .

La cantidad total de energia U
B almacenada en este volumen es :
U=(ug+ug) (Sct)=g E* Sct (38)
Si dividimos la ecuacion anterior por el tiempo empleado (t), obtendremos la potencia
transmitida P= & E? Sc. Si finalmente dividimos por el 4rea Stenemos los que denominamos
intensidad | (no confundir con corriente) y que es la potencia transmitida por unidad de area:
I=c & E>.
Notamos entonces que la intensidad es proporcional al cuadrado de la amplitud del
campo eléctrico (ver semejanza con los circuitos eléctricos).
Todo esto es muy lindo desde el punto de vista matematico, pero ain queda una duda:

¢Como se genera una onda?

12.24 ¢;COmo se generan las ondas el ectr omagnéticas?

La idea importante es la siguiente: Las cargas aceleradas son las fuentes de ondas
electromagnéticas. Cualquier distribucién de cargas aceleradas es razonable, algunas son
mejores que otras. Una de las més utilizadas es el dipolo oscilante. (perdon por las figuras en
inglés, las bajamos de Internet)
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g=0 o 0
- ‘r = I'I'I'LIK
—FE =1 - :I_'zrl
‘I'J
.ﬁ g = i) +I:_,I 8]
(bye=0 (cli=Tr4 (dy e =172

L # +{7 0

4 Oscillating dipole 1 m E=0 m
]I"I T p—
R[5 U/V

(a) Coordinate system E=-E
-}

gIehike

L I
(eli=23TH (=T

En la figura anterior tenemos representada la antena mas comudn que es el dipolo
simple en la que un generador de corriente alterna estd conectado a dos piezas metalicas
rectilineas. Cada una de estas piezas toma carga positiva 0 negativa alternativamente,
generando asi un dipolo eléctrico armonicamente variable. Obtenemos asi un campo eléctrico
variable con el tiempo el que a su vez genera un campo magnético variable y que a su vez
genera otro eléctrico......

La dltima figura es una representacion de como se aleja de la antena la onda

transmitida mostrando las lineas de campo:
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Oseillating
dipole along
I-axis

El dipolo oscilante es muy utilizado. A pesar del dominio de la television por cable,
aun tenemos la ocasion de ver una vieja antena receptora en alguna terraza. Al observarla
notaremos que a partir del soporte central emergen perpendicularmente al mismo, una serie de
varas metélicas. Cada uno de estos pares de varas (a un lado y el otro del eje central) es un
dipolo. Uno de ellos va conectado al cable que lleva la sefial al televisor. La razén por la que
hay varios dipolos en lugar de uno solo es demasiado dificil para ser comentada aqui.

El dipolo aparece también, encubiertamente, en las antenas de los autos. Es comun ver
un “palito que emerge del techo y el otro estd dado por la carroceria del auto. Lo mismo
sucede con radiograbadores que tienen una antena extensible y en teléfonos celulares donde
vemos emerger un pequefio “palito” (la mayor parte de los celulares modernos tiene la antena
oculta dentro de la carcasa).

Podriamos seguir con mas ejemplos pero hemos hablado demasiado de este tema y es
prudente terminar aqui. Ya estd bien para Fisica Il. Quienes estudien electromagnetismo

tendran que afrontar temas mas dificiles.
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